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Este livro foi preparado para ser um texto completo de um primeiro estudo de 
engenharia de controle. Esta redigido ao nível do ultimo ano de engenharia eletrica. 
mecanica. aeronautica ou química. 

Este texto abrange tanto a teoria de controle clássico como a dc controle 
moderno. Os tres primeiros capítulos apresentam os conceitos fundamentais de 
sistemas de controle por realimentaçáo e a base matematica elementar necessanu 
para o entendimento do livro. O Cap. 4 trata de modelagem de sistemas físicos. Os 
proximos seis capítulos (5 a 10i apresentam métodos c técnicas convencionais para 
analisar c projetar sistemas de controle. Os dois capítulos seguintes (11 e 12) 
discutem sistemas não lineares. O Cap. 13 da uma introdução a sistemas de tempo 
discreto e ao método da transformada c- Os últimos três capítulos ( 14 a 16) apresen- 
tam uma introdução à teoria de controle moderno baseada em conceitos de espaço 
de estados. 

Supóe-sc que o leitor esteja familiarizado com equações diferenciais e analise 
de circuitos em nível introdutorio. bem como em mecânica. 

Os primeiros 10 capitulos podem ser usados como texto, quer de um curso de 
um trimestre, quer de um semestre, com três aulas por semana, dependendo de 
quanta matéria sera coberta. Os seis capítulos restantes podem ser usados como 
texto de um curso de um semestre. No Departamento de Engenharia da l nriersi- 
dade de Minnesota, a matéria deste livro é tratada cm dois cursos: a maior parte dos 
capitulos dc 1 a 10 é utilizada em um curso introdutório de um trimestre sobre 
engenharia de controle, e os Caps. 13 a 16 fazem parte de um curso de um trimestre 
sobre teoria de controle moderno, ambos os cursos no último ano dc engenharia 

Este livro provê muitos exemplos ilustrativos para esclarecer a teoria 
apresentada. Acredito que a melhor maneira de aprofundar o entendimento da 
teoria de controle e dominar os fundamentos através da resolução dc muitos 
problemas, cujas soluções estão disponíveis. Partindo deste ponto de vista, alem dc 
muitos exemplos, cada capitulo e seguido de inúmeros problemas resolvidos bem 
como outros não resolvidos. A resolução correta dos problemas nao resolvidos 
demonstrará que o leitor compreendeu a maténu apresentada. 

Gostaria de agradecer ao Dr. Richard C. Jordan. chete do Departamento de 
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Introdução a 
Sistemas de 
Controle 


1.1 INTRODUÇÃO 

Controle automático representa um papel vital no avanço da engenharia e da 
ciência. Alem de possuir importância extrema em sistemas de pilotagem de avião, 
mísseis guiados, veículos espaciais etc., tomou-se uma parte integrante e impor- 
tante dos processos industriais e de fabricação modernos. Por exemplo, controle 
automático é essencial em operações industriais para controle de pressão, tempera- 
tura, umidade, viscosidade e fluxo em processos industriais: manuseando, ope- 
rando e montando partes mecânicas das indústrias de fabricação, entre muitas 
outras. 

Desde que os avanços na teoria e na prática de controle automático propiciam 
meios para atingir-se desempenho ótimo de sistemas dinâmicos, bem como melho- 
ria na qualidade e diminuição do custo de produção, aumento da taxa de produção, 
operações manuais repetitivas etc., a maioria dos engenheiros e cientistas deve 
entender e conhecer bem este campo. 

Revisão histórica. O primeiro trabalho significativo em controle automático foi 
o de James Watt. que construiu um controlador centrífugo para controle de veloci- 
dade de uma maquina a vapor no século X VIII . Outros trabalhos importantes nos 
primeiros estágios de desenvolvimento da teoria de controle são os de Minorskv . 
Hazen e Nyquist. entre muitos outros. Em 1922. Minorsky trabalhou em controla- 
dores automáticos para pilotagem de navios e mostrou como poderia ser “determi- 
nada" a estabilidade a partir das equações diferenciais que descrevem o sistema. 
Em 1932. Nyquist desenvolveu um procedimento relativamente simples para de- 
terminar a estabilidade de sistemas de malha-íechada com base na resposta a 
entradas senoidais em regime permanente da malha-aberta. Em 1934. Hazen. que 
introduziu o termo “servomecanismos“ para sistemas de controle de posição, 
discutiu o projeto de servomecanismos a rele capazes de seguir muito de perto uma 
entrada variável. 

Durante a década de 1940. os métodos de resposta em frequência tomaram 
possível aos engenheiros projetar sistemas de controle realimentados lineares, que 
satisfaziam os requisitos de desempenho. Desde o final da década de 1940 ate o 


1 


início dos anos 50, o método do lugar das raízes em projeto de sistemas de controle 
foi completamente desenvolvido. 

Os métodos de resposta em frequência e lugar das raizes que correspondem ao 
coração da teona de controle clássica levaram a sistemas que são estáveis e 
satisfazem um conjunto de requisitos de desempenho mais ou menos arbitrários 
Estes sistemas não são. em geral, ótimos no sentido lato. Desde a década de 1950. a 
ênfase nos problemas de projeto de controle tem sido transferida do projeto de um 
dos muitos sistemas que operam para o projeto de um sistema ótimo em algum 
sentido lato. 

Em virtude de os processos modernos com muitas entradas e saídas tomarem- 
se mais e mais complexos, a descrição de um sistema de controle moderno exige um 
grande número de equações. A teona de controle clássica, que trata apenas de 
sistemas de entrada-simples-saída-simples. tornou-se inteiramente impotente para 
sistemas de múltiplas-entradas-multiplas-saídas. Desde 1%0. aproximadamente, a 
teoria de controle moderna tem sido desenvolvida para competir com a complexi- 
dade crescente de processos modernos e requisitos rigorosos e estreitos em preci- 
são. peso e custo em aplicações militares, espaciais e industriais. 

Devido à real disponibilidade de computadores digitais, analógicos e híbrido^ 
eletrónicos para uso em cálculos complexos, a utilização dc computadores no 
projeto de sistemas de controle e o uso de computadores on-line na operação de 
sistemas de controle constituem atualmente uma prática comum. 

Pode-se dizer que os desenvolvimentos mais recentes na teona de controle 
moderna estão na direção do controle ótimo tanto de sistemas deterministicos como 
estocásticos. bem como para controle de aprendizado e adaptativo de sistemas 
complexos. Aplicações da teoria de controle moderna em áreas não de engenharia, 
tais como biologia, economia, medicina e sociologia, estão em desenvolvimento, e 
resultados interessantes e significativos podem ser esperados em um futuro pró- 
ximo. 

1.2 DEFINIÇÕES 

Nesta seção definiremos a terminologia necessária para descrever sistemas de 
controle. 

Plantas (Plants)* . Uma planta é uma parte de equipamento, eventualmente 
um conjunto de itens de uma máquina, que funcionam conjuniamente. cuia finali- 
dade é desempenhar uma dada operação. Neste livro designaremos qualquer objeto 
físico a ser controlado (tais como uma nave espacial, um reator químico ou uma 
caldeira para aquecimento) como uma planta. 

Processos (Processes)* . O Dicionário Merriam- Webster define um processo 
como uma operação ou desenvolvimento natural, que evolui progressivamente, 
caracterizado por uma série de mudanças graduais que se sucedem, uma em relação 
às outras, de um modo relativamente fixo e objetivando um particular resultado ou 
meta: ou uma operação artificial ou voluntária, que evolui progressivamente e se 
constitui por uma série de ações controladas ou movimentos sistematicamente 
dirigidos objetivando um particular resultado ou meta. Neste livro designaremos 


*N. do T.: Devido à inexisiénaa na língua portuguesa do vocábulo "planta'' com a conotação necessana 
em Sistema de Controle, utilizar-se-á preferenciaJmente o termo "processo" englobandop/aw tprocess. a 
não ser onde possa causar dificuldade de interpretação. 


qualquer operação a ser controlada como um processo. Exemplos são processos 
químicos, económicos e biológicos. 

Sistemas. Um sistema é uma combinação de componentes que atuam conjun- 
tamente e realizam um certo objetivo. Um sistema não é limitado a algo físico. O 
conceito de sistema pede ser aplicado a fenómenos abstratos, dinâmicos, tais como 
os encontrados em economia. A palavra "sistema” deve. portanto, ser interpre- 
tada paia designar sistemas físicos, biologicos, económicos etc. 

Distúrbios. Um distúrbio e um sinal que tende a afetar adversamente o valor da 
saída de um sistema. Se um distúrbio e gerado dentro do sistema, ele é denominado 
interno : ao passo que um distúrbio externo é gerado fora do sistema e constitui uma 
entrada. 

Controle realimentado. Controle realimentado é uma operação que. na pre- 
sença de distúrbios, tende a reduzir a diferença entre a saída de um sistema e a 
entrada de referência (ou um estado desejado, arbitrariamente variado) e que opera 
com base nesta diferença. Aqui. apenas distúrbios não previsíveis (isto é. aqueles 
não conhecidos a priori) são designados como tais. desde que com distúrbios 
conhecidos ou previsíveis é sempre possível incluir compensação dentro do sistema 
de modo que aquelas medidas sejam desnecessárias. 

Sistemas de controle realimentados. Um sistema de controle realimentado é 
aquele que tende a manter uma relação prescrita entre a saída e a entrada de 
referência, comparando-as e utilizando a diferença como um meio de controle. 

Note que os sistemas de controle realimentados não são limitados ao campo da 
engenharia mas podem ser encontrados em várias outras áreas, tais como economia 
e biologia. Por exemplo, o organismo humano, sob certo aspecto, é análogo a uma 
planta química intrincada com uma grande variedade de operações unitárias. O 
controle de processo desta rede de reação química e transporte envolve uma 
variedade de laços de controle. De fato. o organismo humano é um sistema de 
controle realimentado extremamente complexo. 

Servomecanismos. Um servomecanismo é um sistema de controle realimen- 
tado no qual a saída é alguma posição mecânica, velocidade ou aceleração. Por- 
tanto. os termos senomecanismos e sistema de controle de posição (ou de veloci- 
dade. ou de aceleração ) são sinónimos. Servomecanismos são muito usados na 
indústria moderna. Por exemplo, a operação automática completa de máquinas 
operatrizes, juntamente com instruções programadas, pode ser desempenhada com 
o uso de servomecanismos. 

Sistemas reguladores automáticos. Um sistema regulador automático é um 
sistema de controle realimentado no qual a entrada de referência, ou a saída 
desejada, ou é constante ou varia lentamente com o tempo, e no qual a finalidade 
principal é manter a saída real em um valor desejado, na presença de distúrbios. 

Um sistema de aquecimento residencial que utiliza um termostato como con- 
trolador é um exemplo de um sistema regulador automático. Neste sistema, o ajuste 
do termostato (a temperatura desejada) é comparado com a temperatura real do 
ambiente. Uma variação na temperatura externa é um distúrbio neste sistema. O 
objetivo é manter a temperatura desejada no ambiente fixa e independente de 
variações na temperatura externa. Há muitos outros exemplos de sistemas regula- 
dores automáticos, alguns dos quais são os controles automáticos de pressão e de 
grandezas elétricas tais como tensão, corrente e frequência. 
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\ Sistemas de controles de processos. U m sistema regulador automático no qual a 
saída é uma variável tal como uma temperatura, pressão, fluxo, nível de líquido ou 
pH é denominado um sisiemu de controle de processo . Controle de processo é 
exaustivamente aplicado na industria. Controles programados, tal como controle 
de temperatura de fomos para aquecimento nos quais a temperatura do forno é 
controlada de acordo com um programa pre-selecionado, são muitas vezes usados 
nestes sistemas.' Por exemplo, um programa pré-selecionado pode ser tal que a 
temperatura do forno (ou. eventualmente, em uma caldeira) é aumentada até uma 
dada temperatura, em um dado intervalo de tempo, e então diminui para uma outra 
dada temperatura em algum outro intervalo de tempo conhecido. Em um controle 
programado como este. o ponto de ajuste pode ser variado de acordo com o tempo 
preestabelecido desejado. O controlador, então, tem a função de manter a tempera- 
tura no forno próxima ao ponto de ajuste v ariável. De\ e ser observado que muitos 
sistemas de controle de processos incluem servomecanismos como uma parte 
integral. 

1.3 CONTROLE EM MALHA-FECHADA E CONTROLE EM 
MALHA-ABERTA 

Definiremos inicialmente sistemas de controle em malha-fechada e em malha- 
aberta. Faremos postenormente uma comparação destes dois tipos. Finalmente, 
serão introduzidos os conceitos de controle adaptativo e controle de aprendizado. 

Sistema de controle em malha-fechada. Um sistema de controle em malha-fe- 
chada é aquele no qual o sinal de saída possui um efeito direto na ação de controle 
Isto c, sistemas dc controle em malha-fechada são sistemas de controle realimenta- 
dos. O sinal erro atuante que é a diferença entre o sinal de entrada e o sinal 
realimcntado (que pode ser o sinal de saída ou uma função do sinal de saída e sua*' 
derivadas), é alimentado no controlador de modo a reduzir o erro e manter a saída 
do sistema em um valor desejado. Em outra^ palavras, o termo "malha-fechada" 
implica o uso de ação de realimentação com a finalidade de reduzir o erro do 
sistema. A Fig. 1.1 mostra a relação entrada-saída do sistema de controle em 
malha-fechada. A representação indicada na figura e denominada diagrama de 
blocos. Para ilustrar o conceito dc sistemas de controle em malha-fechada. consi- 
dere o sistema térmico mostrado na Fig 1.2. onde um ser humano atua como o 
controlador. Ele deseja manter a temperatura da água quente em um dado valor. O 
termómetro instalado na tubulação de saída da água quente mede a temperatura 
real. Esta temperatura e a saída do sistema. Sc o operador observa o termômetro e 



Fig. 1.1 Sistema de controle em malha-fechada. 



Fig. 1.2 Controle realimentado manual de um sistema lemuco. 


verifica que a temperatura é maior do que a desejada, ele reduz a quantidade de 
suprimento de vapor de modo a diminuir esta temperatura. F bem possível que a 
temperatura se torne demasiado baixa, necessitando repetir a sequência de opera- 
ções no sentido oposto. 

Esta ação de controle é baseada na operação de malha-fechada. Desde que 
tanto a realimentação da saída (temperatura da água), para comparação com a 
entrada de referência, como a ação de controle ocorrem através de ações do 
operador, este é um sistema de controle em malha-fechada. Sistemas como este 
podem ser denominados sistemas de controle em malha-fechada manuais ou com 
realimentação manual 

Se for utilizado um controlador automático para substituir o operador humano, 
conforme c mostrado na Fig. 1 A. o sistema de controle torna-se automático, isto é. 
um sistema de controle em malha-fechada automático ou com realimentação au- 
tomatica A posição do dispositivo de seleção de temperatura (um dial. por exem- 
plo) no controlador automático seleciona a temperatura desejada. A saída, a tempe- 
ratura real da agua quente, que é medida pelo dispositivo de medida de temperatura, 
e comparada com a temperatura desejada de modo a gerar um sinal de erro atuante 
Desta forma, a temperatura de saída é convertida nas mesmas unidades da entrada 
(ponto de ajuste) por meio de um transdutor (Um transdutor é um dispositivo que 
converte um sinal de uma forma para outra. ) O sinal erro produzido no controlador 
automático é amplificado, e a saída do controlador é enviada a uma válvula de 
controle para variar a abertura da válvula e. consequentemente, o suprimento de 
vapor de modo a corrigir a temperatura real da água. Se não houver erro. nenhuma 
variação é necessária na abertura da válvula. 

Nos sistemas aqui considerados, as variações na temperatura ambiente, a 
temperatura de água fria na tubulação de entrada, etc. podem ser considerados 
distúrbios externos. 

Os sistemas de controle com realimentação manual e realimentação au- 
tomática anteriormente citados operam de maneira similar Os olhos do operador 
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Fig. 1.3 Controle realimentado automático de um sistema térmi o. 


constituem o dispositivo análogo ao medidor de erro: seu cérebro, o análogo do 
controlador automático: e seus músculos, o análogo do atuador. 

O controle de um sistema complexo por um operador humano não é eficiente 
devido às inúmeras inter-relações entre as diversas variáveis. Note que mesmo em 
um sistema simples, um controlador automático eliminará quaisquer erros huma- 
nos de operação. Se for necessária alta precisão de controle, o controle deve ser 
automático. 

Inúmeros sistemas de controle em malha-fechada podem ser encontrados na 
indústria e em residências. Alguns exemplos são todos os servomecanismos. a 
maioria do> sistemas de controle de processos, refrigeradores residenciais, aque- 
cedores de agua automáticos e sistemas de aquecimento residenciais automáticos 
com controle termostático. 

Sistemas de controle em malha-aberta. Sistemas de controle em malha-aberta 
são sistemas de controle nos quais a saída não tem efeito na ação do controle . Isto é . 
em um sistema de controle em malha-aberta. a saída nem é medida nem é realimen- 
tada para comparação com a entrada. A Fig. 1 .4 indica a relação entrada-saída de 
um sistema deste tipo. Um exemplo prático é uma maquina de lavar roupa. As 
operações de molhar, lavar e enxaguar em uma máquina de lavar roupa são 
efetuadas em uma mesma base de tempo. A máquina não mede o sinal de saída, isto 
é, a limpeza das roupas. 

Em qualquer sistema de controle em malha-aberta a saída não e comparada 
com a entrada de referência. Consequentemente, a cada entrada de referência 
corresponde uma condição de operação fixa. Ou seja. a precisão do sistema 
depende de uma calibraçáo. (Sistemas de controle em malha-aberta devem ser 
cuidadosamente calibrados e devem manter esta calibração de forma a serem úteis.) 
Na presença de distúrbios, um sistema de controle em malha-aberta não desempe- 
nhará a tarefa desejada. O controle de malha-aberta. na prática, somente pode ser 
usado se a relação entre a entrada e a saída for conhecida e não houver distúrbios 
internos ou externos. É claro que estes sistemas não são sistemas de controle 
realimentados. Note que qualquer sistema de controle que opera em uma base de 
tempo é de malha-aberta. Por exemplo, controle de tráfego por meio de sinais 
operados em uma base de tempo é um outro tipo de controle em malha-aberta. 
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Fig. 1.4 Sistema de controle em malha-aberta. 


Sistemas de controle em malha-fechada versus malha-aberta. Uma vantagem do 
sistema de controle em malha-fechada é que o uso de realimentaçao toma a resposta 
do sistema relativamente insensível a distúrbios externos e vanaçoes internas em 
parâmetros do sistema. F portanto possível a utilização de componentes baratos e 
sem muita precisão para obter o controle preciso de um dado processo; isto e 

impossível no caso de malha-abeita. . , . , 

Do ponto de vista de estabilidade, é mais facil construir o sistema de controle 
em malha-aberta desde }ue a estabilidade não constitui um problema significativo 
Por outro lado. a estai lidade é sempre um problema fundamental no sistema de 
controle em malha-fechudajá que pode tender a corrigir erros e causar oscilações de 

amplitudes constante ou variável. . -j.. 

Deve ser enfatizado que. para sistemas nos quais as entradas sao conhecidas 
antecipadamente no tempo e nos quais não há distúrbios, e aconselhável usar 
controle em malha-aberta. Sistemas de controle em malha-fechada possuem vanta- 
uens apenas quando distúrbios imprevisíveis e/ou variações imprevisiv eis em com- 
ponentes do sistema estão presentes. Note que a potência de saída determina 
parcialmente o custo, peso e dimensão de um servomecanismo (ou investimento de 
capital capacidade humana etc. em um sistema comercial). De maneira a diminuir 
a potência necessária de um sistema, pode ser utilizado controle em malha-aberta. 
quando aplicável. Uma combinação apropriada de controle em malha-aberta e em 
malha-fechada normalmente é mais barata e fornece um desempenho global do 
sistema bastante satisfatório. 


Controles direto versus indireto. Note que para obter o melhor resultado e 
desejável medir e controlar diretamente as variáveis que indicam o estado do 
sistema ou a qualidade do produto. No caso de sistemas de controle de processos 
podemos querer medir e controlar diretamente a qualidade do produto. Entretanto, 
isto pode constituir um problema difícil, desde que esta qualidade pode ser difícil de 
medir. Se este for o caso. torna-se necessário controlar uma vanayel secundaria. 
Por exemplo, variáveis (tais como temperatura c pressão) que são diretamente 
relacionadas com a qualidade podem ser controladas. Como outras vanaveis 
podem afetar a relação entre a qualidade e a vanavel medida, o controle indireto de 
um sistema não é normal mente tão eficiente como o controle direto. Embora possa 
ser difícil, sempre deve ser tentado controlar a variavel pnmana tao diretamente 
quanto possível. 

Sistemas de controle adaptativos. As características dinâmicas da maiona dos 
sistemas de controle não são constantes devido a varias razões, tais como deterio- 
ração de componentes ao longo do tempo ou vanaçoes em parâmetros e ambiente 
(por exemplo, variações na massa e condições atmosfencas de um sistema de 
controle de nave espacial). Embora os efeitos de pequenas vanaçoes sobre as 
características dinâmicas sejam atenuados em um sistema de controle realimen- 
tado. se as variações nos parâmetros do sistema e ambiente forem significativas, um 
sistema satisfatório deve possuir a habilidade de adaptação. A adaptaçao implica a 
habilidade de se auto-ajustar ou automodifícar de acordo com vanaçoes imprevisí- 
veis nas condições de ambiente ou estrutura. Os sistemas de controle que possuem 
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uma habilidade franca de adaptação são denominados sistemas de controle adapta- 
ti vos . 

Em um sistema de controle adaptati vo, as características dinâmicas devem ser 
identificadas em todos os instantes de modo que os parâmetros do controlador 
possam ser ajustados de maneira a manter desempenho ótimo. Este conceito possui 
um grande atrativo para o projetista de sistema desde que um sistema de controle 
adaptativo. além de acomodar variações ambientais, também acomodará erros ou 
incertezas de projeto de engenharia moderados e compensará falhas de componen- 
tes do sistema de pequena monta, aumentando consequentemente a confiabilidade 
global do sistema. 

Sistemas de controle de aprendizado. Muitos sistemas de controle, aparente- 
mente de malha-aberta. podem ser convertidos em um sistema de controle em 
malha-fechada se um operador humano é cons derado como controlador, compa- 
rando a entrada e a saída e efetuando a ação corretiva baseada no erro ou diferença 
resultante. 

Se tentarmos analisar estes sistemas de controle em rr ilha-fechada operados- 
pelo-homem. encontraremos o difícil problema de escrever as equações que des- 
crevem o comportamento de um ser humano. Um dos muitos fatores complicados 
neste caso é a habilidade de aprendizado do operador humano. Conforme o opera- 
dor ganha mais experiência, ele se tomará melhor controlador, e isto deve ser 
levado em consideração na análise de tal sistema. Sistemas de controle que pos- 
suem uma habilidade para aprender são denominados sistemas de controle de 
aprendizado. Este conceito é relativamente novo e ainda não foi completamente 
explorado. 

Recentes progressos em aplicações de controle adaptativos e de aprendizado 
foram relatados na literatura, porém grandes segmentos da atividade de engenharia 
permanecem disponíveis para futuros estudos. 

1 .4 EXEMPLOS ILUSTRATIVOS DE SISTEMAS DE CONTROLE 

Nesta seção apresentaremos alguns exemplos ilustrativos de sistemas de con- 
trole em malha-fechada. f 

Sistemas de controle de pressão. A Fig. 1 .5 mostra um sistema de controle de 
pressão. A pressão na caldeira é controlada pela posição do regulador. Esta 
pressão é medida por um elemento medidor de pressão. O sinal então obtido é 
enviado ao controlador para comparação com o valor desejado. Se houver qualquer 
diferença ou erro. a saída do controlador é enviada ao atuador que posiciona o 
regulador convenientemente de modo a reduzir o erro. 


Controlador 



Fig. 1.5 Sistema de controle de pressão. / 



Para a 
máquina 


Fig. 1.6 Sistema de controle de velocidade 


Sistemas de controle de velocidade. O principio básico do regulador de V\att 
para maquinas a vapor é ilustrado no diagrama esquemático da Fig. k6. A quanti- 
dade de vapor admitida no cilindro da máquina é ajustada de acordo com a diferença 
entre as velocidades real e desejada. 

A sequência de ações pode ser estabelecida como segue: a entrada de referen- 
cia (ponto de ajuste) é selecionada de acordo com a velocidade desejada. Se a 
velocidade real cair abaixo da velocidade desejada, então o decréscimo na força 
centrífuga do regulador de velocidade faz com que a válvula de controle se mova 
para cima. suprindo mais vapor, e a velocidade da máquina aumenta até o valor 
desejado ser atingido. Por outro lado, se a velocidade da máquina aumentar acima 
da velocidade desejada, o aumento na força centrífuga do regulador causa um 
movimento para baixo da válvula de controle. Este movimento diminui o supri- 
mento de vapor e a velocidade da máquina se reduz até atingir o valor desejado. 


Sistemas de controle numéricos. Controle numérico é um método de controle 
dos movimentos de componentes de máquinas pelo uso de números. Em controle 
numérico o movimento de uma ferramenta pode ser controlado pela informação 
binária contida em uma fita 

Neste controle, valores numéricos simbólicos são convertidos em valores 
físicos (dimensões ou grandezas) por meio de sinais elétricos (ou outros) que são 
deslocados em um movimento linear ou circular. Estes sinais ou são digitais 
(pulsos) ou analógicos (tensões variaveis no tempo). 

IO sistema mostrado na Fig. 1 .7 opera como segue: uma fita é preparada na 
forma binária representando a parte P desejada. Para iniciar o sistema, a fita é 
introduzida na leitora. O sinal de pulso de entrada modulado em treqüéncia é 
comparado com o sinal de pulso realimentado. O conversor digital-analógico con- 
verte o pulso em um sinal analógico que representa um certo valor de tensão a qual 
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Gás superior 



Fig. 1.7 Controle numérico de uma maquina \ 


por sua vez acameia a rotação do servomotor A posição da ferramenta é controlada 
de acordo com a entrada do servomotor. O transdutor acoplado a teiramenui 
converte o movimento em um sinal eletnco que é convertido a um sinal pulsado por 
meio de um conversor analogico-digi tal. Então este sinal e comparado com o sinal de 
pulso de entrada. O controlador elimina operaçoes matemáticas nas diferenças dos 
sinais pulsados. Se houver quaiquerdiferença entre estes dois. um sinal e enviadoao 
servomotor para reduzi-lo./ 

Uma vantagem do controle numérico é que partes complexas podem ser 
produzidas com tolerâncias uniformes na máxima velocidade de perfuração. 

Sistemas de controle por computador. A Fig. 1.8 mostra um diagrama es- 
quemático do controle por computador de um autofomo/ O autolorno é uma 
estrutura enorme com aproximadamente 30 metros de altura. Fornos modernos sao 
construídos para produzir mais de 4.000 toneladas de lingote de ferro por dia e 
devem ser considerados em operação continua devido a natureza do processo e 

fusão. . . . 

O minério de ferro, coque e pedra calcária são carregados no forno em propor- 
ções apropriadas. (Aproximadamente 2 toneladasdc minério. 1 tonelada de coque. 
1/2 tonelada de fluxo e 4 Va toneladas de ar são necessários para produzir 1 tonelada 
de lingote de fen-o.) O ar. muito importante neste processo, é aquecido em fomos e 
injetado na fornalha. O calor na fornalha é produzido pela combustão do coque, da 
qual o gás de monóxido de carbono é gerado pelo processo de combustão parcial. 
Este gás, junto com o coque. reduz*o minério de ferro na fornalha a um metal, e a 
pedra calcária atua como um fluxo, eliminando as impurezas. O ferro fundido escoa 
para a base da fornalha e as impurezas líquidas sobem para a superfície. O ferro 
fundido e as impurezas líquidas são periodicamente drenados para fora através de 
orifícios construídos para esta finalidade. 

Desde que a presença de carbono, manganês, silício, enxofre, fósforo etc., 
depende muito da composição do minério, coque, e pedra calcária usados, é muito 
difícil para operadores humanos controlarem a composição química do lingote de 
ferro proveniente da fornalha. 



Impurezas 
Lingote 
de ferro 


Fig. 1 J8 Controle por computador de um autofomo. y 


No controle por computador destes fornos, as informações sobre composições 
de lingote de ferro, impurezas, gás, temperatura e pressão no forno, bem como 
composições do minério, coque e pedra calcána, são alimentadas no computador 
em certos intervalos de tempo. Os cálculos complexos para a determinação das 
quantidades ótimas dos vários materiais envolvidos a fim de se carregar o forno são 
efetuados pelo computador. Então é possível manter a composição do lingote de 
ferro conforme desejado. Também é possível manter a operação em regime perma- 
nente do autofomo em uma condição satisfatória. 

Note que em um controle por computador deste processo é necessário possuir 
modelos matemáticos disponíveis. Porém a dedução de modelos convenientes 
pode ser um problema difícil pois não são conhecidos todos os fatores que afetam a 
dinâmica do sistema. Note também que a medida de todas as variáveis necessárias 
para o controle por computador pode ser difícil ou impossível, e nos casos das 
variáveis não mensuráveis devem-se fazer estimativas através de métodos estatís- 
ticos. • 


Sistemas de controle de tráfego. Conforme foi estabelecido na Seção 1.3. o 
controle de tráfego por meio de sinais de tráfego operados em uma base de tempo 
constitui um sistema de controle de malha-aberta. Se, entretanto, o número de 
carros parados em cada sinal de tráfego de uma área congestionada em uma cidade 
for medido continuamente e a informação enviada a um computador de controle 
central que controla os sinais de tráfego, então o sistema passa a ser de malha-fe- 

chada. . . 

O movimento de tráfego em redes é muito complexo devido à vanaçao no 
volume de tráfego depender fortemente da hora e do dia da semana, bem como de 
muitos outros fatores. Em alguns casos a distribuição de Poisson pode ser admitida 
para as chegadas de carros nos cruzamentos, porém isto não é necessariamente 
válido para todos os problemas de tráfego. De fato. a minimização do tempo de 
espera médio é um problema de controle muito complexo. 


10 


11 










Sistemas biológicos. Considere a competição de duas espécies de bactérias 
cujas populações são jT) cx 2 . As duas estão competindo no sentido em que conso- 
mem a mesma fonte de alimento. Sobcertas condições, as populaçóesx, ex ; variam 
com o tempo de acordo com 

•*1 = a ii X l ~ °12 X 1 X 2 

x 2 — o 2i x 2 o 22 x i x 2 


onde a u . a 12 . c ; , eo 2I são constantes positivas ex, ex ; são não negativas. Estas 
equações são as chamadas equações de competição de Volterra. 

Se um dado agente químico é fornecido as especies. as populações variam de 
acordo com as seguintes equações: 

*i =a : ,x, -a l2 x lXi - b,u 

x 2 — a zi x : ~ 0 :2 *i*: ~ M 

onde b, e h : são constantes positivas ei/éa entrada controlante (a quantidade de 
agente químico neste exemplo), üm problema interessante e minimizar, em um 
dado intervalo de tempo, a população x , enquanto se mantem a população x« tão 
grande quanto possível. Este e um exemplo de um sistema biológico no qual pode 
ser aplicada a teoria de controle. 

Sistemas de controle de estoque. A programação industrial da taxa dc produção 
e nível de estoque e um outro exemplo de sistema de controle em malha-fechada. O 
nível de estoque real. quee asaiüado sistema, é comparado com o nível de estoque 
desejado, que pode variar de tempos em tempos de acordo com o mercado. Se 
houver qualquer diferença entre o nível de estoque real e o nível de estoque 
desejado, então a taxa de produção é ajustada dc modo que a saída sempre esteja no 
nível desejado ou próximo dele. o qual é escolhido para maximizar o lucro. 

Sistemas comerciais. Um sistema comercial pode consistir em muitos grupos. 
Cada tarefa designada a um grupo representará um elemento dinâmico do sistema. 
Métodos com realimentação para relato das realizações de cada grupo devem ser 
estabelecidos neste sistema a fim de se obter uma operação apropriada. O inier-re- 
lacionamento entre grupos tuncionais deve ser minimizado de modo a reduzir os 
atrasos indesejáveis no sistema. Quanto menor este mier-relacionamento. meno- 
res serão o fluxo do sinais e materiais de trabalho. 

L m sistema comercial é um sistema de malha-fechada. Um bom projeto 
reduzirá o controle administrativo requerido. Note que os distúrbios neste sistema 
correspondem a carência de mão-de-obra ou materiais, interrupção de comunica- 
ção. erros humanos etc. 

O estabelecimento de um sistema de estimação bem fundamentado baseado 
em estatística é imperativo para uma administração apropriada. (Note que é um fato 
bem conhecido que o desempenho de um sistema deste tipo pode ser melhorado 
pelo uso de “tempo adiantado" ou “antecipação".) 

Para aplicar a teoria de controle a fim de melhorar o desempenho de um sistema 
deste tipo. devemos representar as características dinamicas dos grupos compo- 
nentes do sistema por um conjunto de equações relativamente simples. 

Embora seja certamente um problema difícil deduzir as representações ma- 


temáticas dos grupos componentes, a aplicação de técnicas de otimização a siste- 
mas comerciais representa uma área interessante na qual melhorias significativas 
em desempenho podem ser esperadas. 

1.5 PRINCÍPIOS DE PROJETO EM SISTEMAS DE CONTROLE 

Requisitos gerais de um sistema de controle. Qualquer sistema de controle deve 
ser estável. Esta é uma exigência fundamental. Além da estabilidade absoluta, um 
sistema de controle deve possuir uma estabilidade relativa razoável; isto é, a 
velocidade de resposta deve ser razoavelmente rápida e esta resposta deve possuir 
uma amortecimento razoavel. Um sistema de controle também deve ser capaz de 
reduzir erros a zero ou a algum valor pequeno tolerável. Qualquer sistema de 
controle útil deve satisfazer estes requisitos. 

A exigência de estabilidade relativa razoável e precisão em estado estacionário 
tendem a ser incompatíveis. Nos projetos de sistemas de controle deve-se, por- 
tanto. estabelecer o compromisso mais eficiente entre estes dois requisitos. 

A" 

Problemas básicos no projeto de sistema de controle. A Fig. 1 .9 representa um 
diagrama de blocos de um sistema de controle. O controlador produz sinais de 
controle baseado nas variáveis de entrada de referência e nas variáveis de saída. 
Nas situações práticas sempre haverá alguns distúrbios agindo na planta. Estes 
podem ser de origem externa ou interna e aleatórios ou previsíveis. O controlador 
deve levar em consideração quaisquer distúrbios que possam afetar as variáveis de 
saída. 

Para determinar o sinal de controle ótimo é necessário definir o índice de 
desempenho. Este indice é uma medida quantitativa do desempenho, medindo o 
desvio em relação ao desempenho ideal. A especificação do sinal de controle 
durante o intervalo de tempo de operação é denominada a lei de controle. Matema- 
ticamente. o problema de controle básico é determinar a lei de controle ótimo, 
sujeita a vários vínculos de engenharia e económicos, que minimizam um dado 
índice de desempenho. 


Distúrbios 



Fig. 1.9 Diagrama de blocos de um sistema de controle. 
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Para sistemas relativamente simples, a lei de controle pode ser obtida analiti- 
camente. Para sistemas complexos pode ser necessário gerar uma lei de controle 
ótimo com um computador digital on-line. 

Análise. Por análise de um sistema de controle designamos a investigação, sob 
condições especificas do desempenho, do sistema cujo modelo matemático é co- 
nhecido. 

Desde que qualquer sistema é constituído por componentes, a análise deve 
iniciar com uma descrição matemática de cada componente. Uma vez que o modelo 
matemático do sistema completo foi obtido, a maneira pela quaJ a análise é condu- 
zida independe de o sistema físico ser pneumático, elétrico, mecânico etc. 

Projeto. Projetar um sistema significa determiná-lo de modo a desempenhar 
uma dada tarefa. Em geral o procedimento de projeto não é direto e requer métodos 
de tentativa-e-erro. 


Síntese. Por síntese, interpretamos a determinação por um procedimento di- 
reto de um sistema que funcione de uma maneira específica. Normalmente este 
procedimento é inteiramente matemático desde seu início até o fim do processo do 
projeto. Procedimentos de síntese são atualmente disponíveis para redes lineares e 
para sistemas lineares ótimos. 

Abordagem básica em projetos de sistemas de controle. A abordagem básica 
para o projeto de qualquer sistema de controle prático envolve, necessariamente, 
procedimentos de tentativa-e-erro. A síntese de sistemas de controle lineares é 
teoricamente possível, e o engenheiro de controle pode determinar sistematica- 
mente os componentes necessários para desempenhar uma dada função e atingir o 
objetivo desejado. Na prática, entretanto, o sistema pode estar sujeito a muitos 
vínculos ou pode ser não linear, e. nestes casos, não existe nenhum método de 
síntese disponível até o presente. Alem disso, as características dos componentes 
podem não ser conhecidas com precisão. Consequentemente, procedimentos de 
tentativa-e-erro sempre são necessários. 

Na prática quase sempre são encontradas situações onde é fornecida uma certa 
planta, e o engenheiro de controle deve projetar o resto do sistema de modo que o 
conjunto apresente as especificações desejadas desempenhando uma dada tarefa. 
Note que as especificações devem ser interpretadas em termos matemáticos. 

E importante lembrar que algumas das especificações podem não ser realistas. 
Neste caso. as especificações devem ser revistas nos estágios iniciais do projeto. 

Em muitos casos, o projeto de um sistema de controle se desenvolve como 
segue, o engenheiro inicia o procedimento do projeto conhecendo as especificações 
ou índice de desempenho, a dinâmica da planta fornecida e a dinâmica dos compo- 
nentes. este último envolve parâmetros de projeto. O engenheiro de controle aplica 
então, técnicas de síntese, se disponíveis, conjuntamente com outras técnicas a fim 
de elaborar um modelo matemático do sistema. 

Uma vez formulado o problema do projeto em termos deste modelo, o enge- 
nheiro desenvolve um projeto matemático que fornece a solução da versão ma- 
tematica do problema do projeto. (Neste estágio, é importante a simulação do 
modelo matemático em um computador. Note que a teoria de controle ótimo é 
muito uül neste estágio de projeto porque fornece o limite supenor do desempenho 
do sistema para um dado índice de desempenho.) 

Após haver sido completado o projeto matemático, o engenheiro de controle 


simula um modelo em um computador a fim de testar o comportamento do sistema 
resultante em resposta a vários sinais e distúrbios. Normalmente, a configuração do 
sistema inicial não é saúsfatória. O sistema deve então ser reprojetado e efetuada a 
análise correspondente. Este procedimento de projeto e análise é repetido até ser 
obtido um sistema satisfatório. Pode então ser construído um sistema físico protó- 
tipo. 

Note que este procedimento para construir um protóúpo é o inverso daquele 
uúlizado na modelagem. O protótipo é um sistema físico que representa o modelo 
matemático com precisão razoável. Uma vez que o protóúpo foi construído, o 
engenheiro o testa a fim de verificar se é ou não satisfatório. Se for. o projeto está 
concluído. Em caso contrário, o protótipo deve ser modificado e testado. Este 
procedimento continua até o protótipo estar completamente satisfatório. 

1.6 ESBOÇO DO TEXTO 

No projeto de um sistema de controle, o engenheiro de controle deve estar apto 
a determinar e analisar a resposta do sistema em relação a vários sinais e distúrbios. 
Portanto, iniciaremos com estes problemas de análise. Os Caps. 2-9 e 11-15 são 
fundamentalmente relacionados com estes problemas, ao passo que os Caps. 10 e 
16 dizem respeito exciusivamente a problemas de projeto. Para auxiliar o leitor, 
discutiremos brevemente o conteúdo e a organização deste livro. 

Os Caps. 2 e 3 apresentam uma revisão da base matemática necessána para o 
entendimento da teoria de controle apresentada neste livro. 

O Cap. 4 discute os modelos matemáúcos de sistemas físicos. IniciaJmente 
definimos função de transferência e diagrama de bloco, apresentamos uma revisão 
de várias leis físicas básicas, e deduzimos as equações diferenciais e funções de 
transferência para vários sistemas físicos. Este capítulo inclui uma discussão básica 
de gráficos de fluxo de sinal. 

O Cap. 5 apresenta vários modos de controle e a introdução de mecânica dos 
fluidos. O Cap. 6 é relacionado com a análise no domínio do tempo de sistemas de 
controle. É investigada em detalhes a resposta transitória de sistemas de controle. 
O cntério de estabilidade de Routh é incluído neste capítulo. Também é incluída 
uma breve discussão sobre técnicas de simulação com computador analógico. 

O Cap. 7 apresenta análises de erros e uma introdução à oúmização de 
sistemas. O Cap. 8 introduz o método do lugar das raízes, enquanto o Cap. 9 
apresenta as técnicas clássicas, porém muito usadas, conhecidas como métodos de 
resposta em frequência. O critério de estabilidade de Nyquist é deduzido e aplicado 
à análise de estabilidade em sistemas de controle. 

O Cap. 10 apresenta técnicas de projeto e compensação. São apresentados 
exemplos de compensação de sistemas utilizando as técnicas do lugar das raízes e 
de resposta em frequência. 

O Cap. 1 1 discute a análise por funçáo-descriúva de sistemas de controle não 
lineares. O Cap. 12 é relacionado com o bem conhecido métododo plano de fase. O 
Cap. 1 3 introduz sistemas discretos no tempo e apresenta o método da transforma- 
da -z. 

Os Caps. 14-16 apresentam uma introdução à teoria de controle moderna 
Especificamente, o Cap. 14 introduz o conceito de estado, variáveis de estado e 
espaço de estado. A representação no espaço de estados de sistemas de controle e a 
solução de equações de estado são então apresentadas. O Cap. 15 refere-se aos 
métodos de Liapunov para análise de estabilidade. Finalmente, O Cap. 16 apre- 
senta os conceitos de controlabilidade e observabilidade. sistemas de controle 
ótimo e uma introdução a sistemas de controle adaptaúvo. 

Os métodos de resposta em frequência, a parte fundamental da teoria de 
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controle clássica, são muito usados na indústna. São úteis no tratamento de 
sistemas de controle invariáveis no tempo com saída-simples-entrada-simples. 

A teoria de controle moderna apresenta muitas vantagens em relação à teoria 
de controle clássica. A pnmeira é aplicável no projeto de sistemas multivanáveis e 
variaveis no tempo. Possibilita ao engenheiro de controle levar em conta condições 
iniciais arbitrárias na síntese de controle ótimo de sistemas. Nesta síntese necessi- 
tamos considerar apenas os aspectos analíticos do problema. Um computador 
digital pode ser programado para operar todos os cálculos numéricos necessários. 
Esta é uma das vantagens fundamentais da teona de controle moderna. 

E importante salientar que a teoria de controle moderna não substitui comple- 
tamente a teoria de controle clássica. As duas abordagens complementam-se. A 
engenharia de controle moderna é baseada nos aspectos úteis das teonas de con- 
trole clássica e moderna. A finalidade deste livro é fornecer ao leitor uma boa base e 
o uso das ferramentas da engenharia de controle moderna. 


Problemas Ilustrativos e Soluções 

Problema A.l.l Liste as principais vantagens e desvantagens de sistemas de controle em 
malha-aberta. 

Solução. As vantagens dos sistemas de controle em malna-aberta são as seguintes: 

1. Construção simpies e facilidade de manutenção. 

2. Menos dispendioso do que um sistema em malha-fechada correspondente. à 

3. Não há problema de estabilidade. 

4. Conveniente quando a saída é difícil de medir ou economicamente não disponível. 

(Por exemplo, seria bem caro desenvolver um dispositivo para medir a qualidade da 
saída de uma torradeira.) 

As desvantagens de sistemas de controle em malha-aberta são as seguintes: 

1 . Distúrbios e variações na calibraçáo acarretam erros, e a saída pode ser diferente da 
desejada. 

2. Para manter a quaiidade requerida na saída, e necessana a recalibraçáo de tempos 
em tempos 

Problema A. 1.2 A Fig. l.lOraj representa um diagrama esquemático de um sistema de 
controle de nível-de líquido Neste diagrama o controlador automático mantem o nível do 
líquido comparando o nível real com um nível desejado e corrigindo qualquer erro pelo aiustc 
da abertura da válvula pneumática. A Fig l.lOíb) apresenta um diagrama de blocos do 
sistema de controle^ Desenhe o diagrama de blocos correspondente para um sistema de 
controle de nível de liquido operado por um ser humano. 

Solução. No sistema operado por um ser humano, os olhos, o cérebro e os músculos corres- 
pondem ao dispositivo de medida, controlador e válvula pneumáuca. respectivamente. Um 
diagrama de blocos é indicado na Fig. 1.11. 

Problema A. 1.3 Um sistema organizacional de engenharia é composto de muitos grupos, tais 
como administração, pesquisa e desenvolvimento, projeto preliminar, experimentos, projeto 
do produto e desenhos, fabneaçáo e montagem, e testes. Estes grupos são inter-relacionados 
a fim de constituírem uma operação global conjunta. 

O sistema pode ser analisado pela redução a um conjunto mais elementar de componentes 
necessários, os quais podem fornecer o detalhamento analítico exigido, bem como por um 
conjunto de equações simples que representam as características dinâmicas de cada compo- 
nente. (O desempenho dinâmico de um sistema como este pode ser determinado a partir da 
relação entre a execução progressiva e o tempo.) 

Desenhe um diagrama de blocos funcional mostrando um sistema organizacional de , 

engenharia. 




(b) 


Fig. 1.10 (a) Sistema de controle de nível de liquido: (b) diagrama de blocos 



Fig. 1.11 Diagrama de blocos de um sistema de controle de nível de líquido operado por um 
ser humano 


Solução. Um diagrama de blocos funcional pode ser desenhado utilizando-se blocos para 
representarem as aüvidades funcionais e linhas de sinal de interligação para representarem a 
informação ou saída do produto da operação do sistema. Um diagrama de blocos possível é 
mostrado na Fig. 1.12. 
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Fig. 1.12 Diagrama de blocos de um sistema organizacional de engenharia. 


Problemas 

Problema B.l.l Muitos sistemas de controle em malha-aberta e em malha-fechada podem ser 
encontrados em uma residência. Relacione alguns exemplos e descreva-os. 

Problema B.1.2 Desenhe um diagrama de blocos de um sistema de aquecimento residencial. 
Note que um termostato é o controlador do sistema. Estabeleça quais distúrbios poderiam 
existir em tal sistema. 

Problema B.1.3 A Fig. 1.13 indica um sistema de controle de tensão. Explique a sequência 
das ações de controle quando a velocidade de alimentá£ão é vanada subitamente em um curto 
intervalo de tempo. 
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Fig. 1.13 Sistema de controle de tensão. 


oJÍS B,1 ‘ 4 A F ' 8 ' 1,4 mostra um sistema àe controle auto-operado. Explique sua 



Fig. 1.14 Sistema de controle auto-operado 
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Base 

Matemática — 
Transformada 
de Laplace 


2.1 INTRODUÇÃO 

0 método da transformada de Laplace é um método operacional que pode ser 
usado com vantagens para resolver equações diferenciais lineares. Usando trans- 
formadas de Laplace. podem-se converter muitas funções comuns, tais como 
funções senoidais. funções senoidais amortecidas, e funções exponenciais em 
funções algébricas de uma variável complexa. Operações como diferenciação e 
integração podem ser substituídas por operações algébricas no plano complexo. 
Desta forma, uma equaçáo diferencial linear pode ser transformada em uma equa- 
ção algébrica em uma variável complexa. A solução da equaçáo diferencial pode 
então ser achada através do uso de uma tabela de transformadas de Laplace ou pelo 
uso da técnica de expansão em frações parciais, que é apresentada na Seção 2.4. 

U ma vantagem do método da transformada de Laplace é que ele permite o uso 
de técnicas gráficas para prever o desempenho do sistema sem a necessidade de 
resolver as equações diferenciais deste. Outra vantagem do método da transfor- 
mada de Laplace é que. quando se resolve a equação diferencial, tanto a compo- 
nente transitória como a de regime permanente da solução podem ser obtidas 
simultaneamente. 


Revisão de variáveis complexas e funções complexas. Antes de definir a trans- 
formada de Laplace da função do tempo j\t), apresentamos uma revisão muito 
breve de variáveis complexas e funções complexas. Uma variável complexa 5 tem 
uma componente real cr e uma componente imaginária jo). ou r = cr + ju. Uma 
variável complexa r pode ser representada por um ponto no plano r. A Fig. 2.1 
ilustra o plano r e um ponto representativo r, = tr, - >>,. Uma função complexa 
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Fig. 2.1 Plano u um ponto representativo. 

G<s). uma função de r, tem uma parte real e uma parte imaginária, ou 


O(s) = G, +jC, 

ondeCj. eG„ são reais. O módulo de uma grandeza complexa (G z + jG„) é dado por 
yJGj + G*, e o ângulo 0 de (G z +jG,) é dado por 0 = tan ~ i (GJG x ). w A Fig. 2.2 
mostra o plano complexo e dois vaiores complexos representativos. O ângulo 6 é 
medido a partir do eixo real positivo. Uma rotaçao em sentido anti-horáno é 
definida como a direção positiva para fins de medição de ângulos. 




Fig. 2.2 Plano complexo e duas grandezas complexas representativas. 

O complexo conjugado de G(s> = G x + jG v é definido como G(s) = G z — jG y . 
Uma quantidade complexa e seu conjugado tém a mesma parte real. mas a parte 
imaginária de uma é o valor negativo da parte imaginária da outra. 

As funções complexas G(sj normalmente encontradas em sistemas de controle 
linear são funções unívocas der e são determinadas unicamente para um dado valor 


•Usaremos indistinumente a nolaçáo arct* ou Un*' (N. do T.) 
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de s. Uma função complexa Gísjé d\ia analítica em uma região seGíAj e todas suas 
derivadas existem naquela região. A derivada de uma função analítica (itsi é dada 
por 

Í-G(s) = Um C(> + A f > ~ 0(1 1 
ds ' ai — o As 

.. AG 
= hm -T— 

aj— o A 5 

0 valor da derivada é independente da escolha da trajetória Aa. Uma vez que Aa = 
Acr - jAuj. As pode se aproximar de zero ao longo de um número infinito de 
diferentes trajetórias. Pode-se mostrar, embora não seja provado aqui. que se as 
derivadas tomadas ao longo de duas trajetórias quaisquer, especificamente Aa = A<r 
eA a = yAco. são iguais, então a derivada é unica para qualquer outra trajetória Aa = 
Aít + jAw. 

Para uma particular trajetória As = Aa (que significa que a trajetória e paralela 
ao eixo real). 


d \ ,• /AG, .A GA 
Ts G s ~ aI^o V Aa J ~Ãã ) 


dG x . dG, 

= 

Para uma outra trajetória em particular Aa = jA<u (que significa que a trajetória é 
paralela ao eixo imaginário). 

d \ , /AG, -A G,\ 

ds 5 \ jAco J jA(ú) 

= _ dG, _ dG, 

J doo Jco 

Se estes dois valores da derivada são iguais. 

àG x .dG, _ dG, _ j dG x 

Sã J Sã ~ Sã> J Sã 


ou se as duas condições seguintes: 


dG x = dG, 

da dco 


dG, dG x 


são satisfeitas, então a derivada dG( s )lds é determinada unicamente. Estas duas 
condições são conhecidas como condições de Cauchy-Ricmann. 

Como um exemplo, considere o seguinte G(s): 


G(s) = 
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Então, 


G(a -f- jco) = 


o -f jco -f 1 
= G, 4- jG f 


(cr 4- l) 2 4- G> 2 


(a 4- l) 2 4- co 2 


Percebe-se que. exceto no ponto a = - 1 (expücitamente. a = - l.w * 0), G(aj 
satisfaz as condições de Cauchy-Riemann: 

dG,_dG, <w 2 — (<r 4- l) 2 
da dão [(a 4- l) 2 4- a> 2 ] 2 
dG, _ _dG z 2oo(a 4- 1) 
da doo [(a 4- l) 2 4- cu 2 ] 2 

PortantoGfsj = 1 /(a + l)é analítica em todo plano s exceto em s = - 1. A derivada 
dG(s)lds, exceto em a = - 1. é 




(a-rjco 4- l) 2 

1 

(s+ l ) 2 

Note que a derivada de uma função analítica pode ser obtida simplesmente pela 
diferenciação de G(s) com relação a a. Neste exemplo. 


dsirh) ~ ~ 


( S 4- l) 2 


Pontos do plano a em que a função G(s) é analítica são chamados de pontos 
ordinários, enquanto que pontos do plano a em que a funçàoGf aj não é analítica são 
chamados de pontos singulares. Pontos singulares em que a função G(s) ou suas 
derivadas se aproximam de infinito são chamados pólos. Por exemplo. 

G(a) = K ( s + 2 ) (2 n 

; (* + /> 1 X* + /> 2 ) 2 (2 1} 

tem pólos em a = — p, e s = —p t . 

Se Gis) tende a infinito quando a tende a -p e se a função 

G(íXj + />)" (n = 1,2,3,...) 
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tem um valor finito não nulo em j = — p, então s = -p é chamado um pólo de ordem 

n. Sen - 1 . o pólo é chamado um pólo simples. Sen = 2, 3 o pólo é chamado de 

pólo de segunda ordem, pólo de terceira ordem etc. 

Pontos em que a função G(s) é igual a zero são chamados de zeros. A função 
dada pela Eq. (2.1) tem um zero ems = Se pontos no infinito são também 
contados. G<s) tem o mesmo número de polos que zeros. A função G(s) dada pela 
Eq. (2.1) tem dois zeros no infinito em adição ao zero finito em j = -z. pois 

lim G(s ) = lim ^ — * 0 

1-^ I- 4 ** ^ * 

Portanto. G(sj tem trés pólos e três zeros (um zero finito e dois infinitos». 

Mapeamento conforme. Um mapeamento que preserva tanto o tamanho como 
o sentido dos ângulos é chamado conforme. Considere uma função analítica : = 
F(s). A relação funcional z = F(s) pode ser interpretada como um mapeamento de 
pontos do plano a sobre pontos do plano: ou o planoFfs). Para qualquer ponto/ 3 do 
plano a em qu eflíi é regular (significando não-singular), corresponde um ponto/ 3 
no plano F(s). P' é chamado de imagem de P. sendo dado pela função : = Flsh 

Um mapeamento dado por uma função analítica é conforme. Isto é. duas 
curvas suaves no plano 5 que se interceptam e formam um ângulo tí são mapeadas 
sobre duas curvas suaves no plano F(s) que se interceptam e formam o mesmo 
ângulo 0 . (Note que pode ocorrer distorção da forma das duas curvas no mapea- 
mento. embora os ângulos e o sentido dos mesmos sejam preservados.) 

Se a função Gls) é regular e unívoca em um domínio I\ então a imagem de uma 
curva continua em É mapeada por ; = Fís ) também é uma curva contínua 

Para provar que o mapeamento associado com uma função analítica : = Fisié 
conforme, considere uma curva suave a = a(í). que passa por um ponto ordinárioi©. 
Se escrevermos : 0 = F(sq), então 


; _ , = r(s) - F<S, hs _ ia) 


Portanto. 




onde Is - s„ é o ângulo entre o eixo real positivo e o vetor apontando de a 0 a s. Se 
s tende a a 0 ao longo da curva suave s(£). então /a - a 0 é o ângulo 0, entre o eixo 
real positivo e a tangente à curva em a 0 - Da mesma forma, à medida que z tende az 0 - 
lz - Zn tende ao ângulo <ft,, que é o ângulo entre o eixo real positivo e a tangente a 
F(s) em Zo • Portanto, obtemos 

0 , =IF'(s o ) + 0, 

contanto que F(a 0 ). a derivada de F(s) calculada em s = a 0 não é zero. (Note que a 
menos que F'(a 0 ) =*= 0. /F'{s 0 ) não pode ser definida.) Portanto 
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Observe também que <b\ ~ 0i depende não da curva suave s s(^) escolhida em 
particular, mas sim do ponto A 0 - 

Usando umaoutra curva suave a = Aj(£) passando pelo pontoAo, podemos fazer 
uma análise similar, obtendo 

<f> : - 0 : = IF'(s 9 ) 

Portanto 

0,-9, = 0: 9; 

ou 


0 . — 0 , = 9 = - 9 , 


Portanto, o tamanho e sentido dos ângulos são preservados neste mapeamento. 
Acabamos então de ver que o mapeamento dado pela função analítica : = Fis) é 
conforme em todos pontos em que F<s) é regular e F’(S) * 0. 

U tilizaremos mapeamento conforme ao discutir os gráficos do método do lugar 
das raízes (Cap. 8) e o critério de estabilidade de Nyquist (Cap. 9). 

Kinalmente. observe que pode ser provado que um mapeamento nao pode ser 
conforme em todos pontos de um domínio T a não ser que o mapeamento seja dado 
por uma função analítica : = F(s) que é regular no domínio. A conformidade de 
mapeamento é uma característica de funções analíticas. 


2.2 TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Esta seção apresenta uma definição da transformada de Laplace. uma breve 
discussão da condição para a existência da transformada de Laplace. e exemplos 
para ilustrar a obtenção das transformadas de Laplace de varias funções comu- 

mente utilizadas. 

Vamos definir 

fit) = uma função do tempo / tal qu e/í/) - 0 para t ' U 
j = uma variável complexa 

<y, = um símbolo operacional indicando que a quantidade que ele prefixa e 

para ser transformada pela integral de Laplace e *'dt 
Fis ) = transformada de Laplace de f(t) 

Então a transformada de Laplace d e/í/) é definida por 

ifl/Ml = F(s) = J* e- e-d, 


Exemplo 2.1 Função exponencial. Considere a seguinte função: 

/(r) = 0 para t < 0 
= Ae' mt para t > 0 
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onde A (a são constantes. A transformada de Laplace d eflt) é obtida da seguinte forma: 
*[/{/)] = \~Ae-e-'dt 

= A 

= A 

s + a 

Vemos então que a função exponencial produz um pólo no plano complexo. Ao realizar esta 
integração, supusemos que a parte real de s era maior que -a. (Observe que tal suposição é 
necessana para tomar a integral absolutamente convergente.) 


A transformada de Laplace de uma função//) existe s e//i é seccionalmente 
contínua em todo intervalo finito na região / > 0 e se a função e de ordem 
exponencial quando / tende a infinito. Em outras palavras, a integral de Laplace 
deve convergir. Uma função/ t) é de ordem exponencial se existe uma constante cr 
real e positiva tal que a função 

e- 1/(01 

tende a zero quando / tende a infinito. Se o limite da função e _<rt //) tende a zero 
para <r maior que cr r e o limite tende a infinito para cr menor que rr r . o valor <r f é 
chamado de abscissa de convergência. 

Para a função //) = Ae~ aí 


lim e~" |y4e‘*'| 

tende a zero se cr > -q. A abscissa de convergência neste caso é o> = -a. A 
integral [ x f(t)e~“di converge apenas se cr. a parte real de s, e maior que a abscis- 

sa de convergência tr f . Portanto o operador s deve ser escolhido como uma 
constante tal que esta integral convirja. 

Em termos dos pólos da função Fls). a abscissa de convergência cr r corres- 
ponde à parte real do pólo localizado mais distante à direita no plano s. Por 
exemplo, para a seguinte função Fls). 


F(s) = 


K(s + 3) 

(s + 1)U + 2) 


a abscissa de convergência <r r é igual a - 1 . Pode-se ver que para funções como /, 
sen wi. e/ senta/ a abscissa de convergência é igual a zero. Para funções como e -rt . 
te~ a , e _rt sen to/ etc., a abscissa de convergência é igual a -c. Para funções que 
crescem mais depressa que a função exponencial é impossível se achar valores 
adequados para a abscissa de convergência. Portanto, funções como e n e te p não 
possuem transformadas de Laplace. 

O leitor deve ser alertado para o fato de que, embora e'* (para 0</s*) não 
possua uma transformada de Laplace. a função do tempo definida por 
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/(/) = e 1 ' para 0 < t < T < oo 

= 0 para / < 0, T < t 


possui uma transformada de Laplace pois//) = e'* em apenas um intervalo limitado 
0- / < Tc náoem0< / < *. Tal tipo de sinal pode ser gerado fisicamente. Observe 
que os sinais que podemos gerar fisicamente sempre têm uma correspondente 
transformada de Laplace. 

Ao derivar a transformada de Laplace de//) = Ae'“ no Exemplo 2.1. impu- 
semos que a parte real de s fosse maior que -a (a abscissa de convergência). Uma 
pergunta que pode surgir de imediato é se a transformada de Laplace obtida é válida 
ou não na região tr < -a do plano s. Para responder a esta pergunta, devemos 
utilizar a teoria de variáveis complexas. Na teoria de variáveis complexas, há um 
teorema conhecido como o teorema de extensão analítica. Este diz que se duas 
funções analíticas são iguais em um comprimento finito ao longo de qualquer arco 
em uma região em que ambas são analíticas, então elas são iguais em todo lugar 
desta região. O arco de igualdade é normalmente o eixo real. ou uma porção deste. 
Usando este teorema, a forma de F(s). determinada por uma integração em que s 
pode tomar qualquer valor real positivo maior que a abscissa de convergência, vale 
para quaisquer valores complexos de 5 em que F(si é analítica. Portanto, embora 
façamos a exigência da parte real de s ser maior que a abscissa de convergência para 
fazer a integral * ftt)e~"dt ser absolutamente convergente, uma vez que a trans- 
mada de Laplace é obtida. Fls i pode ser considerada válida ao longo de todo o plano 
s exceto nos pólos de F(s). 

Se uma função^/) tem uma transformada de Laplace. então a transformada de 
Laplace de Afl n. onde A é uma constante, é dada por 

yUAoi = Ase [/w] 

Isto é óbvio pela definição da transformada de Laplace. Da mesma forma, se as 
funçòes/,í/) e/j//) têm transformadas de Laplace. então a transformada de Laplace 
da função/,//) -+ f4t) é dada por 

? UM -ÍM\ = snfM\ + &UM\ 

Novamente, a demonstração desta igualdade é evidente da definição da transfor- 
mada de Laplace. 

A seguir, derivamos transformadas de Laplace de algumas funções encontra- 
das com frequência. Note que a transformada de Laplace de qualquer função ///) 
transformável segundo Laplace é obüda multiplicando-se ///) por e~ *’ e então 
integrando o produto de / = 0 a / = * . ( Note também que uma vez que sabemos o 
método de obtenção da transformada de Laplace. não é necessário denvar a 
transformada de Laplace de//) a cada vez. Podem-sé utilizar tabelas de transfor- 
mada de Laplace para achar a transformada de uma dada função///).) 


Exemplo 2.2 Função degrau. Considere a seguinte função degrau: 

/(/) = 0 para r < 0 

= A = constante para t > 0 


A função degrau aqui não é definida em / = 0. Mas isto é irrelevante pois 
Ae~‘‘dt = 0 
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A transformada de Laplace d tfil) é dada por 


1 


onde A e oj sáo constantes, é obtida da seguinte forma: 


XU(t))=\]Ae-"dt= ± 

Ao fazer esta integração, supomos que a parte real de s é maior que zero (a abscissa de 
convergência) e portanto que üm e"“ é zero. Como explicado antenormente. a transformada 

de Laplace é válida em todo plano j exceto no pólo í = 0. 


A funçãodegrau cuja amplitude é unitária é chamada função degrau unitário. A 
função degrau unitário que ocorre em / = / 0 é frequentemente escrita como u<r - /„) 
ou Hf - / 0 ). Neste livro usaremos a notação !(/ - / 0 ) a não ser que haja menção em 
contrário. A função degrau de amplitude A pode ser escrita como fin = A Hf). A 
transformada de Laplace da função degrau unitário que é definida por 

1(/) = 0 para t < 0 
= 1 para t > 0 

é 1 Is, ou 

seim =7 

Fisicamente, uma função degrau ocorrendo em / = 0 corresponde a um sinal 
constante aplicado subitamente ao sistema no instante t igual a zero. 


Exemplo 2.3 Funçáo rampa. Considere a seguinte função rampa: 

/(/) = 0 para t < 0 
= At para / ^ 0 

onde A é uma constante. A transformada de Laplace da funçáo rampa é dada por 


&[f(t)] = A f“ (sena»/)e-"í// 

Uma vez que 

c>»x — cos üít -f j sen cot 
e -j U t _ cos cor — ysencü/ 

obtemos 

sen Cút = Tj(e ,a “ - e~ ,at ) 

Portanto. 

if [/(/)] = Yj J ~ {e,uu ~ dt 

= A I _ A 1 
2 j s - jCú 2 j s + jcj 

ACü 

s 2 - CO 2 

A transformada de Laplace de cos wt pode ser obtida de forma semelhante. 


2.3 TEOREMAS DA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Nesta seção apresentamos vários teoremas da transformada de Laplace que 
sáo úteis no estudo de sistemas de controle linear. 


— ílo Jo —s 


=-f 

S J 0 


e-"dt 



Exemplo 2.4 Função senoidal. A transformada de Laplace da seguinte funçáo senoidal: 

/(/) = 0 para t < 0 

= sen cor para / > 0 


Função transladada. Obteremos a transformada de Laplace da funçáo transla- 
dada^/ - a). Aqui supomos que//) é zero para/ < 0ou.fi/ - a> = Opara/<a. As 

funçóes/í/) e/f/ - a) são mostradas graficamente na Fig. 2.3. 
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Como/?/ - a) = 0 para 0 < / < a, 

F(s) = f/(t)í-"rft 

J o 

= | f(t — a)í’" J, '‘• , <// 

= e“ \ f(t — <x)e-'' dl 
J 0 

onde t - a = t. Portanto. 

^[/(/ — a)] = í /(/ — a)e~ “ dt = e'* 1 F(s) 

J 0 

Esta última equação diz que a translação da função do tempo fit) de a unidades de 
tempo corresponde à multiplicação da transformada F<s> por e~ a *. 

Para mostrar claramente a implicação de qu e/f/ - ay é zero para t < a. é 
necessário escrever a função transladada como/?/ - a) lí/ - a/. Com esta notação. 

SF [/(/ — a) !(/ — a)] = e~ mí F(s) 


Exemplo 2.5 Função pulso. Considere a seguinte função pulso: 

/(/) = A = constante para 0 < t < t 0 
= 0 para / < 0, /„ < t 

A transformada de Laplace de/ri/ é obtida da seguinte forma: A função pulso fit) pode ser 
considerada uma função degrau de amplitude A que começa em t = 0 e que é superposta a um 
degrau negativo de altura A começando em t = r 0 : explicitamente. 

f«) = Am - Aid - 1 0 ) 

A transformada de Laplace de /ri/ é então obtida como 

#[fd)) - *lAid)) - #[A\d - 1 0 )] 



= —(i - *-"•) 
s 


Exemplo 2.6 Função impulso. A função impulso é um caso limite especial de uma função 
pulso. Considere a seguinte função impulso: 


fd ) = lim — para 0 < / < / 0 
1,-0 *0 

= 0 para t < 0, to < t 
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Como a amplitude da função impulso e A/i, e a duração é r». a área sob o impulso é iguaJ a A . 
Conno a duração r 0 tende a zero. a altura A/r, tende a infinito, mas a área sob o impulso 
permanece igual a A. Note que o tamanho de um impulso é medido pela sua área. 

A transformada de Laplace da função impulso fit) pode ser obtida como segue: 



Portanto, a transformada de Laplace da função impulso é igual à área sob o impulso. 


A função impulso cuja área e igual á unidade é chamada função impulso 
uniitário ou função delta de Dirac. A função impulso unitário, ocorrendo em / = t n .é 
normalmente indicada porô// - t 0 /. òit - tj satisfaz as seguintes condições: 

— t o) = 0 para t ^ /„ 
àd — t 0 ) = para t = t c 

f' m S(r -(„)<* = ! 


Lm impulso que tem amplitude infinita e duração nula é uma ficção matemá- 
tica e não ocorre em sistemas físicos. Se. entretanto, a amplitude de um pulso de 
entrada a um sistema é muito grande e sua duração muito pequena comparada com 
as constantes de tempo do sistema, então podemos aproximar a entrada em pulso 
por uma entrada em função impulso. Por exemplo, se uma força ou torque de 
entrada/f // é aplicada a um sistema por uma duração muito curta 0 < t < t 0 . com a 
magnitude de/lt) sendo suficientemente grande de tal forma a tornar a integral 
Sfftt) dt não desprezível, então esta entrada pode ser considerada uma entrada im- 
pulsiva. A entrada impulsiva fornece energia ao sistema em um tempo infinitesimal. 

Deve-se observar que quando descrevemos a entrada impulsiva, a magnitude 
ou ttamanho do impulso é de máxima importância, mas a forma do imputeo normal- 
memte é irrelevante. De fato. qualquer pulso de duração muito curta pode ser 
considerado um impulso uni tário se ele satisfaz a condição de que a área embaixo da 
curva permanece unitária quando a largura do pulso tende a zero. 

O conceito da função impulsiva é bastante útil na diferenciação de funções 
descontinuas. A função impulso unitário bit) pode ser considerada como a deri- 
vadla em função do tempo da função degrau unitário lí// no ponto de descontinui- 
dadie. ou 


1(0 
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Ou inversamente, se a funçáo impulso unitário bit) é integrada, o resultado é a 
funçáo degrau unitário Ui). Com o conceito da funçáo impulso, podemos diferen- 
ciar uma função contendo desconünuidades. obtendo impulsos, cujas magnitudes 
são iguais à magnitude de cada descontinuidade correspondente. 

Multiplicação áeJU) por e~^. S eftn é transformavel por Laplace. com sua 
transformada de Laplace sendo Fis). então a transformada de Laplace de e~ at f(t ) é 
obtida como segue: 

*'•*/(')*■" dt 

— F(s -f- a) (2-2) 

V emos que a multiplicação de/í t) pore -0 ' tem oefeitode substituir j por(5 + a) 
na transformada de Laplace. Ou. inversamente, mudando s para (5 + a)é equiva- 
lente a multiplicar fit) por e - "'. (Note que a pode ser real ou complexo.) 

A relação dada pela Eq. (2.2) é muito útil para se determinar transformadas de 
Laplace de funções como í ,_af sen tol e e~ a! cos utt. Por exemplo, como 

i?[sen COt] = —r —~ — 5 = 

então, da Eq. (2.2), segue-se que a transformada de Laplace de e~ al sen uii é dada 
por 


sen cot] = F(s -f flt) 

— 03 
~ (í -r cl ) 1 -f ar 


Mudança de escala de tempo. Ao analisar sistemas físicos, ás vezes se deseja 
mudar a escala de tempo ou normalizar uma dada função do tempo. O resultado 
obtido em termos de tempo normalizado é útil porque pode ser aplicado direta- 
mente a diferentes sistemas tendo equações matemáticas similares. 

Se t é modificado para //a. ondea é uma constante positiva, então a função/í f) 
é modificada para fitja). Se denotarmos a transformada de Laplace de/(f; por Fls), 
entáo a transformada de Laplace d efltla) pode ser obtida como visto abaixo: 

*['(■5 -)] = (/(£)'-*" 


Fazendo tia = í, e as = s,. obtemos 


= * j~/('l)*'' , ' , à*\ 
= *F(s t ) 


ou 


Como um exemplo, considere fiti = e~' efltl5) = e ~® J '. Obtemos 

se\m\ = n»- 1 ) = m ^ . 


Portanto 


X V(-5r)j = ^[e- 01 '] = 5F(5 j) = 


5 s -F 1 


Este resultado pode ser verificado facilmente tomando-se a transformada de La- 
place de e diretamente como segue: 




1 


5 


5 - 0,2 “ 5r - 1 


Observação sobre o limite inferior da integral de Laplace. Em alguns casos ,f(t) 
possui uma funçáo impulso em / = 0. Entáo o limite inferior da integral de Laplace 
deve ser claramente especificado, se e 0_ ou 0,. pois as transformadas de Laplace 
defíti diferem para estes dois limites inferiores. Se tal distinção do limite inferior da 
integral de Laplace for necessária, entáo usaremos as seguintes notações: 

y\f«)\ = } u Htyr-d,=y.[m + <* 

Se/í/) envolve uma função impulsiva em / = 0. entáo 
f f(tW FF \ /■(/)! 


pois 


\ u dt ■=£ 0 

para tal caso. Obviamente, se fit) não possui uma função impulso em t = 0. 

2’AAt))= &-[At)] 

Teorema da diferenciação. A transformada de Laplace de uma funçáo_/(r) é 
dada por 

<e \ ~ f(t) = sF(s) - m (2 ‘ 3) 
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onde /(O) é o valor inicial de ftt), calculado em / = 0. 



(o) (W 

Fig. 2.4 (a) Função degrau: (b) função co-seno. 


Para uma dada funçáo f(t>. os» valores de/(0 + ) e/(0_) podem ser iguais ou 
diferenies. como ilustrado na Fig. 2.4. A distinção entre .flOj e/<(L) é importante 
quando f(i) tem uma descontinuidade em / = 0. porque em tal caso dfit)ld: vai ler 
uma função impulso em/ = 0. Se/(0_) = /(()_). a Eq. (2.3)deve ser modificada para 


&.[£m]=sF(s)-f(0-) 

Para demonstrar o teorema da diferenciação, procedemos como segue: Inte- 
grando a integral de Laplace por partes, obtemos 


f7(/)e- A =/(,)—' ' 

J 0 — * 0 



Portanto, 

Resultando 

Da mesma forma obtemos as seguintes relações para a segunda derivada dcftt): 


34 


SF [Ç-Ao] = J : F(s) - s/( C» - /(O) 


onde yiOjeo valor de dfíoldi calculado em / = 0. Para deduzir esta equação vamos 
definir 


2frf(0 = g(t) 

Então 

-*[**''] 

= sjr[gu)] - £( 0 ) 

= j^'7/(í)j - /(O» 

= s : F(s) — 5/(0) — /(0) 

Similarmente. para a derivada n-ésima de ///;. obtemos 


Ff £-,/«] = J-Ffj) - j- '/(0) - j-=/<0) 


<*-2) («-D 


5 /( 0 ) -/( 0 ) 


(»- 1 ) 

onde/(0)./(0) /(0) representam os valores de f(t), df(t)ldt, . . .d n ~ l f(t)ldt n ~ l . 

respectivamente, calculados em / = 0. Se a distinção entre S£+ e S( . é necessá- 

(«-»> 

ria. substituímos / = 0. ou / = 0_ em fth.fui f(t>. dependendo se tomamos 

se+ ou se.. 

Note que. para a transformada de l^aplace da derivada n-ésima de//; existir. 
d*fit)ldr” deve ser transformavel segundo Laplace. 

Note também que se todos valores iniciais d tfttj e suas derivadas são iguais a 
zero. então a transformada de Laplace da n-ésima derivada de/í t) é dada por s”F(s). 


Exemplo 2.7 Considere a segumie funçáo co-seno: 


g{t ) = 0 para / < 0 

= A cos Cút para / > 0 

A transformada de Laplace da funçáo co-seno pode ser obtida diretamente como no caso da 
funçáo senoidal. O uso do teorema da diferenciação será mostrado aqui. entretanto, deri- 
vando a transformada de Laplace da função co-seno a partir da transformada de Laplace da 
funçáo seno. Se definirmos 

/(/) = 0 para / < 0 

= sen (út para t > 0 

Então 


FU) = i-lsena»] - 
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A transformada dc Laplace da função coseno é obtida como 


mucoso)»- ^[j4«no«J 

=^[sm-/ (0) ] 


.4 j sü) 

(O \S Z T CO 2 




;: exce ,o por um pólo simples na ongem tquc significa que*,, .ende para um valor 
bem definido quando t -* *)• então 


lim /(r) = lim sF(s) 

Para provar o teorema, fazemos s tender a zero na equaçáo para a transfor- 
mada de Laplace da derivada deftt). ou 


lim f" [J- /«)]*" * = «2 ( 5f(s) - /(0)1 
Como lime"* 1 = 1 . obtemos 

g-0 


íõ í^ / w]‘* =/( ' ) [ = /(oo) ~ m 

= lim iF(i)-/(0) 

1-0 


Portanto. 

/(oo) = lim /(/) = lim sF(s) 


o teorema do valor final diz que ^T^rhrçáTeTVrPontml 
«II é o mesmo que o comportamento de sF[s\ na «unlumça ae 

possível obter o valor de^ri em » = sen wf. sF(st tem pólos em 

, . /"«^tóoSfro mnto. es?e teorema não é válido para ml funçào. Se 

fi„ tende 1 infinito quando . tende a infinito, então imfio não existe, e o teorema 


con^çóesdotètfrema do vdor finsd ^^sàtisfótas anlesd/M'^d® umtUdo 

Pr0b oTeorema do valor inicial, que segue adiante, e o oposto do teorema do valor 


ar o valor de/it) em t = 0. 


diretamente da transformada de UpUcede^O^ .0 um instante 
valor de flt) exatamente no ponto / - u. mas s.m 
um pouco maior que zero. 

Teorema do valor inktal. Se*>, e «.*» *> transformáveis segundo 

Laplace e se lim sFist existe, então 

/(0-) = lim sF(s) 

Para provaTeste teorema, devemos usar a equação para a transformada * - de 
dfit)ldt: ou seja. 

(£ iL/(/)~| = sF(s) — /(0-) 

+ L d* J 

n «r . < x nuando s tende a infinito e'' 1 tende a zero. 

de íi para esta condição., Portanto. 

Das equações (2.4) e (2.5). obtemos 
lim sF{s)-f( 0-) =° 

Portanto o teorema está P r0 ™J°; . à exisle limitação quanto à localização 

Ao aplicar o teorema do valor inicial. jnicial é válido pa ra a função 

dos pólos de sFli)- ( Portanto, o ec va j or micial e do valor final fornecem 

senoidal.) Frequentemente os teorema d > (0bserve que estes teoremas nos 
uma maneira conveniente de confe n Ç* po domínio do tempo sem a necessi- 

dade dMransformar funçó^ em , de volta para funçóes no tempo.l 

Teorema da integração. A transformada de Laplace da integral de/,„ e dada 

por 

: f , ; F(s) O®) (2 ' 6) 

onde /-(O) - Ifindi calculado em , = " | U | so em , = 0. então /-«U - 

/" '((M^ Portanto* íjlíi " “ma função impulso em t - 0. então devemos 

modificar a Eq. (2.6) como segue: 
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Este teorema pode ser provado como segue: Integrando por parles, nos dá 


= \~[\f(t)dt]e-"dt 

-4JM..-40-* 

F(s) 

s s 


Ponanto o teorema está provado. 

Vemos então que integração no domimo do tempo é convenida em divisão no 
domínios. Se o valor inicial da integral e zero. então a transformada de Laplace da 
integral d e/í/; é dada por F<sils. 


Integral de convoluçáo. Considere a transformada de Laplace de 






Fig. 2.5 (a) Gráficos d efjtt.fti - r). c//t): íb) gráficos d e//r - t/,(t). 
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Esta integral é frequentemente escrita como 


A operação matemalica ///)*//0 é chamada convoluçáo. Note que. se pusermos / 
- 7 = (. então 

- Vf 2 (r)dr = - J7i (Z)h<t - i)di 

= - t) dr 

Ponanto. 

fi(t)*f 2 (t) = J o /,í/ - T)f 2 (T)dr 
= - T)dr 

= f 2 (O m fi(t) 

A Fig. 2.5tai mostra curvas d e ///>./// - r). e / : (r). A Fig. 2.5(b) mostra o 
produto de f t l / - t» e/ : (rl. A forma da curva/// - depende de /. 

Se///; cJJtt são contínuas por trechos e de ordem exponencial, então a 
transformada de Laplace de 

J7'(' “ *)fz(*)dT 

pode ser obtida como segue: 

X[\\Ut - = F t (s)F 2 (s) ( 2 - 7 ) 

onde 

r,(s)= dr [/,(!)] 

f 

Para provar a Eq. (2.7). note que/// - rjl(/ - r) = 0 para r > /. Ponanto. 

~ t)/ 2 (t) í/r = - T)l(< - t)/ 2 (t) í/t 

Então 

- »)/^)*] = Sf '[£/,(» - t)l(i - T)/,(t)rfr] 

= !>""[//.(' - t)l(r - t)/i(i) </t]* 
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Tabda 2.2 Propriedades das transformadas de Laplace 

TT *MA01 - AFts)" 


±/i(01 = Fds) ± F i(s) 

X,[j t f«)] = sF{s)-f CO?) 

= S‘F(S) - 5/(00 -/(0O 

y-.lt.m] = rF(s) - £ jr-“/(o±) 

(k-r rf*-i . „ 
onde /(») = JftT^r/O) 

oi ... i /<•)(*)-] íy-ü- 

^[e'*/(0] = Hí + o) 
f{t - a) l(r - o)l = e-"F(s) 

#[tm\ = -^r 

Íf[y/(/)] = 

^[/(-L)] = .F( ÍC 5) 


Substituindo r - t = k nesta última equação e mudando a ordem de integração, o 
que é válido neste caso pois /,(/) ef40 são transformáveis segundo Laplace. 

obtemos 

- t)/»wo = ];/.(* - *»<« - r»- <* 

= *■**■' dl ];/,(»)* 

= F l (s)F 1 (s) 
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Tabelas de transformadas de Lapiace. A I abela 2. 1 fornece uma lista de pares 
de transformadas de Lapiace. A tabela pode ser usada para se obter a transformada 
de Lapiace de uma dada função do tempo ou para obter uma função do tempo 
correspondendo a uma dada transformada de Lapiace. A Tabela 2.1 pode sei 
adequada para a resolução de problemas comuns no campo de sistemas de controle. 

A Tabela 2.2 resume uma lista de teoremas e relações de utilidade na teoria da 
transformada de Lapiace. 

2.4 TRANSFORMAÇÃO INVERSA DE LAPLACE 

O processo matemático de se passarde uma expressão com vanavel complexa 
para a expressão no tempo e chamada de transformação im ersa A notação para a 
transformação inversa de Lapiace e de modo que 

Ao resolver problemas usando o método da transformada de Lapiace. nos 
confrontamos com a pergunta de como determinar fit) a partir de Fls). Matemati- 
camente. f<t) e determinado de Ftsi pela seguinte expressão: 

/(/) = JL r F(s )e" ds (i > 0) (2-8) 

2.71 J J f -y» 

onde c. a abscissa de convergência, e uma constante real e e escolhida maior que as 
partes reais de todos os pontos singulares de Fís). Portanto, a trajetória de integra- 
ção e paralela ao eixo jw e esta deslocada de um valor o deste Esta trajetória de 
integração se situa á direita de todos os pontos singulares. 

A integração dada pela Eq. (2.8) parece ser complicada. Por sorte, ha métodos 
mais simples de se achar/;> a partir de F<s) do que fazendo a integração direta- 
mente. Um método conveniente de se obter transformadas inversas de Lapiace é 
usar uma tabela de transformadas de Lapiace. Neste caso. a transformada deve 
estar em uma forma imediatamente reconhecível em tal tabela. Frequentemente a 
função em questão pode não aparecer em tabelas de transformadas de Lapiace 
disponíveis para o engenheiro. Se uma.particular transformada Fls) não é achada 
em um tabela, então-podemos expandir Fís) em fraçóev parciais e escrever F(s) cm 
termos de funções simples de s para as quais as transformadas inversas de Lapiace 
são conhecidas. 

Note que estes métodos mais simples de achar as transformadas inversas de 
Lapiace são baseados no fato de que a correspondência de uma função temporal e 
sua transformada inversa de Lapiace vale para qualquer função continua do 
tempo.* 

Método da expansão em frações parciais para determinar transformadas inver- 
sas de Lapiace. Se F( s), a transformada de Lapiace de/í/j. é separada em componen- 


F(s) = F,(s) + F t (s) -F.(s) 


•N. do T.: Fica mais claro se escrevermos ...uma funçào temporal e a transformada inversa de Lapiace de 
Fís) vale para .. 
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e se as transformadas inversas de Lapiace deF/$j, F 2 ( s) F Js) são conhecidas. 

então 

= /,(') - U<) + h /.(') (2-9) 

onde/, trj. fdti fjt) são as transformadas inversas de F/jj. Fjs) Fjs). 

respectivamente. 

Pura problemas em teoria de controle. Fls) é frequentemente expresso na 
seguinte forma 

F(s) = 

Aís) 

onde Alsi e Bisi são polinómios em s. e o grau de Bis ) não é maior que o de Aís). 

Ao aplicar a técnica de expansão em frações parciais para achar a transformada 
inversa de Lapiace de Físi = B(s)lAís). devem-se conhecer de antemão as raízes do 
polinómio do denominador Aís). (Em outras palavras, este método não é aplicável 
enquanto o polinómio do denominador não foi fatorado.) 

A vantagem do método da expansão em frações parciais é que termos indivi- 
duais de Fís). resultando da expansão na forma de frações parciais, são funções 
muito simples des. portanto não necessitamos consultar uma tabela de transforma- 
das de Lapiace se memorizarmos vários pares de transformadas de Lapiace sim- 
ples. 

Considere Fís ) escrito na seguinte forma fatorada: 

F(s) = = K(s ~ + - 2 ) ‘ • • (s - -J 

Aís) (s — p,)(s + />,) • • • (j + p„) 

ondep,. p t p r ez y .z ? : m são grandezas reais ou complexas: mas para cada 

pou: complexos vai ocorrer o complexo conjugado dep ou ;. respectivamente. 
Aqui supomos que a maior potência de 5 em Aís) é maior que a de Bis). 

Na expansão de BísflAís > em forma de frações parciais, é importante que a 
maior potência de s em Aís 1 seja maior que a maior potência de s em Bis ). Se este 
não for o caso. o numerador Bis) deve ser dividido pelo denominador Ais) para 
resultar um polinómio em s mais um resto (uma razão entre polinómios em s cujo 
numerador é degrau menor que o denominador). ( Para detalhes, veja Exemplo 2.9.) 

Expansão em frações parciais quando Fís) tem apenas pólos distintos. Neste 
caso Fís) pode ser sempre expandido em uma soma de simples frações parciais 
como segue: 


F(s) = — a \ _i_ a i L 

A(s) í-t-p, J + p 2 


onde a k são constantes. Aqui a t é chamado de resíduo no pólos = -p k . O valor de 
a* pode ser achado multiplicando-se ambos os lados da Eq. (2.10) por (s + p k ) e 
fazendo s = -p k . resultando 
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+ --7Í-7, 

+ Tzr^y + = °* 

Vemos que todos os termos expandidos são cancelados, com exceção de a,. 
Portanto, o resíduo a k é achado de 


I, = + P.I 

l A(S) Ji--j 


um dos valores conjugados a , ou u. necessita ser caicuiauo 
conhecido automaticamente. 

Com referência à Eq. C-9) e percebendo que 


£T X = fl * £ 

Lí 4* Pk\ 


obtemos fit) = <r'[F<si ] como segue: 

/(/) = a,e- p ' 1 - a,e-’" 4- ■ • • - 


(f > 0) 


Exemplo 2.8 Determine a transformada inversa de Laplace de 


F(s) = 


(5 + IKj-2) 


A expansáo em frações parciais de F'S) é 

s 4- 3 _ Ai _ 

t(s) (s + lKí ~ 2) * 4 1 5 f 2 

onde a, e a, sào achados usando-se a Eq (2.11) como segue. 


11 “ [(7 2TTRT+ 2) (J + 2 

,2 = [(5 4 IKí + 2) (S + 2) J .-1 = ~ 1 


Portanto. 


/(/) = 


-**‘[rn] + '■'trJ 

= 2e-‘ - e~ 2 ' (/ > 0) 


nc a transformada de Lap.ace inversa de 

j5 - 5r-9^_7 
G ^ _ - IKi -r *) 

Dividindo o numerador pelo denominador, obtemos 

s~3 

G(s) = s + 2 + (J _ ixs tT) 

• ,-rmo do lado direito desta última equação e F '( s j ^ odiada de Laplace de 

- se.e-, 

2 í<r> + *"-r- (^®-> 

usada. 

fl, £íl_ ( 2 - 12 ) 

x B(5) _ g ! 5 TÍ Ll — 4- V + * ■ * 5-rP „ 

F ^~A(r) (s -t P\Y, S 4" Pi) 5 Pi 

, . vão determinados multipUcando-se ambos os lados da q. 

Os valores de o, c »: » _ d f do , . -p„ dando 
(2.121 por is * Pd ís 

[?í£i(s 4- P.Xí 4- Pi) 1 

U(í) p * 

r íw ,_ a J fMí + P.Xí-rP») 

= (a,J »í) 5 4- pi 

+ _3-(J+í>,Ki + l’a)j i ..„ ' 

_ „ — - — «41 - •••••““ ~ “ ™" 

(a ,5 * Portanto. 


_ íêíí>(s+ PiXí + , 

(a,í 4* 


(2-13) 


. . p Q p i3) são grandezas 

ss süisâss 

Eq (2.l3).ot >temosumaOUlrde ^ * 
nar a, e a». 


a transformada inversa de l-aplace de 

5 + 1 

F(s) ~ ^$2 — s 4 I) 
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Fls) pode ser expandida da seguinte forma: 


A transformada inversa de Laplace de Fis) é então dada por 


s - 1 QL,s — g : 

s(s- - s - 1) ~ s 1 - s - 1 ^ s (2-14) 

Para determinar a, e a s . note que 

í 2 - s - 1 = (j + 0,5 - y'0,866)(j -f- 0,5 - y0.866) 

Multiplicando ambos os lados da Eq. (2.14) por ( 5 * + s ■+■ 1) e impondo 5 = -0.5 - y0.866. 
obtemos 

T~ ),-0.5-/0.«66 = <IX,Í + a 2>*-«.W0.M« 

OU 


-0,5 — yÒ,866 “ a,( 0,5 A 866 ) CL - 


que pode ser simplificado como visto a seguir: 


0,5 — y‘0.866 = g,(0.25 -y 0.866 - 0,75) + <X 2 (-0,5 -y0,866) 

IguaJando as panes reais e imaginárias de ambos os lados desta equação, respectivamente, 
obtemos 


— 0.5g, - 0,5a 2 = 0.5 

0,866g] - 0.866g 2 = 0,866 


«1 -r g 2 = -1 
a, - g 2 = -1 
Resultando 


g, = -1, g 2 = 0 


Para determinar a. multiplicamos ambos os lados da Eq. (2. 14) por í e fazemos j = 0 
resultando 


a = 



= 1 


Portanto. 


F{s) = 


—s 

s i + s + 1 



s 




] S + 0,5 , 0,5 

í (j + 0,5) 2 - 0,866 2 (5 + 0,5) 2 + 0.866 2 


Rt) = y-'[F(s)) 

= 1 — e~° ,f cos 0,866; — 0,578e~ 0>5 ' sen 0,866; (r ;> 0) 


Expansão em frações pardais quando F(sj apresenta pólos múltiplos. Considere 
Fls) = B<s)!A(s). onde A(s} = 0 tem raízesp, de multiplicidade r. (As outras raizes 
são supostas distintas.) A(s) pode então ser escrita como 

A(s) = (s - p,)' (s + p r .,)(s - p,. 2 ) ... (s + p M ) 

A expansao em frações parciais de F(s> é 


F(s) = 


BÍ s) 
A (s) 


A-i 


(* + />,)' (s + PiV 


_i_ 1 


S+P 1 


_ M r+I 


P fl 


P r+ 1 




(2-15) 


onde b r . 6 r _, b } sáo dados por 

>'} 




h -‘ = j\\^M (s+p ' y }\ 


h, = 


I [d 


BlS) 

(r — 1)! \ds'~ l l_/((5) 


(s + PxY 


J I 


Estas relações para os h ' s podem ser obtidas da seguinte forma: Multiplicando 
ambos os lados da Eq. (2.15) por (3 + p,) r e fazendo s tender a -p,. temos 



Se multiplicarmos ambos os lados da Eq. (2.15) por (s + p ,) r e então derivarmos 
com relação a s. 
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d\B{s), n V 1 _ . d\{s + p x Y _ . d r (s-^-pJ 1 

+p ' ] r *'zLín7l?J ‘'-'slu-p.pJ 

+ . . . + + 0| .,| i <£±M' 

‘«frL Í — Pi J «Lí "** Pr* i-l 

+ ... J. a 4 1 

«frl í — />. J 

0 primeiro termo do lado direito desta última equação é igual a zero. O segundo 
termo é igual a b r . x . Cada um dos outros termos contém alguma potência de (s + p,) 
como fator, resultando que quando j tende ao valor -p,. estes termos se anulam. 
Portanto. 

b '->=}™iW, í ( í+í,) '] 

Da mesma forma, fazendo sucessivas diferenciações com relação ate fazendo s 
tender a -p,. obtemos equações para os b r -j. 

Note que a transformada inversa de Laplace de \l(s +p é dada por 

</>-\ 1 i í ç-P>> 

L(í — P , )"J — !)• 

As constantes o r+1 . a r+2 a„ na Eq. (2.15) são determinadas a partir de 




(k = r — I, r -f 2, . . ., n) 


A transformada inversa de Laplace de F(s) e então obtida como visto a seguir: 

Í73T7:'’" - i7^5T:'" : 

- — <7 r * 2 e~'~’ f 4- ... - o.é’-"*' fr > 0) 


E-iemplo 2.11 Determine a transformada inversa de Laplace da seguinte tunçáo F(s): 
r-/ ^ _ s 2 4- 2s - 3 

f(í) ~ (í+1) 3 

Expandindo F(s; em frações parciais, obtemos 


_ B(s) _ bj , bi õi 
(j+ 1) J (s+ l) 2 j + 


onde by b t e b, são determinados como visto a seguir: 
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2.5 SOLUÇÃO DE EQUAÇÕES UIFERENUIAIS UNEARES PELO 
MÉTODO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Nas Seções *> I a 2.4 apresentamos alguns conceitos e técnicas do método da 
transfomaTde Laplace Esta seção apresenta o uso do método da transformada 

de Laplace na r f ^^o^aTde^place fomece a^ Úçáo completa (a solução 

parttc^^^ 

do método da transformada de Laplace. a aeiennmaç as condicões 

e,C ’ AO resolver equacóes diferenciais l.neares pelo método da transformada de 
laplace. procedemos de acordr .com ^““^^^^e^difcrenctal 

lin^™^a°con«ríidw ^equaçáocUferenciad ern unta ’«4£ algébnca em 
ê « obfém a expressão paia a transformada de Laplace da vanavel depen- 

í-r s£ ~ • — 

formada inversa de Laplace da vanável dependente. 
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Considere como um exemplo a seguinte equação diferencial: 

mx 4- kx = /(/) (2-16) 

onde/?/; representa a função de excitação ou entrada Tomando a transformada de 
l^aplace de cada termo na Eq. (2.16). obtemos 

2 ^[mx] = m[j 2 AXy) — jjc( 0) — x(0)] 

&[kx\ = kX(s) 

-wco] - m 

A transformada de Laplace da Eq. (2.16) pode então ser escrita como 

(ms 1 -f k)X(s) — msx( 0) — mx( 0) = F(s) (2-17) 

Resolvendo a Eq. (2.17) para obter Xis). obtemos 


Y( , — ^( J ) _ msx(0) — mxiO) 

^ ' mt : — k ms 1 -4- k 


O primeiro termo do lado direito da Eq. (2.18) representa a solução da equação 
diferencial quando as condições iniciais são todas nulas (solução particular). O 
segundo termo do lado direito desta equação representa o efeito das condições 
iniciais (solução complementar). A solução no tempo da equação diferencial é 
obtida tomando-se a transformada inversa de Laplace de X(si como visto a seguir: 

h£h] +y " [ "IS» +T >) 3 < 2 - |9 > 

Como um exemplo, se/?/; é uma função degrau unitário, então Fis) = \ls e a 
Eq. (2.19) se torna 

*> - *- L-rò)] n + + r 0) ] 

- (f - T “ VI') - [*°> cos VI' - WI se " VI' 

Pode-se ver que as condições iniciaisx(O) ex(0) aparecem na solução. Portanto. x(t) 
não tem constantes indeterminadas. 

Problemas Ilustrativos e Soluções 

Problema A.2.1 Determine os pólos da seguinte função F(s): 

Solução. Os pólos são achados a partir de 
e~‘ = 1 
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ou 


_ f-^cosco -ysencu) = 1 

De onde seguc-sc que cr = O.cu = ~2nnln = 0. 1.2....) Portanto, os pólos estão localizados 


s — ~ j 2/7 7T (/I — 0 , 1 , 2, . . .) 

Problema A. 2.2 A derivada da função impulso unitário 6 /n e chamada uma função doubiei 
unitana (Portanto, a integrai da função doubiei unitária é a função impulso unitano.) Mate- 
maticamente. um exemplo da função doublet unitano ujíi pode ser dado por 


w ; </) = hm 

I -0 


lin — 2[l(r — /(,)] — 1 ( r - 2; > 
/5 


Obtenha a transformada de Laplace de u^t/. 

Solução. A transformada de Laplace de uJt ; e dada por 


y[u z (t)] = lim 1(4 — f'*' -r — c ~'- Ul ) 

f t *0 ^ 0 ' s í í / 

“ ÍSi-JíL 1 - í(i - 'a -r 4r - • • •) + (i - Ha + *£ + 

= lim 4- t^s 2 — (termos de ordem superior em /^) I = s 

a -o /5-S- J 



Problema A. 2.3 O método grafico de determinar resíduos poupa tempo pnncipalmcnte nos 
casos em que o sistema tem muitos pólos e zeros complexos conjugados 
Considere a seguinte função F(sj 


s(s ~ p,)(s ~r Pz) 

ondep, ep : são grandezas complexas conjugadas e: é uma grandeza real. A função F(s) lem 
ires polos, localizados em .« - 0..r = -p,. es = -p ; . e um zero finito em s = Se estes pólo^ 
e zero são postos no gráfico do plano complexo, então os resíduos na expansão em frações 
parciais podem ser calculados graficamente. A expansão em frações parciais de F(s) é 



onde a, = z/( e a. é dado por 


Uj -r Pi) (~Pi){Pz ~ P\) 

Aqui (2 - p,) pode ser considerado um vetor que vai de -z a -p,. Com referência à Fig. 2.6. 
vemos que 
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Fig. 2.6 Gráfico de póios e zeros. 



(Obsede que o resíduo no pólo na origem pode ser achado facilmente através de meios 
aigebncos.) 

Determine os resíduos nos pólos quando: = 1. p, = 0.5 * >0.866. ep. = 0.5 - >0.866 
Solução. O resíduo a, é 

1 f-C* P\ X* t Pi)]*-o p x p 2 ~ * 

Graficamente (: - p,). (0 - p,). e (p, - p,> sáo 
z-p x = 1 / 60 = 

0 - p x = 1 /120 o 

Pi~Pi= 1 , 73 / 90 ° 
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Portanto. 


“ = i /60- - 120- - 90 ° 

= 0,578 /-1S0° 

= O,578(cos 150' — > sen 150°) 

= -0.5 - >0,289 

Portanto. a 3 . que é o complexo conjugado de a., e obtido como 

o, = -0.5 t >0,289 

Este método gráfico de calcular os resíduos é muito conveniente quando o engenheiro 
deseja uma estimativa a grosso modo dos valores do resíduo, sem entrar em cálculos laborio- 
sos Observe. entretanto, que este cálculo gráfico náo se aplica a pólos múltiplos. 

Problema A. 2. 4 Determine a transformada de Laplace da seguinte equação diferencial: 

x -f 3x + 6x = 0. 40) = 0, 40) = 3 

Achando a transformada inversa de Laplace de X(s). obtenha a solução no tempo x<t). 

Solução. A transformada de Laplace da equação diferencial é 

s 2 X(s) - sx(0) - jc(0) - 3 sX(s) - 3or(0) - 6 .Y(í) = 0 

Substituindo as condições iniciais e resolvendo p&rzXts). 



A transformada inversa de Laplace de Xlst e 

jrff) - 

Problema A. 2. 5 Considere o sistema mecânico visto na Fig. 2.7. Suponha que o sistema c 
posto em movimento por uma força impulso umtáno. Determine a oscilaçao resultante 
Suponha que o sistema esta imcialmente em repouso 



Fig. 2 .7 Sistema mecânico. 
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Solução. O sistema é excitado por uma entrada impulsiva. Portanto. 
nix -r kx = 6(t) 

Tomando a transformada de Laplace em ambos os lados desta equação, obtemos 

nAs z X(s) — sx(0) — i(0)] — AA(5) = 1 

Substituindo as condições iniciais x(0> = 0 e x(0) = 0 nesta última equação e determinando 
Xis). obtemos 


XU) = 


1 


ms- + k 

A transformada inversa de Laplace de X<s> se toma 

A oscilação é um movimento harmónico simples. A amplitude da oscilação é l/y m/T 

Problema A. 2.6 Considere uma função penodica/,/// com penodo T. Se/f/i é uma função do 
tempo tal que./? t) no intervalo (Kr < T efíti = 0 fon. do intervalo 0< /< 7. então/,//, 

pode ser expressa como 

/>)=/(') -/(/ - T) ~fU - ZT) +f(t - 37» •• 

Determine a transformada de Laplace de/,///. 

Solução. Defina a transformada de Laplace de fin por F > ou 
^[/(t)) = F(S) 

Então a transformada de Laplace de./,//' e obtida como sendo 

y[f,<t)] = Fp(s) F(s) - Fu) c~ 2T, F(s e- iT ’Fls) 

= (I - c r ' - c~- T - r-3 T * - .. )/-■ 

Fist 

- J _ C -T< 

Portanto, a transformada de Laplace oe;jti pode ser obtida multiplicando-se h por 

1/(1 - f~ T ’). y 

Problemas 

Problema B.2.1 Determine a transformada de Laplace da função./? // definida por 
/( i ) = Jj para 0 < t < a 
I 

= para a < t < la 


= 0 


para i < 0, la < t 


Determine também o vaJor limite de F(s) quando a tende a zero. 

Problema B.2.2 Determine as transformadas de Laplace das seguintes funções. Suponha que 
flt) =* 0 para r < 0. 

1 f(t) = 0,03(1 - cos 2 1 ) 

2. f(t) = e~ 0 -*' cos 12r 

3. /(r) =sen(5r -y) 

4. /(/) = r 

5. /(r) = IV' 

Problema B.2.3 Determine as transformadas inversas de Laplace das seguintes funções: 

1 


1. F(s) = 

2. F(s) = 


S{S T 1) 

s — 1 


(s - 2Ks T 3) 


3. F(s) = ± 

4. F(s) = 

5. F(s) = 


s — 1 

(5 - 3Xj t 4 Kj» -I- S) 

( S t 1 Kj + 2) 

s 


(5- Ws + 2) 


Problema B.2.4 Usando o teorema do valor final, ache o valor final de/f t) cuja transformada 
de Laplace é dada por 


F(s) = 


10 


J(5 - 1) 


Verifique este resultado tomando a transformada inversa de Laplace de F( s) e fazendo /— ► * . 

Problema B.2.5 Dado 


F(s) = 


1 


(s - 2)* 

determine os valores de /(0+) e^O+J. (Use o teorema do valor inicial.) 


Problema B.2.6 Resolva a seguinte equação diferencial. 


ax + bx = k, jr(0) = x 0 
onde a. b e k sáo constantes. 
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4M 

Problema B.2.7 Resolva a seguinte equaçao diferencial: \ 

2 i -I- lx — 3x = 0, x(0) = jr 0 , *(0) = 0 

Problema B.2.8 Resolva a seguinte equação diferencial: 

* + 2;cM t = 0, x<0) = o, *(0) = b 

onde ü e b são constantes. 

Problema B.2.9 Considere o sistema visto na Fig 2.7. O sistema esta iniciaimenle err 

repouso. Suponha que o carro e posto em mos , mento por uma força 

(areai é unitana E possível parar o carro usando-se uma outra destas torças impul 


1 
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Base 

Matemática — 
Matrizes 

3.1 INTRODUÇÃO 

\a dedução dc modelos matemáticos referentes a sistemas de controle moder- 
nos. verificamos que as respectivas equações diferenciais podem-se tornar muito 
complicadas devido a multiplicidade de entradas e saídas. De fato. o número de 
entradas e saídas de um sistema complexo pode-se elevar a centenas. Para simplifi- 
car as expressões matematicas das equações do sistema, e vantajoso usar a notação 
\ etor-matriz. Em trabalhos teoncos. a simplicidade de notação ganha pelo uso de 
operações com vetores-matrizes e mais conveniente c. de fato. essencial para a 
análise e a síntese de sistemas de controle moderno. 

■\ utilização da notação vetor-matriz nos possibilita tratar com problema 1 - 
crandes e complexos com facilidade, seguindo o formato sistemático dc representar 
as equações do sistema c calculá-las com o uso de computadores 

O principal objetivo deste capitulo e apresentar definições de matrizes e a 
algebra matricial básica necessária para a análise subsequente de sistema* de 
controle. 

3.2 DEFINIÇÕES DE MATRIZES 

Esta seção apresenta definições de matrizes que serão usadas em todo o resto 
do livro. 

Matriz. Uma matnz c definida como um arranjo retangular de elementos, o* 
quais podem ser numeros reais, numeros complexos, tunçóes ou operadores. O 
número de colunas, em geral, não e necessariamente igual ao numero de linhas 
Considere a segunda matriz: 

ü iZ ® 1 « 

\0 2X a 2i ••• a im 
A = • 


L fl .l a *2 
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ondeo» indica o O'.y)ésimo elemento da matriz A. Esta matriz possui n Imh 
colunas e é denominada uma matriz n x m . 0 primeiro índice representa o nunjer 
da linha e o segundo índice o número da coluna. A matnz A e muitas vezes esc a 

Wj- 

Igualdade de duas matrizes. Duas matrizes são ditas iguais se e somente se os 
seus elementos correspondentes são iguais. Note que matnzes iguais devem pos- 
suir o mesmo número de linhas e o mesmo numero de colunas. 

Vetor. Uma matriz possuindo apenas uma coluna tal como 



é denominada um vetor coluna. Um vetor coluna com n elementos é chamado vetor 
n -dimensional ou, simplesmente, vetor n. 

Uma matriz possuindo apenas uma linha tal como 

[*, x 2 • • • x m ] 

é chamada um vetor linha. 

Matriz quadrada. Uma matriz quadrada é uma matnz na qual o número de 
linhas é igual ao número de colunas. A matriz quadrada e muitas vezes denominada 
matriz de ordem n. onde né o número de linhas (ou colunas». 

Matriz diagonal. Se todos os elementos de uma matriz quadrada A. excetuan- 
do-se apenas os elementos da diagonal principal, são nulos. A e denominada matnz 
diagonal e é escrita como 

0ii 0 | 


= (Oij ò,j) 

0 

onde os são os deltas de Kronecker definidos por 

ô,j = 1 se » =j 

= 0 s 

Note que todos os elementos não explicitamente escritos na matriz precedente são 
nulos. A matriz diagonal muitas vezes é escrita 
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diag ( <7 1 |> ^22» * * * » ^ m » ) 

Matriz identidade ou matriz unidade. A matriz identidade ou matnz unidade I e 
uma matnz cujos elementos da diagonal principal são iguais a um e todos os outros 
elementos são iguais a zero: isto e. 

'1 0 ••• 0 ' 

0 1 ••• 0 

1= * * * = diag (1, 1,. v , 1) 

_0 0 ••• 1_ 

Matriz zero <ou nulai. Uma matriz zero é uma matnz na qual todos os elemen- 
tos são zeros. 

Determinante de uma matriz. Para cada matriz quadrada, existe um determi- 
nante. O determinante possui as seguintes propnedades: 

1. Se duas linhas ou colunas quaisquer consecutivas são permutadas, o 
determinante muda de sinal. 

2. Se qualquer linha ou coluna possuir apenas elementos zeros, então o valor 
do determinante é zero. 

3. Se os elementos de qualquer linha (ou qualquer coluna) são exatamente k 
vezes aqueles de uma outra linha (ou uma outra coluna», então o valor do 
determinante e zero. 

4. Se a qualquer linha (ou qualquer coluna) qualquer constante vezes uma 
outra linha (ou coluna) e adicionada, o valor do determinante permanece 
inalterado. 

5 Se um determinante é multiplicado por uma constante, então apenas uma 
linha (ou uma coluna) é multiplicada pela constante. Note. entretanto, que o 
determinante de k vezes uma matriz A n x n é k” vezes o determinante de A ou 

kA — k " A 

O determinante do produto de duas matnzes quadradas A e B e o produto 
dos determinantes ou 

AB] = |A B 

Matriz singular. I ma matnz quadrada e denominada singular se o determi- 
nante associado é zero. Em uma matriz singular nem todas as linhas iou nem todas 
as colunas» são independentes de cada outra 

Matriz não singular. Uma matriz quadrada é denominada não singular se o 
determinante associado e diferente de zero. 

Transposta. Se as linhas e colunas de uma matriz An y m são intertrocadas. a 
matnz m x n resultante é denominada transposta da matnz A A transposta da 
matnz A e denotada por A Se A é dada por 
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[<*u a il 

°Zl a 21 

A = 

k. fl -2 

então A' é dada por 

a n °»i"j 

fl 21 * • • fl «2 

_ fl l« a im *** C »">- 

Note que (A')' = A. 

Matriz simétrica. Se uma matriz quadrada A é igual ã sua transposta, ou seja. 

A = A' 

então a matriz A e denominada matriz simétrica . 

Matriz anti-simétrica. Se uma matriz quadrada A c igual ao negativo de sua 
transposta, ou seja. 

A = -A’ 

então a matriz A é denominada matriz anti-simétrica. 

Matriz conjugada. Se os elementos complexos de uma matriz A são substituí- 
dos pelos seus respectivos conjugados, então a matriz resultante e chama a a 
conjuftada de A. A conjugada de A é denotada por A (ü„). onde u„ e o compkx 
conjugado de a Por exemplo, se A é dada por 

0 1 0 ' 

-1+7 -3—73 — 1 +7*4 

— 1+7 —1 — 2 — /3. 

então 

0 1 0 

-1-7 —3 +7‘3 — 1 —74 

— 1—7 -1 -2-A 
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«ao a transnosta conjugada é a conjugada da transposta dc 

nssu-i ^ «. *• = 

isto é. 

Ã' = A* = (ãj,) 

Por exemplo, se A é dada por 

' 1 jl 1 +7*5" 

A = 2 +7 7 3 

3 11 -f 7 3 J 


então 

- 1 2-7 3 " 

Ã = A* = —7*2 — 7 

1 -7‘5 3+7 1-J' 3 - 


Note que 

Sc Ki La matriz real tuma matriz cujos elementos são reais), a transposta 
conjugada A* é igual a transposta A . 

■ • tn-r r-nirsti plementos são grandezas complexas é 

denom"™'™"" oX Se uma matriz complexa A satisfaz a relação 

\ = A* ou o,j = ãji 

■ j. „ pntão A é denominada matriz Hermitianu . 
ondeú, é o complexo conjugado de u». então a 

Um exemplo e 

r i 4 

*-fl 2 

Se uma matnz Hermittana A é escrita como A - B - JC. onde B e C são matnzes 
reais, então 

B — B e C = -C 
No exemplo acima. 


A = B + 7'C = 



Matriz anti-Hcrmitiana. Se uma matriz A satisfaz a relação 


A = -A* 
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então A é denominada matriz anti-H ermitiana . Um exemplo é 


r jS -2+73' 

' 2-/3 J . 


Se uma matriz anti-Hermitiana A é escrita como A - B + 7 C. onde B e C são 
matrizes reais, então 


B = — B e 
No presente exemplo. 


C = C 


A = B - jC = 



3.3 ÁLGEBRA MATRICIAL 


Esta seção apresenta a álgebra matricial, bem como definições adicionats. E 
importante lembrar que algumas das operações matriciais obedecem às mesmas 
regras da álgebra comum, porém o mesmo não ocorre com outras operações 
matriciais. 


Adição e subtração de matrizes. Duas matrizes A e B podem ser adicionadas se 
possuírem o mesmo número de linhas e o mesmo número de colunas. Se A = (a^) e B 
= (bj. então A - B é definida como 

A + B = (a 0 + b tJ ) 

Portanto, cada elemento de A e adicionado ao elemento correspondente de B. De 
modo equivalente, a subtração de matrizes é definida como 

A - B = ( a.j - b u ) 

Como um exemplo, considere 






Então A + B e A - B são dadas por 



A - B = 


-4 0 01 

3 1 5j 


Multiplicação de uma matriz por um escalar. O produto de uma matriz por um 
escalar é uma matriz na qual cada elemento é multiplicado pelo escalar: isto é . para 
uma matriz A e um escalar k . 
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-* 


ka u 

ka l2 • 

• ka lm ~ 

ka 2l 

ka 22 • 

• ka lm 

. 

ka , , 

ka Ml • 

• 

• ka mm _ 



Multiplicação de uma matriz por uma matriz. Multiplicação de uma matriz por 
uma matriz é possível entre matrizes conformes (o que significa que o número de 
colunas da primeira matriz deve ser igual ao número de linhas da segundai. Caso 
contrário, não é definida a multiplicação de duas matrizes. 

Seja A umamatnz nxmeB uma matnzm x p. Então, o produto AB. que deve 
ser lido “A pós-multiplicada por B" ou "B pré-multiplicada por A”, e definido 
como segue: 

AB = C = (c, ; ) = ^ ^ a, k b kj ) (i — L 2, . . . , n, j = I, 2, . . , t p) 

A matriz produto C possui o mesmo número de linhas da matriz A e o mesmo 
númerode colunas da matriz B Consequentemente, a matriz C é uma matrizn x p . 

Deve-se notar que mesmo que A e B sejam conformes para o produto AB. elas 
podem não ser conformes para BA. quando, então. BA não é definida. 

As leis associativa e distributiva são aplicáveis para a multiplicação matricial: 
isto é. 

(AB)C = A(BC) 

(A + B)C = AC + BC 
C(A + B) = CA + CB 

Se AB = BA. então A e B são ditas comutarem. Note que. em geral. AB * BA 
Para mostrar este fato. considere 




Obviamente. AB * BA. Para um outro exemplo, considere 
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Então. 



0b ' 1 C^motm^tiplicação tnatncial. em geral, e não comutativa. dev ^os preser- 
var a ordem das matnzes quando multiplicarmos uma matnz ^ r ^ ou í r ^ ma ^; 
(Esta é a razão por que sempre usamos os termos pre-multiplicaçao ou pc 
multiplicação" para^ndicar quando a matriz e multiplicada peia d.re.ta ou pela 

esquerda.) . 

Um exemplo do caso onde AB = BA e dado abaixo. 



01 

I, 

3J 



AB e BA são dadas por 




E claro que A e B comutam neste caso. 

Potência de uma matriz. A A-ésima potência de uma matnz quadrada A e 
definida por 

A* = AA A 

Note que para uma matriz diagonal A = diag(a tl . a™ Ou»)- 



= diag^^aí,, . . .,0 

Outras propriedades de matrizes. As transpostas de A + Be AB são dadas por 

(A + B)' = A' + B 
(AB)' = BA' 

Para provar a última relação, note que o (/.y)ésimo elemento dc AB é 

S °lk^kj = c tj 
k-l 
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O simo elemento de B A é 

£ b k fijk = £ a jk^kl = C J( 
k - 1 * * 1 

que i icual ao ij. «simo elemento de AB ou o ü . ««imo elemento de (ABf 
Portanto. (AB)' = B A’. Como um exemplo, considere 



então. 


AB 

BA' 


r 24 26' 
'23 22 


4 51 p 2 


2 6 I ! 4 3 



° bVÍ De e u"m mod"!!^’ obtemos as transpostas conjugadas de A - B e AB 
resultando 

(A + B)* = A* -f B* 

(AB)* = B*A* 

\ característica ( rank ) de uma matriz. Uma matnz é dita possuir uma caracte- 
ristictw se existir uma submatriz Mm x m de A de modo que o determinante de Me 
não nulo e o determinante de todas as submatnzesr x r (onde r 2 m - » de A . 

Como um exemplo, considere a seguinte matnz. 

-1 2 3 4“ 

A J° 1 - 1 0 

A I 1 0 12 

11 0 2j 


Note que A - 0. Uma das submalnzes maiores cu.io determinante não é igual a 
zero é a seguinte: 


Portanto a característica da matriz A é 3. 

3.4 INVERSÃO DE MATRIZ 

Esta seção discute a inversão de matrizes e tópicos associados. 
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Menor Se a /-ésima linha e a y-ésima coluna são eliminadas de uma matriz 
A n x n . a matriz resultante é uma matriz (n - 1 ) x (w - 1 >. O determinante desta 
matriz ln - 1) x (n - 1) é denominado o menor Aí 0 da matriz A. 

Cofator A a- O cofator Ag do elemento a u da matnz A é definido pela equação 

Isto é. o cofator A^ do elemento a u é (- 1V" J vezes o determinante da matriz 
constituída pela eliminação da /-ésima linha e da y-ésima coluna de A. Note que o 
cofator A c do elementoa^ é o coeficiente do temnoa 0 na expansão do determinante 
A . desde que pode ser demonstrado que 

a n A n + a iZ A i2 4 ••• - a tm A im =|A 

Se a,,. a a , . . ., o,» são substituídos por Cj, . a K então 

a Ji A n 4 a J2 A l2 4 • • • - a jm A im = 0 (i^j) 

desde que o determinante de A neste caso possui duas linhas idênticas.' Consequen- 
temente. obtemos 

m 

2 a jk^ik ~ àji ! A 

* = 1 

Analogamente. 

è a kiA k j = S;j I A 

Matriz adjunta. A matriz B. onde o elemento da /-ésima linha e y-ésima coluna 
é igual a A*, é denominada a adjunta de A e é denotada por adj A ou 

B = (b,j ) = (A Jt ) = adj A 

Isto é . a adjunta de A é a transposta da matriz cujos elementos são os cofatores de A 
ou 

A II -^2! • • • A m] 

1 2 ^22 * ' * ^*2 

adj A = 

A\m ^2» A m , 

Note que o elemento da y-ésima linha e /-ésima coluna do produto A(adj A) é 

• m 

a jkb ki — a jkA /k = ôjj | A 

Então, A (adj A) é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal são iguais a IA . 
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Portanto. 


A(adj A) = | A 1 1 

Analogamente, o elemento nay-ésima linha e /-ésima coluna do produto (adi A)A é 

È b )k a kt = £ A kJ a kl = <5„ | A | 

Consequentemente, temos a relação 

A(adj A) = (adj A)A = | A 1 1 . ( 3 .|) 

Por exemplo, dada a matriz 

[1 2 (T 

A = 3 -1 -2 

i 1 0 —3 

podemos verificar que o determinante de A é 17 e que 



"1 2 01 p 6 — 4" 

A(adj A) = 3-1-2 7-3 2 

.1 0 — 3J j_l 2 —7 

1 0 01 

= 17 0 1 0 

0 0 1 

= I A 1 1 

Inversa de uma matriz. Se. para uma matriz quadrada A. existir uma matriz B 
tal que BA = AB = I. então B é denotada por A' 1 eé denominada a inversa de A. A 
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inversa de uma matnz A existe se o determinante de A é não nulo ou A e nao 
singular. 

Por definição, a matriz inversa A' 1 possui a propriedade de que 

AA" 1 = A' 1 A = I 

onde I é a matriz identidade. Se A é não singular e AB = C. então B = A l C. Isto 
pode ser visto da equação 

A' , AB = 1B = B = A’C 

Se A e B são matrizes não singulares, então o produto AB e uma matnz não singular. 
Além disso. 

(AB)" 1 = B _1 A _1 

Isto pode ser provado como segue: 

(B ‘A - )AB = B" , (A' , A)B = B IB = B _, B = I 

Analogamente. 

(abxb-‘A-‘) = 1 

Note que 

(A-)" 1 =A 
(A- 1 )' =(A')-‘ 

(A-*)* =(AT‘ 

Da Eq. (3.1) e da definição de matriz inversa, temos 



Consequentemente, a inversa de uma matriz é a transposta da matriz de seus 
cofatores, dividida pelo determinante da matriz. Se A e dada por 


«i.l 


La» ••• 

então 
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V . = adjA = 

A | Al 


An Al i 

IA I A 1 


r Ha mMiri 7 \ Portanto, os termos na /-ési ma coluna de A 

são^A l«c°s o“ ofa.ore S da, -es, ma linhada matriz onpnal A. Po, exemplo, se A 
e dada por 

"1 2 0 
A = 3 -1 —2 1 

1 0 — 3J 

então a adjunta de A e o determinante A são os seguintes: 

-3 6 -4- 

adj A — 7-3 2 , |A| = 17 

1 2 -7. 

Então a inversa de A e dada por 


’ 3 

TT 

e 

TT 

4 “ 

TT 

TT 

3 

TT 

2 

TT 

-TT 

2 

TT 

7 

TT. 


A seguir fornecemos fórmulas para determinar matrizes inversas para matnzes 
2 x 2 e matrizes 3 x 3. Para a matnz A 2 x 2. onde 


_ \a b- 

" |c A' 


ad — bc ^ 0 


a matriz inversa e dada por 


A* 1 = 


ad — bc\ — 


d -b 


Para a matriz A 3 x 3. onde 
ffl b Cl 


A= d e f |, A| ^ 0 

_g b íj 
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a mairiz inversa e aaaa por 


" * f 

h i 

1 d f 

A - I _ 1 _ J 

"|A| g i 

d e 
_ g h 



b c 

b c 


h i 

e f 


a c 

a c 


g i 

~ d f 


a b 

a b 


g h 

d e 


Observações sobre cancelamentos de matrizes. Cancelamento de matrizes nâo 
é válido em álgebra matricial Considere o produto de duas matrizes singulares A e 
B For exemplo. 



Então 



Obviamente. AB = 0 não implica nem A = 0 nem B = 0 De fato. AB = 0 implica 
uma das trés hipóteses seguintes: 

1. A = 0 

2. B = 0 

3. Tanto A como B são singulares. 

Podemos provar facilmente que. se tanto A como B são matrizes não nulas e AB = 
0. então tanto A como B são singulares. Para uma prova, suponha que se A e B não 
são singulares, então existe uma matriz A - ' com a seguinte propriedade: 

A 'AB = B = 0 

o que contradiz a hipótese de que B é uma matriz não nula Portanto, concluímos 
que tanto A como B devem ser singulares se A - 0 e B = 0 

Analogamente, note que se A é singular, então nem AB = AC nem BA = CA 
implica B = C. Se. entretanto. A é uma matriz não singuiar. então AB = AC implica 
B = C e BA = CA também implica B = C. 

3.5 DIFERENCIAÇÃO E INTEGRAÇÃO DE MATRIZES 

A derivada de uma matriz A(f) n x m é definida como a matriz n x m cujos 
elementos correspondem à derivada dos elementos conespondentes da matriz 
original, considerando-se que todos os elementos a,/t) possuem derivadas em 
relação a t. Isto é. 
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. W» ■■■ 

Jí a - (l> ê a -'- U) 7i a “ (,) 

Analogamente, a integral de uma matnz AU) n x m é definida por 

\a n (t)di \a n (t)dt ••• J 
j a 2l (t) dl J a 22 (r) di • • • J a lm (t) dt 

| A(r) dt = ( | a,^t)dt) = 

J a Hl (t) di | a, z (t) dt • • • f a mm (t) dt 

Diferenciação do produto de duas matrizes. Se as matrizes AU) e B(f) podem ser 
diferenciadas em relação a t. então 

‘j- [A(f )B(r)] - ^pm - A( i)^p 

Novamente, neste caso a multiplicação de AU) edB(t)ldt [oudAU)ldt e B(/)] é. em 
geral, não comutativa. 

Diferenciação de A ~ 1 (z ) . Se uma matriz AU) e sua inversa A U) são dife- 
renciáveis em relação a i . então a derivada de A '(/) é dada por 

dt dt 

Este resultado pode ser demonstrado pela diferenciação de AU lA''U) em relação a 
i. Desde que 

^[A«A-‘«] = *Wa-« + A(,)^ii) 

e 

|awa-w = ^i = « 

obtemos 

A(r)^íí)= -^A-'(0 
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ou 


Determine o determinante de V para os casos em que 
Solução. Para n = 3. 


= 3 e/i = 4. 


dA ~JW = 

Problemas Ilustrativos e Soluções 

Problema A.3.1 Mostre que se A e uma matriz quadrada qualquer . então A*A t uma matnz 
simétrica e A - A e uma matnz anti-simétrica. 

Solução. Considere a seguinte matriz 3x3: 


A = 


a 

d 

- 8 


b c~ 
e f 
h L 


Então 


A - 


2o 

b-d 

C ri- g 



b 4 d 

2e 

f+h 

= 

matriz simétrica 

+ g 

/ri- h 

2 / _ 



!" 0 

b-d 

c - g~ 



d - t 

» 0 

f-h 

= 

matnz anti-simetnca 

~g ~ <■ 

h-f 

0 



Calcule 0 produto AB. onde 


2 (T 


\ C 

H 


-1 1 

B = 

: 2 3 

1 


5 2 


Li -iJ 



Solução. 


AB 


5 6' 

2 -4 
13 13 


Problema A.3.3 A matnz de Vandermonde é dada por 


1 

*i 



1 


*2 


1 


X. 

X- 

n 



• ' * X"~ 


1 


IV = (x 3 - XiKxí - x,Xx ; - x.) 

Para n = 4. 

V = (x 4 - JC3X.JC4 - X z Mx t - X ; Kx 3 - *2)(*3 - *1 K*2 - *l) 
Problema AJ.4 Demonstre que se as matnzes A e B são n > n. então. 


A B 
B A 


- |A + B - A - B! 


Solução. 

A B 
B A 


A - B B - A 
B A 


A - B 


A - B 


= A - B A - B 


Note que para as matnzes A. B. C e D. n *■ n. o determinante 


A B 
C D 

é. em geral, diferente de |AD - BC e de A D - IB C 
Problema A.3.5 Determine a inversa de 



onde s é uma vanavel complexa 

Solução. 



Problema A .3.6 Determine a solução do seguinte conjunto de três equações simultâneas: 

x, - 3x ; + x, = 1 
2x, - x 2 =2 

x 1 - X: + 2xj = 3 

Solução. Definindo as seguintes matrizes e vetores: 


"i 3 r 


"xf 


' 1 “ 

2 1 0 

x = 

*2 

b = 

2 

_1 1 2_ 


-Xj_ 


_3. 
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obtemos 


Usando esta mainz 3x3. demonstre que a matnz inversa de uma matriz triangular lambem e 
uma mainz tnangular. 

Problema B.3.6 Determine a caracteristica da seguinte matnz: 


Ax = b 

Portanto. 

x = A“*b 


onde 



r 1 

i 

0 


3 

1 


3 

1 



i 

2 


1 

2 


1 

0 

. . 1 


2 

0 


1 

1 


1 

1 

A - _9 


1 

2 


1 

2 


*> 

0 



2 

1 


1 1 

3 


1 

3 

L 1 

1 

1 


1 

1 


2 

1 




Resultando 



Problemas 


Problema B.3.1 Demonstre que qualquer matriz quadrada pode ser escnta como sendo a 
soma de uma matnz Hermitiana e outra anti-Hermiuana. 

Problema B.3.2 Demonstre que para as matnzes A e B 

1. I A| = | A'| 

2. | AB j = i A 1 1 B | 

3. I (AB)' i = | A ! | B 1 

Problema B.3.3 Em geral. (A + B! : não e igual a A : - 2AB - B\ Explique a razão Sob qual 
condição (A + B) s é igual aA : + 2AB + B JO 

Problema B.3.4 Determine A' 1 considerando que 


A = 


"1 2 3" 
4 0 1 
.2 1 2 _ 


Problema B.3.5 Uma matnz cujos elementos abaixo (ou acima) da diagonal principal são 
todos nulos é denominada uma matnz tnangular. Um exemplo é 

o a 0 i2 Ou 
0 a n Ou 

_0 0 fljj_ 



1 2 <Tj 
0 1 3 
-1 5 ll 


Problema B.3.7 Resolva o seguinte conjunto de três equações simultâneas: 

x i + 3 x z — *3 = 2 
JCi — 2 jc 2 -r Xj = 3 
2 jc, -i- x 2 -r 3 jr 3 = 1 

Problema B.3.8 Um conjunto de n equações aJgébncas simultâneas: 

0ii*i + 012^2 -t- •* • ~ 0i.*. = *i 

021 *1 + 022 *2 + • • • - 02 .*. = b Z 

0.1*1 + 0.2*2 + • • • - a „ x m = b m 

pode ser descrito por 
Ax = b 

onde 

A = (a,j) 

Um sistema de equações é dito consistente se possuir pelo menos uma solução Se as n 
equações são consistentes porem A é singular, como podemos determinar x 0 Utilizando um 
caso simples onde n = 3. explique como se pode obter x. Considere os dois casos nos quais a 
caracteristica de A = 2 e a caracteristica de A = 1 . 
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4 


Modelos 
Matemáticos de 
Sistemas 
Físicos 

4.1 INTRODUÇÃO 

elétrico^ermicoT. W^^ n ^ S ’- Índ ^r“ ,emei,le de serem mecânico,. 

zados por equações diferenciais. A res^oste’ dé^mSema sercaracteri - 
entrada(ou função de excitacào) node JÍãk, a emd d 'namico a uma dada 
resolvidas. Podem se obterá 

particular sistema, por .exemplo as Jeride Newmn° 6IS qUe governam um 
de KirchhofT para sistemaTelétn^oI etc NeWt 0nparas,stema -^ecanicos.asleis 

de um sistema é dwSSmado mMomaTemà^co dinámicas 

um sistema dinâmico é obter seu mnHph n ^ pnmeiro passo na análise de 

obtenção de um modeío mltem* , co ÍS ivd éííiST em C °" ta que a 
analise. razoavei e a parte mais importante de toda a 

DeP—e-doaop-nic». 

conveniente do que outras representações r p Presenlaçaü ma 'ematica pode ser mais 
ótimo, é quase sempre vS ^usa^^ 

pnmeira-ordem. (Referir-se ao Can U i P con J un ° , de e óuaçoes diferenciais de 

nes,e uTvt Sdo s " discu,ida 

analíticas ou por compu tador 


76 


Simplicidade versus predsão. Na obtenção de um modelo, devemos estabele- 
cer um compromisso entre a simplicidade do modelo e a precisão dos resultados da 
analise. Note que os resultados obtidos da análise são válidos somente na extensão 
a qual o modelo se aproxima de um dado sistema físico. 

a • fm ^ fi rap,dcZ com a quai um computador digital pode desempenhar operações 
ÍHÍÍSSS? pe 7 1,le * nos . em P r Çg a r uma nova abordagem na formulação de modelos 
matemáticos. Ao inves de nos limitarmos apenas aos modelos simples podemos se 

nãn e fnr an °’ ,nC ' “ ,r cen,enas de e Ó ua ÇÓes para descrever um sistema completo Se 
nao for necessano uma precisão extrema, entretanto, é preferível obter apenas um 
modelo razoavelmente simplificado. omer apenas um 

Na dedução de tal modelo simplificado, frequentemente toma-se nerevsárir» 
ignorar ccms propriedades ftsicas inerentes ao\,s,e ma Em pTr^ulâf se um 
modelo matemático linear a parâmetros concentrados (isto é. um modelo empre- 
gando equações diferenciais ordinárias) é desejado, é sempre necessário ignorar 
ínu a r na °H f neandades e paramelros distribuídos (isto é. aqueles que resultfm em 
dl erenciaJ:> P ar ciais» que podem estar presentes no sistema físico Se os 
seri «híüf esta \ pr °P nedad ^ ignoradas apresentam na resposta são pequenos 
mümár d Uma büa f 0 " C0rdancia entre os resultados da análise de um modelo 
matemático e os resultados do estudo experimental do sistema físico. 

hm geraJ. na solução de um novo problema, verificamos ser desejável inicial- 
meme construir um modelo simplificado de modo a ganharmos um conhecimemo 
co e geral para a solução. Posteriormente um modelo matemático mais com 
pleto poderá então ser elaborado e utilizado para uma análise mis iStSS 
r j Dev emos “ tar c,e ™ es do fa, ° de que um modelo linear a parâmetros concen- 
pode ser vaüd0 ™ operações de baixa frequência. pc£e?á não ser 
do em frequências suficientemente altas desde que as propriedades desprezadas 
dos parâmetros distribuídos podem tomar-se um fator , manante no comSrta- 
mento dinâmico do sistema. Por exemplo, a massa de uma mola pode ser desnre 

«', •>“'*> frequência, porem ,„r„a. S e uma píopri ed“de Si 
tante do sistema em altas frequências. p 

m .^ istemas 1 Uneares - Sistemas lineares são aqueles nos quais as equações do 
modelo sáoJmedí-es. L ma equaçao diferencial é linear se os coeíiciemes são 
constantes ou apenas funções da variável independente. A propriedade mais impor- 
^ de s,s,emas 'meares e que o principio da superposição é aplicável. O princípio 
da superposição estabelece que a resposta produzida pela aplicação simuUáneade 
duas forças de excitação diferentes é igual à soma daí duasrespostes mdmdutus 
Consequentemente, para sistemas lineares, a resposta para várias entradas node 

resultados ™ ns,derand °- se uma unica entrada de cada vez e adicionando-se os 
resultados E este pnnc.p.o que permite a construção de soluções complicadas para 
equações diferenciais lineares a partir de soluções relativamente simples 

efeirn Sn*™* ,nvestIgaçao e *Penmental de um sistema dinâmico, se a causa e o 
efeito sao proporcionais, implicando que o pnncip.o da superposição é aplicável 
então o sistema pode ser considerado linear. P 

tpmnf 1 *?”," 5 ,Ín ? reS invariáveis no lem Po * sistemas lineares variáveis no 
tempo. Sistemas dinâmicos que sao lineares e compostos de componentes com 

dfferenrSt COncentradüS e variáveis no tempo podem ser descritos^or equações 
ÍSrr 00 temp0 > E . Sles s,stemai > denominados sistemas Unet 
- n ° P °- < a coeficiente-constante linear). Os stste mas que sao 

representados por equações diferenciais cujos coeficientes são funções de tenü>õ 
^ao denominados sistemas vanaveis no tempo. Um exemplo de um sistema de 
controle vanavel no tempo e um sistema de controle de uma nave espacial ( \ 
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massa de uma nave espacial varia devido ao consumo de combustível, e a força 
gravitacional varia conforme a nave se distancia da Terra.) 

Sistemas nào lineares. Sistemas não lineares são aqueles representados por 
equações não lineares. Exemplos de equações nao lineares sao 

y = senx 
y = x z 
z = x 1 + y 1 

(Na última equação, z é uma função não linear de x e y •) 

Uma equação diferencial é dita não linear se ela nao for linear. Exemplos de 

equações diferenciais não lineares são 

él* — ( d -f) — x = A sen cot 
dl 1 \dt) 

£?+(**-i>£+*-o 

*lz + d 4 + x~x' = 0 

dr di 

Embora muitas relações físicas sejam representadas muitas vezes por equa- 
ções lineares, na maioria dos casos as relações reais não são exatamente lineares. 
De fato. um estudo cuidadoso de sistemas físicos revela que mesmo os chamados 
“sistemas lineares” são realmente lineares apenas em faixas limitadas de operaçao. 
Na prática, muitos sistemav eleiromecànicos. sistemas hidráulicos, sistemas 
pneumáticos etc envolvem relações não lineares entre as vanaveis. Por exemplo. a 
saída de um componente pode saturar para sinais grandes na entrada. Pode haver, 
por outro lado. um espaço morto que afeta em relação a pequenos sinais. ( U e spaço 
mono de um componente e um pequenointervalode variações na entrada dentro do 
qual o componente é insensível.' Não linearidade do tipo lei-quadratica pode 
ocorrer em alguns componentes Por exemplo, amortecedores utilizados em siste- 
mas físicos podem ser lineares em operações de baixa velocidade, porem podem 
tornar-se não lineares para altas v elocdades. e a força amortecedora pode tomar-se 
proporcional ao quadrado da velocidade de operação. Exemplos de curvas carac- 
terísticas para estas não linearidades são indicados na Fig. 4.1. 

Note que alguns sistemas de controle importantes são nao lineares em relaçao 
a sinais de qualquer dimensão. Por exemplo, em sistemas de controle liga-desliga 
(on-ofj). a ação de controle ou e liga ou desliga e não ha uma relação linear entre a 

entrada e a saída do controlador. . . , - . 

A característica mais importante de sistemas não lineares e o lato de que na 
aplicável o principio da superposição. Os procedimentos para determinar as solu- 
ções de problemas que possuam sistemas não lineares, em geral, são extremamente 
complicados. Devido a esta dificuldade matemática inerente a sistemas nao linea- 
res, normalmente é necessário introduzir sistemas lineares "equivalentes^ no lugar 
daqueles não lineares. Estes sistemas lineares equivalentes somente sao validos 
dentro de uma faixa limitada de operação. Uma vez que um sistema nao linear e 
aproximado por um modelo matemático linear, várias ferramentas lineares podem 
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Nfto-lmeandade Néo-linaaridade 

por saturação P° r zona-morta 


Fig. 4.1 Curvas caractensücas para vanas nào-iineandades. 



Nfco-lme aridade 
por lei quadrática 


ser aplicadas para fins de análise e projeto. Introduziremos neste livro várias 
técnicas de linearização. 

4.2 FUNÇÕES DE TRANSFERÊNCIA 

Na teoria de controle, funções denominadas ‘funções de transferência são 
extremamente usadas para caracterizar as relações entrada-saida de sistemas linea- 
res invariáveis no tempo. O conceito de funções de transferência aplica-se somente 
a sistemas lineares invariáveis no tempo, embora possa ser estendido a certos 
sistemas de controle não lineares. (Referir-se ao Cap. 11). 

Funções de transferência. A função de transferência de um sistema linear 
invariante no tempo é definida como sendo a relação da transformada de Laplace da 
saída (função resposta) para a transformada de Laplace da entrada (função excita- 
ção). considerando-se nulas todas as condições iniciais. 

Considere o sistema linear invariável no tempo definido pela seguinte equaçao 
diferencial: 


(■) (n-ll 

a 0 y + a t y - • • • + fl .-i y + a »> 

= Crí'^‘'+tiH4.x (n^n i) (4.1) 

onde.v é a saída do sistema ex é a entrada. A função de transferência deste sistema c 
obtida considerando-se as transformadas de Laplace de ambos os membros da bq. 
(4.1). considerando-se que todas as condições iniciais são nulas, ou seja. 


Função de transferência = (7(5) = 


Y(s) _ b 0 s m -F 0,5"-’ - • 

v/ I „ c«-l 1 . 


• - fr-1 S - b m 

• + a.-tS + o„ 


A função de transferência é uma expressão relacionando a saída e a entrada de 
um sistema linear invariável no tempo em termos dos parâmetros do sistema e e 
uma propriedade do próprio sistema, independente da entrada ou tunçao de excita- 
ção. A função de transferência inclui as unidades necessárias para relacionar a 
entrada com a saída; entretanto, não fornece qualquer informação relativa a estru- 
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tura física do sistema. ( As funções de transferência de muitos sistemas físicos 
diferentes podem ser idênticas.) 

Pela utilização deste conceito, pode-se representar a dinâmica do sistema por 
equações algébricas em s . A maior potência de s no denominador da função de 
transferência ê igual à ordem do termo de maior derivada na saida. Se a maior 
potência de s é igual a/i.o sistema é denominado um sistema de ordem n-esima. 

Sistema translacional mecânico. Considere o sistema amortecedor viscoso- 
mola-massa indicado na Fig 4.2. Lm amortecedor do tipo indicado e um disposi- 
tivo que proporciona uma fricção viscosa, ou amortecimento. Consiste em um 
pistão e um cilindro cheio de óleo. Qualquer movimento relativo entre a haste do 
pistão e o cilindro c resistido pelo óleo porque este deve fluir em volta do pistão (ou 
através de orifícios existentes no pistàoi de um lado do pistão para o outro. O 
amortecedor essencialmente absorve energia. Esta energia absorvida é dissipada 
como calor, e o amortecedor não armazena qualquer energia cinética ou poten- 
cial. 



Fig. 4.2 Sistema do amortecedor v iscoso-mola-massa 


Calculemos a função de transferencia deste sistema admitindo que a lorça.vtr I e 
a entrada e o deslocamento da massa e a saida y(r). Procederemos de acordo com os 
seguintes passos: 

1. Escrever a equação diferencial do sistema. 

2. Considerar a transformada de Laplace da equação diferencial, admitindo 
que todas as condições iniciais são nulas. 

3. Calcular a relação entre a saida Yis ) e a entrada A'(j). Esta relação é a 
função de transferência. 

Para calcular a equação diferencial linear invariante no tempo, vamos supor 
que a força de fricção do amortecedor e proporcional ai e que a mola e uma mola 
linear, isto é. que a força na mola e proporcional ay. Neste sistema, m indica a 
massa./ indica o coeficiente da fricção-viscosa, e k denota a constante da mola. 

A lei fundamental que governa os sistemas mecânicos é a lei de Newton. Para 
sistemas de translação a lei estabelece que 

ma = £ F 
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onde 

m = massa, kg 
a = aceleração m/s : 

F = força. N 

Um quilograma é uma unidade de massa. Quando e acionado por uma força de 1 N. 

a massa de 1 kg acelera com 1 m/s-. . 

Aplicando a lei de Newton ao sistema presente, obtemos 

d 2 v fdy _ i... _ Y 


d 2 v r dy , . 

m dT-- f dí' h - 


Considerando a transformada de Laplace de cada termo da Eq. (4.2). resulta 


Çf\ m&] = w[5 : }'(5) — jv(0) — v(0)] 

L dr J 

& = f[sY(s) - .VÍO)] 

<£[ky] = kY(s) 

Sf[x) = X(s ) 

Se considerarmos as condições iniciais iguais a zero de modo que y<0> = 0. y(0) = 0. 
a transformada de Laplace da Eq. <4.2) pode ser escrita 

(ms 2 +fs — k)Y(s) = A/j) 

Calculando a relação entre Rs ) e A ts ). encontramos que a função de transferência 
do sistema é dada por 

Função de transferencia = 0(5) - - — z ZTJT+lc 

Sistema rotacional mecânico. Considere o sistema indicado na Fig. 4 3. O 
sistema consiste em uma carga de inércia e um amortecedor por tncçao-viscosa. 



Fig. 4.3 Sistema rotacional mecânico. 
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Por defimçáo. 


J = momento de inércia da carga, kg-m 2 
/ = coeficiente de fricção- viscosa. N-m/rad/s 
(u = velocidade angular, rad/s 
T - torque aplicado ao sistema, N-m 

Para sistemas rotacionais mecânicos, a lei de Newton estabelece que 
Ja = '£T 

onde 

J = momento de inércia. kg-m ! 
a = aceleração angular, rad/s 2 
T = torque. N-m 

A relação entre g-cm 2 e slug-ft 2 é dada por 
1 slug-ft 2 = 13,56 x 10 9 g-cm 2 

As unidades consistentes para massa, momento de inércia e torque são fornecidas i 

pela seguinte tabela: 


Massa 

Momento de inércia 

Torque 


slug 

slug-ft 2 

N-m 


grama 

quilograma 

g-cm 2 

kg-m 2 

dma-ern 

newton-m 



Aplicando a lei de Neuton ao sistema apresentado, obtemos 
J(ú +fco = T 


Se admitirmos que o torque 7 aplicado é a entrada e a veloci 
então a função de transferência deste sistema é dada por 


vciuciuaue anguiarta 

^ o 


ÇM- i 
As) JIT7 


onde 


0(i) = &[co(t ) ] 

ns) = ^mt)) 


Circuito L-R-C. Considere o circuito elétrico indicado na Fig. 4.4. O circuito 
consiste em uma mdutanciaL (henry), uma resistência/? (ohm), e umacapacitãncia 


k 


L R 

o 'T5T' V/vV 



Fig. 4.4 Circuito elétrico. 


C (tarad). Aplicando as leis de Kirchhoff para o sistema, obtemos as seguintes 
equações: 6 


a? - Ri ~ è / idl = 

~C J < <h = e„ 


»4.3) 

(4.4) 


Tomando as transformadas de Laplace das Eqs. (4.3) e (4.4). admitindo condições 
iniciais nulas, obtemos 

Ls/(s) - RI(s) - i i/(s) = E,U) 

Z 4'» = 

Se se admite que e a entrada e i f , a saída, então, demonstra-se que a função de 
transferência deste sistema é 

E 0 (s) _ 1 

E,(s) LCs : - RCs - 1 í4 -5) 



Impcdancias complexas. Na dedução de funções de transferência para redes 
eletneas. Irequentemente venticamos ser conveniente escrever diretamente as 
equações transformadas em Laplace sem escrevei as equações diferenciais Consi- 
dere o sisiema indicado na Fig.4.5(a». Nestesistema. Z,e Z. representam impedãn- 
J ;‘s c ^ m Plexas A impedancia compiexa Z(.v) de um circuito com dois terminais 
e a relaçao entre £(.t i. a transformada de Laplace da tensão entre os terminais, e 



(o) <b) 

Fig. 4.5 Circuitos elétricos 
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/(s), a transformada de Laplace da corrente através do elemento, admitindo-se 
condições iniciais nulas, de modo que Z(s)= Eis)II(s). Se o elemento de dois 
terminais for uma resistência R . capacitáncia C ou indutáncia L . então a respectiva 
impedáncia complexa é dada por/?. HCs . ou Ls. respectivamente. Se impedáncias 
complexas forem ligadas em série, a impedáncia total é a soma das impedáncias 
complexas individuais. 

Considere o circuito indicado na Fig. 4.5(b). Suponha que as tensões e, e e 0 
correspondem à entrada e à saída do circuito, respectivamente. A função de 
transferência deste circuito é. então. 

Us) Z/s) 

E/s) Z/s) 4- Z/s) 

Para o sistema mostrado na Fig. 4.4. 


Z, = Ls — R, 


Z, = — 
• Cs 


Portanto, a função de transferência £ 0 (s)/£((s) pode ser escrita: 

X 

E/s) _ Cs 


E/s) 


Ls-R-h^r 

Cs 


1 

LCs 1 -r RCs - 1 


que. é claro, é idêntica à Eq. (4.5). 

Elementos passivos e elementos ativos. Alguns dos elementos em um sistema 
(por exemplo, capacitáncias e mdutáncias em um sistema elétrico) armazenam 
energia. Esta energia pode posteriormente ser introduzida no sistema. A quanti- 
dade de energia que pode ser introduzida não pode exceder a quantidade que o 
elemento armazenou, e. a menos que um elemento tenha armazenado energia 
anteriormente, ele não pode fornecer qualquer energia para um sistema. Por esta 
razão, tais elementos são denominados elementos passivos. Um sistema contendo 
apenas elementos passivos é denominado um sistema passivo. Exemplos de ele- 
mentos passivos são as capacitáncias. resistências, indutáncias: massas, inércias, 
amortecedores, molas. Para sistemas passivos, todos os termos em uma equação 
diferencial homogênea do sistema possuem o mesmo sinal. 

Um elemento físico que pode fornecer energia externa para um sistema é 
denominado um elemento ativo. Por exemplo, um amplificador é um elemento 
ativo desde que possui uma fonte de potência e supre potência ao sistema. Fontes 
de força externa, torque ou velocidade; fontes de tensão, ou corrente etc. também 
são elementos ativos. 

Analogia força-tensâo. Considere o sistema mecânico indicado na Fig. 4.6(a) e 
o sistema elétrico mostrado na Fig. 4.6<b). A equação diferencial para este sistema 
mecânico é 



m 


d z x 



+ kx = p 


( 4 . 6 ) 



Fig. 4.6 (a) Sistema mecânico; (b) sistema elétnco análogo. 


enquanto a equação diferencial para o sistema elétrico é 

L T' + Ri + z\“ l, = e 

Em termos da carga elétrica q. esta última equação torna-se 

L d ±l-R d A = e ( 4 . 7 ) 

L dt 2 ■ dt C H 


Comparando as Eqs. (4.6) e (4.7). verificamos que as equações diferenciais 
para os dois sistemas são idênticas. Estes sistemas são denominados sistemas 
análogos, e os termos que ocupam posições correspondentes nas equações diferen- 
ciais são chamados de grandezas análogas. Uma lista de grandezas análogas é 
fornecida na Tabela 4. 1 . Neste caso a analogia é denominada analogia força-tensâo 
elétrica. 


Tabela 4.1 Grandezas análogas na analogia força-tensâo 


Sistema mecânico 


força p (torque T) 
massa m (momento de merda J ) 
coeficiente de fneção- viscosa/ 
constante da mola k 

deslocamento x (deslocamento angular 0) 
velocidade x (velocidade angular 0) 


Sistema eleinco 


tensão elétrica e 
mduláncia L 
resistência R 

reciproca de capacitáncia (elastáncia) 1/C 
carga q 
corrente i 



A Fig. 4.7 mostra aJguns exemplos de sistemas análogos. Cada um dos siste- 
mas elétricos e seu sistema mecânico correspondente possuem funções de transfe- 
rencia análogas. (Na Fig. 4.".j: j ejro indicam deslocamentos.) Note que na dedução 
das funções de transleréncia. consideramos que os sistemas são constituídos por 
paramet.os concentrados e que não há efeito de carga na saída 



, 0ulra analogia ülil en,re sistemas elétricos e sistema 

mostradora nTÍftíf a A naJog,a / or j. a f - corTenle - Considere o sistema mecánicc 
mostrado na Fig. 4.8(a). A equaçao diferencial que descreve o sistema é 


d 2 x f dx . 

m dÕ- f T,- k * = P 
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( 4 . 8 ) 


* 

•j 


Considere agora o sistema elétrico mostrado 
Kirchhoff relativa a correntes, obtemos 


na Fig. 4.8(b). Aplicando a lei de 


l L í* ~ íc — Í g 

onde 


( 4 . 9 ) 






Z77. 


( 0 ) 


(b) 


Fig. 4.8 (a) Sistema mecânico; (b) sistema elétrico análogo. 





ic = C 


de 

di 


A Eq. (4.9) pode ser escrita 

1 


L \ ei, ~ +Cj, = i. ( 4 . 10 ) 

equação* ° nU, ° n ’ agTClico “ncatenado * é relacionado com e pela seguinte 


aV 

di 


= e 


Em termos de i//. a Eq. (4.10) pode ser escrita como segue: 

1 dy 1 

dt 1 R di L* 1 ‘ 


( 4 . 11 ) 
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j 

Comparando as Eqs. (4.8 > e (4. 1 1 ). verificamos que os dois sistemas são sistemas 
análogos. As grandezas análogas são listadas na í abela 4.2. Neste caso a analogia ^ 

é denominada analogia força-corrente. 


Tabela 4.2 Grandezas análogas na analogia força-corrente 

Sistema mecânico Sistema eléinco 

corrente elétnca / 
capacitáncia C 

reciproco da resistência (condutancia) MH 
reciproco da indutancia l/l 
fluxo magnético concatenado õ 
tensão eletrica <■ 


Sistemas análogos. O conceito de sistemas análogos é muito útil na prática 
desde que um tipo de sistema pode ser mais tácil de ser manuseado experimental- 
mente do que um outro tipo. Por exemplo, em vez de construir e estudar um sistema 
mecânico, podemos construir e estudar seu análogo elétnco porque, em geral. t 

sistemas elétricos ou eletrônicos são muito mais fáceis de serem analisados expen- i 

mentalmente. Em particular, computadores analógicos eletrónicos são muito úteis 
para simulação de sistemas mecânicos, bem como de outros sistemas tísicos. 

Deve ser lembrado que analogias entre estes sistemas caem por terra quando 
as regiões de operação são muito extensas. Em outras palavras, desde que as 
equações diferenciais relacionadas com as analogias são baseadas somente por , 

aproximação ás características dinâmicas dos sistemas físicos, a analogia pode 
falhar se a região de operaçáode um sistema é muito ampla. Se a região de operação 
de um dado sistema mecânico é ampla, entretanto, pode ser dividida em duas ou , 

mais sub-regiões e os sistemas elétricos análogos podem ser elaborados para cada 
sub-região. Dc fato. analogias não são limitadas a sistemas elétricos e sistemas 
mecânicos: são aplicáveis a quaisquer sistemas nos quais suas equações diferen- 
ciais. ou funções de transferência, são de forma idêntica. 

Funções de transferência de elementos em cascata. Muitos sistemas realimen- 
tados possuem componentes que carregam uns aos outros. Considere o sistema 
mostrado na Fig. 4.9. Suponha que e, é a entrada e e„ e a saída. Neste sistema o 


força p (Iorque T) 

massa m (inércia J) 

coeficiente de fricção-v iscosa/ 

constante da mola ( 

deslocamento x (deslocamento angular 

velocidade x (velocidade angular dl 
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segundo estagio do circuito (parte R£*) produz um efeito de carga no primeiro 
estagio (pane 7?,C,). As equações para este sistema são 

Af(i ,-/,)* M-12» 

L I * 

e 

~ f (/, - /,) dt — Rji = — i | /jffr = — *o (4.13) 

C, . 

Tomando as transformadas de Laplace das Eqs. (4. 12) e (4. 13). admitindo condi- 
ções iniciais nulas, obtemos 

J_[ 1/s) - / ; (5.|] - /?,/,(*) = E/is) < 414) . 

C,í 

J-[Us) - /,(s)] - RJ.Js) = = -Eo(s) (4.15) 

C,5 * <-2-* 

Eliminando /,(s) e l.is l das Eqs. (4.14) e (4.15). verificamos que a função de 
transferência entre £ 0 <J > e £ ( (5) e 

E 0 (S) ! 

Ê/T) “ (R)C jS - 1 HR 2 C 2 s - 1) - RiC-s 

= R.C.RX.j'- - (It.c, - R.C. - K,C.)s - I 


O termo R ,C ? v no denominador da função de transferência representa a interação 
dos dois circuitos simples RC. Desde que (/? t C, t RnC* + R\C 2 )- > 4/?,f } R_C : . as 
duas raízes do denominador da Eq. (4.16) são reais. 

Esta análise demonstrou que se dois circuitos RC são ligados em cascata, de 
modo que a saída do primeiro circuito é a entrada do segundo, a função de 
transferência global não e o produto de \nR t C\S ---lie 1 ilR^Ç^s — 1). A justificativa 
para este fato e que. quando calculamos a função de transleréncia para um circuito 

isolado, admitimos implicitamente que a saída não e carregada. Em outras palavras. 

se admite a impedancia de carga infinita, o que significa que nenhuma potência 
esta sendo consumida na saída. Quando o segundo circuito é ligado na saída di* 
primeiro, entretanto, uma certa quantidade de potência é consumida, sendo conse- 
qüentemenie violada a consideração de não haver carga na saída. Poi tanto, se a 
função de transferência deste sistema é obtida sobre a hipótese de não haver carga, 
então ela não é válida. O grau de efeito de carregamento determina a quantidade de 
modificação da função de transferência. 


Funções de transferência de elementos em cascata sem carregamento. A função 
de transferência de um sistema consistindo em dois elementos em cascata sem 
carregamento pode ser obtida eliminando-se a entrada e a saída intei mediárias. Por 
exemplo, considere o sistema mostrado na Fig. 4. 10(a). A função de transferência 
de cada elemento é 
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(b) 


Fig. 4.10 (a) Sistema consistindo em dois elementos em cascata sem carregamento; (b) um 
sistema equivalente. 


G ' W “ Xjs)' 


G = ,J ' - w> 


Se a impedãncia de entrada do segundo elemento é infinita, a saída do primeiro 
elemento não é afetada pela conexão ao segundo elemento. Neste caso. a função de 
transferência de todo o sistema é 




A função de transferência do sistema global é então o produto da função de 
transferência dos elementos individuais. Isto é mostrado na Fig. 4.IO(b). 

Como exemplo, considere o sistema indicado na Fig. 4.11. A inserção de um 
amplificador de isolação entre os circuitos para obter características sem carrega- 
mento é frequentemente utilizada para combinar circuitos elétricos. Desde que 
tanto amplificadores de estado sólido como amplificadores a válvulas possuem 
impedâncias de entrada muito altas, um amplificador de isolação inserido entre os 
doi s circuitos justifica a afirmação de não haver carregamento. 

Os dois circuitos simples/?C. isolados por um amplificador conforme indicado 
na Fig. 4.11. possui efeitos de carregamento desprezíveis e a função de transferên- 
cia de todo o circuito é igual ao produto das funções de transferência individuais. 
Consequentemente, neste caso. 


E 0 (s) ( 1 

E/s) — 1 



1 

R 2 C 2 s — 1 


) 


K 

(R,C,j -+- 1 )(R 2 C 2 s — 1) 
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4.3 LINEARIZAÇÃO DE UM MODELO MATEMÁTICO NÃO LINEAR 

Esta seção apresenta uma técnica de linearização aplicável a muitos sistemas 
não lineares. Aplicaremos esta técnica a um servomotor hidráulico e obteremos 
uma função de transferência para o servomotor hidráulico linearizado 

Aproximação linear de sistemas não lineares. A fim de obter um modelo ma- 
temático linear para um sistema nào linear, suporemos que as vanáveis sanam 
muito pouco em relação a alguma condição de operação. Considere um sistema cuja 
entrada é xit) e cuja saída é >•(/). A relação entre y(r) e x(t) e dada por 

T=/(*) (4.17) 

Se a condição de operação normal corresponde ai.y. entãoa Eq. (4.17) pode ser 
expandida em séne de Taylor em tomo desse ponto como segue 

>•»/<*) 

(*-*)’+ 14 . 18 ) 


onde as derivadas dfldx. (Pfldx 2 .... são calculadas emjr = x. Se a variação de a - x 
e pequena, podemos desprezar os termos de maior ordem em x - x. Então a Eq. 
(4.18) pode ser escrita 

y = y+K{x- x) (4.19) 

onde 


>• = /(*) 

k.€ 

dx\„, 


A Eq. (4.19) pode ser reescrita como 


y — y = K{x - x) (4.20) 


o que indica quey - y é proporcional d x - i. A Eq. (4.20) fornece um modelo 
matemático linear para um sistema não linear dado pela Eq. (4.17). 

Agora considere um sistema não linear cuja saída y é uma função de duas 
entradas .x, er } . de modo que 


y =/(*,, x 2 ) (4.21) 


De modo a obter uma aproximação linear para este sistema não linear, podemos 
expandir a Eq. (4.21) em uma série de Taylor em tomodo ponto de operaçãoi,.*,. 
Então a Eq. (4.21) toma-se 
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y =/(*,. Í 2 ) + -•*.) + g £ - •»!>] 

~ (x ' - i,) ’ + 2 à^b; (x ' - *■**» _ •*>) 

- 3Jl ( * ! - * !)1 ] + •" 

onde as derivadas parciais são calculadas em * , = j„ *, = i„ Próximo ao ponto de 
operaçao normal, os termos de ordem superior podem ser desprezados O modelo 
matemático linear deste sistema não linear na vizinhança da condição da operação 
normal e então dado por 

y y ^1) t Ajíxj — x 2 ) 

onde 

>' =f(x„x 1) 

K = d f\ 

„ _ df 

Servomotor hidráulico. A Fig. 4.12 mostra um servomotor hidráulico. É es- 
sencialmente um amplificador de potência hidráulico controlado por válvula piloto 
e um aluador. A vai vula piloto é uma válvula balanceada no sentido de que as forças 
uc pressão que agem na mesma são todas balanceadas. Uma potência de saída 


Oleo 

soo 

Dreno Dre^sáo Dreno 



Cilindro de potência 


Hg. 4.12 Diagrama esquemático de um servomotor hidráulico. 
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muito grande pode ser controlada por uma válvula piloto, a qual pode ser posicio- 
nada com uma potência muito pequena. 

A operação do servomotor hidráulico é a seguinte: Se a válvula piloto é movida 
para a direita, então a abertura 1 é ligada à abertura de suprimento e óleo sob 
pressão entra no lado esquerdo do pistão de potência Desde que a abertura II é 
ligada a abertura de dreno, o óleo no lado direito do pistão de potência é retomado 
ao dreno. O oleo fluindo no cilindro de potência esta sob alta pressão e o óleo 
llumdo para fora do cilindro de potência através do dreno está sob baixa pressão A 
diíerença de pressão resultante em ambos os lados do pistão de potência ocasiona 
um movimento para a direita/O óleo retomado é pressurizado por uma bomba e 
recirculado no sistema. Quando o pistão piloto é movido para a esquerda 0 pistão 
de potência move-se para a esquerda. 

.nh pratica, as aberturasa. b ec mostradas na Fig. 4. 12 são sempre construídas 
maiores do que as valvulas correspondentes A . B e C Neste caso ha sempre uma 
tuga atras es da vai vula. Este fato aumenta tanto a sensibilidade como a linearidade 
do servomotor hidráulico. Consideraremos esta hipótese na análise que se segue 
[Note que algumas vezes um sinal ••trémulo", um sinal de alta frequência de 
amplitude muito pequena (em relação ao deslocamento máximo da valvulai. é 
sobreposto ao movimento da válvula piloto. Isto também aumenta a sensibilidade e 
a linearidade. Neste caso também há fuga através da válvula.) 

Vamos definir 

Q = taxa de fluxo de óleo para o cilindro de potência, kg/s 

= P - “ - diferença de pressão através do pistão de potência. N/m 2 

x - deslocamento da válvula piloto, m. 

Na Fig. 4.12. pode-se ver que Q é uma função dex tAP Em geral, a relação entre as 
variaveis Q, x e AP e dada por uma equação não linear: 

Q =/(*, AP) 

Linearizando esta equação não linear em torno do ponto de operação normal Õ x 
AP. obtemos * " * 

Q - Q = K,(x - x) - K Z (AP -AP) ( 4 . 22 ) 

onde 


Q=f(x,AP) 

k- ÓQ 


Kl 


dQ 

d~ÃP , . i 


Note que para este sistema, a condiçãode operação normal corresponde aÕ = 0 i 
= 0 e AP = 0. Portanto, obtemos da Eq. (4.22). 


Q = K,x - K 2 AP ( 4 23 ) 
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A Fig 4.13 mostra esta relação linearizada entre Q, x c A P . As relas indicadas 
correspondem as curv as características do servomotor hidráulico linearizado. Esta 
família de curvas consiste em retas paralelas equidistantes, parametrizadas por.r. 



Fig. 4.13 Cursas características do servomotor hidráulico linearizado 


Referindo-se á Fig. 4.12. notamos que a taxa de fluxo de óleo Q (kg/s) \ezes di 
(s) e igual ao deslocamento do pistão de potência d} (m) vezes a área do pistão A 
mri vezes a densidade do óleo p (kg/m 3 ). Portanto, obtemos 

A p dy — Q di 

Note que para uma dada laxa de flu\o(T quanto maior for a area do pistão A menor 
sera a velocidade dy idi . Portanto, se a área do pistão 4 é feita menor, permane- 
cendo as outras varias eis constantes, a velocidade dyldl tornar-se-a maior. Tam- 
bém uma taxa de fluxo Q maior acarretará um aumento na velocidade do pistão de 
potência e um menor tempo de resposta. 

A Eq. (4.23) pode agora ser escrita como 

A força desenvolvida pelo pistão de potência e igual a diferença de pressão \P 
vezes a área do pistão A ou 

Força desenvolvida pelo pistão de potência = A \P 

= Y 2 { K ' x ~ Ap %) 

Para uma dada força maxima. se a diferença de pressão for suficientemente alta. 
a área do pistão ou o volume do óleo no cilindro pode ser feito pequeno. Conse- 
quentemente. para minimizar o peso do controlador, devemos fazer a pressão de 
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suprimento suficientemente alta. 

Suponha que o pistão de potência mova uma carga que consiste em uma 
massa e uma fncção-viscosa. Então, a força desenvolvida pelo pistão de potência 
é aplicada á massa de carga e à fricção, obtendo-se 

my +fy = - Apy ) 

A 2 




onde m é a massa (kg) da carga t/é o coeficiente de fricção viscosa lN-s/m). 

Supondo que o deslocamento da válvula piloto x e a entrada e o deslocamento 
do pistão de potência v a saída, verificamos que a função de transferência para o 
servomotor hidráulico é. a partir da Eq. (4.24). 



r /A ‘> 

Ap 

IA AK, r 

AK, 

Y aJ 


A 

s(Ts - 1) 


ÍA, Ap 
AK , A', 


mK z 

/A 2 - A- p 


Da Eq. (4.25). pode-se notar que esta função de transferência é de segunda ordem. 
Se a relação mK«HjK. + A-p) é suficientemente pequena a ponto de poder ser 
desprezada ou a constante de tempo 7 for desprezível, a função de transferência 
pode ser simplificada para resultar 


Y(s)_ A 

Ima análise mais detalhada indica que. se a fuga do óleo. compressibilidade 
(incluindo os efeitos do ar dissolvido), expansão de tubulação etc. são levados em 
consideração, a função de transferência torna-se 


s(T t s -F ixr 2 j 


onde 7, e 7. são constantes de tempo. De fato. estas constantes de tempo dependem 
do volume de óleo do circuito de operação. Quanto menor for o volume, menores 
serão as constantes de tempo. 
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4.4 DIAGRAMAS DE BLOCOS 


li » "btiiiíi^âo matematica. nuramcni^ a \. 

seot a van,a?em de »* -.isSetr fl uTo S d s t 

através dé WocMftmckwSTo-SÍSfuStóp d " M '’ le ? ,a sio ''fadas as outras 

s.mholo para a operação matemat.ca sobre o ‘sina! deTntradTn^r 

produz a saída. As funções de ^ ° e entrddd P ard o bloco que 

indicadas nos blocos correspondentes os cniaí, •* > s | COI JJ ponen, ^ s sào usualmeme 

o sentido do fluxo de sinai^ Note aue o 3 Jd n h ' pad ° S P° rflechas Para indicar 
flecha. Consequentemente um diagrama de w ^ P& f ar somenIe no ^ntido da 
indica explicitamente uma propnedfde uni^ateraí.^ * Um S,Slema de COn,roie 

(flecha) apontando para o^Uko fnaica a em? d™* 1 ^ b,ocos ‘ 0 se g m entoorientado 
bloco representa a Lida. Fstas d ° 


Punção de | w e , 

► transferência I 

G(s) 


Fig. 4.14 Elemento de um diagrama de bloco. 


dt 

fluxo de sinal, sendo ^ ^ bl ° c ? dos CWT1 P™entes de acordo com o 

no desempenho global do sistema ' M CU 8r U contnbui< *' àü de Cada componente 

mentf^ ei«e "T'* P ° de ser ***** mais direta- 

flsico. Um diagrama de bloco contém°Lf° qUe - PCl ° ? xame do P rb P no sistema 

reiaçâo^podern ser^representadorpeJonutslnt^ja^ram^d^b^o^ ^' 71 

c explicitamente mosMd™ TamE^ue prmc ' r ’ al f'“ ntedc eneisia não 

entra^*™^ 


% 



Flg. 4.15 Diagrama de bloco de um detector de 


vdn Kn ,ep^ iC ariapdi«míKí^S a nO O^ 0 rde /í? SÍn ' vi, “- 

detector de erro é indicado na Fie 4 l* ^ diagrama de bloco de um 

soma^Os S m£^™ fedí H? «“ *"*“ ™ a geração de 

adicionado „u subtraído È m^ZmVtuè « V ’í Cam «"»' deve ser 

subira, das possuam as mesmas dunensóes e as mesmísYJS i “ ÍK:,onadas ou 

exempSml^ad^ZísTl^^r^r , A F * 416 «*. uns 

real, men, ada ao ponto de soma onde ? S t' <****>*■ A satda ti. , e 

ff Is). A natureza de malha-feehada do sistem™ e indieadTcl» eI " radil dc . r 'f'réncia 
satda do bloco. Cu I nesle caso e ohi.H -, - , , c . c 'aramenle pela figura A 
ca 6is , com a enlrâda do bl«„ £^, P “ mulllpl '“f ' “sla função de transferén- 


Ponto 
Oe soma 


Ponto 
Ce lunçáo 


f(s) p 



Fig. 4.16 Diagrama de bloco de um sistema em malha-fechada 


b'oc^S™rS^“ a H POde -rresemado po, um d.agrama de 
.tuncão 2 um pomo de 

blocos concomitantemente ou a pontos de soma d S ° Ulros 

enJn^es^^rerafol^d^l 0 1', ""S para “»■■»*> «■» • 

entrada. fttrenJorSStSí,-’ Para d ° Slnal de 
usualmente a temperatura controlada O siml de * *f ni l*ratura. o sinal de saida é 
temperatura, deve ser convemdo n ,ra r qUC P 0551 " a d ' m '"xão de 

rado com o sinal de en,rX E síi conversão é TrnaTT 7"'" de ier com P a ' 
laçáo cuja função de transferencia e His). como indmado na allme "' 

siarsr «sá?-* « ^ 

envtadopara 
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ír; 1 ™ a,uan " **» é d " 0m '- 

Função de transferência de malha-aberta =-~ = G(s)H{s , 


^S^^*nSfdSi. * i;: a “* ai é d — d “ *»*> * 


Função de transferência do ramo direto = 


C(s) 

E(s) 


= G(s) 


SrSSr? i?=“9»'?»3ss=: 

segue: P ' ada ^<'>eaentrada/?(.sisao relacionadas como 


C(j) = G(s)E(s) 

E(s) = R(s) - B(s ) 

= R(s) - H(s)C(s) 

Eliminando £<.v) destas equações, resulta 


C(j) = G(5 )[/?(j) - //(s)C(j)] 


ou 


Ç(s) _ G(s) 

R(s) 1 - G(s)H(s) 


(4.26) 


^■SíSíítSíir f ui e a c ^ amada *»*• dt 

dOTistema em malha-TeclialTa cnra a dmLir e tran!>rerencia relaciona a dinamica 
elementos da real.mentaçâo Ca d ° S e,ement0! ‘ do direto e os 

Da Eq. (4.26), C(s)édada por 


C(í) - — tk) W5) 


r-taars «sasa- * 


9H 



iH=f||lÍIÍ=H~£SS 


Disturoio 

Ms) 



Fig. 4.18 Sistema em malha-fechada sujeito a um distúrbio. 


SS^SSaSSSSS 

G\(s) G 2 (s) 

A ií) 1 — C,(í)G,( 5 )//(.?) 

^# (J 1 _ G t (í)G 2 (í) 

Ris) 1 — G l (s)G I (s)H(s) 

dis.urb.oV^ é dHdapor’’ '- 0 """ ** * n,rada de #01 e ao 


C(S) = CM + C K (S ) 

i + <J,(s)g[(s)H(s^ G ' U,RÍS> ~ 


caso C a Tn^L?, 0ra °f CaS0 ondt,f; ' (,lH ' !l » 1 eiG,uiC,(., iW( S ) » I. Nesie 
Cd. ( . a função de transferencia em malha-fechada C\<í )/.V< s ) torna-se auase mil- . 

o efeito do distúrbio é eliminado. Esta é uma vantagem do sistema em maiha-fecha- 





Por outro lado. a função de transferencia em maJha-fechada C*(s)//?<5) apro- 
xima-se a l/7/(.v) conforme o ganho de G^slG-tt)// ( 5 ) aumenta. Isto significa que se 
G,(sKj 2 (s >> 1. então a função de transferência em malha-fechada 

C*Ií)//<(j) torna-se independente de G,(s) e Gj(5 > e mversamente proporcional 
a H{s). de modo que as vanações de G,(s) e G-(s) não afetam a função de trans- 
ferência em malha-fechada Ck(s)IR(s). Esta é outra vantagem do sistema em 
malha-fechada Pode ser facilmente verificado que qualquer sistema em malha- 
fechada com realimentação umtaria. His I = 1. tende a igualar a entrada e a saída. 

Procedimentos para construir diagramas de blocos. Para desenhar o diagrama 
de blocos de um sistema, escreva primeiro as equações que descrevem o compor- 
tamento dinâmico de cada componente, tome então as transformadas de Laplace 
das equações, admitindo condições iniciais nulas, e represente cada equação trans- 
formada de l^aplace individualmente na forma de bloco. Finalmente, monte os 
elementos em um diagrama de blocos completo. 

Como um exemplo, considere o circuito RC indicado na Fig. 4 . 1 9( a ) . As 
equações para este circuito são: 



( 4 . 27 ) 

( 4 . 28 ) 


As transformadas de Laplace das Eqs. (4.27) e (4.28). com uma condição inicial 
nula. tornam-se 


/(*) = 


E ; (s) — E 0 (s ) 

R 


E 0 (s ) = 


7 ( 5 ) 

Cs 


( 4 . 29 ) 

( 4 . 30 ) 



Rg. 4.19 (a) Circuito KC; (b) diagrama de blocos representando a Eq. (4.29); (c) diagrama de 
blocos representando a Eq (4 30); (d) diagrama de blocos do circuito RC. 
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A Eq. (4.29) representa uma operação de soma e o diagrama correspondente é 
mostrado na Fig. 4.19(b). A Eq. (4.30) representa o bloco indicado na Fig. 4.19(0. 
Montando estes dois elementos, obtemos o diagrama de blocos global para o 
sistema, conforme indicado na Fig 4.19(d). 

Redução de diagramas de bloco. É importante notar que blocos podem ser 
conectados em série somente se a saída de um bloco não é afetada pelo bloco 
seguinte. Se houver qualquer efeito de carregamento entre os componentes, e 
necessário combinar estes componentes em um bloco simples. Em outras palavras, 
um único bloco representará as duas partes. 


Tabela 4.3 .Regras da algebra de diagramas de blocos 
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_ fA ,r ^V alquer nú ? ero de b,oco " em cascata representando componente- sem 
e eiiu de carga podem ser substituídos por um unico bloco cuia função de transfe- 

LÍffiír?í. 0 PrOdU,0 I dai funçóes d < transierencia indi "dl.s 
™ d,agra ™ a blocos complicado envolvendo muitos laços de real.menta ~ào 
pxie ser simplificado por um rearranjo passo a passo, usando regras de áleebrade 
diagrama de blocos. Algumas destas importantes regras são Torneadas na Tabel 
sim rr S Sd -° °a 1 a as escrevendo ' se a mesm a equação de uma maneira diferente \ 

ráTeimemfn Ir ÍT*™ ^ bl ° C ° S P ° r rearran - ,os e substituições reduz conside 
ente <. trabalho necessano na analise matemática subsequente Deve ser 

hí!r ss'. entretant0 ' qUe conforme 0 d' a grama de bloco é simplificado os novos 
VaQiHfTr 6 ma,s . com P lexos devido à geração de novos pólos e zeros 
N i n P ^ CaÇ !, 0 d r Um diagrama de blocos, lembre o seguinte 
o mesma “ funÇoesde ,ransfcréncla «"tido direto deve permanecer 

produto das funçóes de transferencia em um laço deve permanecer o 
I. ma regra geral para simplificar um diagrama de blocos é mover pontos de 
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SmenC in.er„r a ' PCmU,tar POm ° s «■ «•»». reduzir laços de 

indicado na Fig'*/.^^ .^Movendo^^nto^eTo^rf 4 \ cons,dcre ° sistema 
negativa contendo H , para fora do laço de reatímím d ° aÇ ° de reíUimenta Çâo 
obtemos a F.g. 4.2(Xb) EMmtoLS, Xn Ça °- P ° S,t,Va contendo H>. 

aasasássaS ãS-BS* 5 » 

I - - (produto das funções de transferência em cada laço) 

= 1 - (G i G 2 H í _ G z G 3 H 2 - C,G 2 C 3 ) 

= 1 - G l G 2 H l - G 2 GjH 2 - G.GjGj 

IO laço de realimentaçâo positíva fornece um termo negativo no denominador ) 

4 5 S° DE FUNÇÒES DE transferência de sistemas 

comtfdèíncos"' ^cânTcl^riro? nn' m c T P ° n ' n " S de difercn '“ 
de controle dewV s ^^,ÍiJÍ^^L P,, *V ,,,a í“? ou ,ermicos üm «"genheiro 
componentes ,amilla nzado com as leis fundamentais que envolvem estes 

mas . ^Ncsuf seção apresèntaremos^wmDÍt^ad’ C ,ranrfcre " da P« ^ siste- 
funç Nà ? ar °H vános ^ «*« ~f“° a deduçâ ° da > 

concin,^^ P XT^s'c e rs'Í : tsd POr a tetros 

dependem das faixa" de ^ope açàodo sisreí, Em 8eral - esU,s hi P0««> 

•es para certas condicóesd^ qUe POdem serconv en.en- 

condiçóes. Na pratica, fazer hipoie^aDmnn^H ^ adeqi,adas para outras 
da análise de um sistema desite mi,* P - P adas e uma P ar te muito importante 
dessas conskleraç^s.^este^onex^i^enluenlf 0i r * su * ,üdüs depende da validade 
as funções de transferência obtidas in ^iii / ° e ' r ° de% e ,er em men,e c l ue embora 
çóes em parâmetros d^is^^»^S..U^I. enlC mo « re,n ° ^cito «eral de varia- 
obtidas a partir de estudos analíticos rte dd eq i? açao - a<> predições numéricas 
Em outras palavras^embor^caracten^riry ema r ^ SIC ° S podemnào *r Precisas, 
possam ser obtidas claramente a nartir d- ^ Ua , . tat * N AS dd dinâmica do sistema 

*>. < l uanl itativa p ode não 1 se ^ neces sa ri am en te^precfsa ^Se^f r ^ nC 1 a ' a í-f™, 
cisão quantitativa, será necessário devens, i P CC,S j' for neCessa na pre- 
dos analíticos. ^cessano desenvolver estudos experimentais, além 

ce noÍ parámelro^do slsrema se iam^ter ? * d< “™™ admitindo que 

simplifica a fu^o de SertS ^rjiS°-, ^ ? Ue es,e P™*d, mento 
As funçóes de tranrfêréndâ óbiiZ scr ^''mente verificada, 

não ha efeito de carga na saida íLemhrr ... egmr t*° haseadas na hipótese de que 
deve ser levado em conta quando a função Ve Mnrferenc^édeduída.l' 
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Fig. 4.20 (al Sistemas de múltiplos laços: (b)-(e) redução sucessiva do diagrama de blocos 
indicado em <a). 

Sistemas Mecânicos e Eletromecànicos 

Sismografo. A Fig. 4.21 mostra um diagrama esquemático de um sismógrafo. 
Um sismografo indica o deslocamento de sua carcaça em relação ao espaço iner- 
cial. E utilizada para medir deslocamentos de terra durante terremotos (abalos 
sísmicos). 
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Vamos definir 


x, = deslocamento da carcaça relativo ao espaço inerciaJ 

ji„ = deslocamento da massa m relativa ao espaço inercial 

v = Jt 0 ~ x, = deslocamento da massa m relativamente a carcaça 



Fig. 4.2J Diagrama esquemático de um sismografo. 


( Note que. desde que há a produção de uma deflexão estacionária na mola devido à 
gravidade, medimos o deslocamento x„ da massa m em relação à posição de 
equilíbrio estático.) A equação para este sistema e dada por 

m.x u — f(x 0 - X;) - k(x D - xj = 0 

Substituindo*,, = y - x, nesta última equação, obtemos uma equação diferencial em 
y. (Note que y e um sinal que podemos realmente medir.) 

my — fy — ky = — mx, (4.31) 

Tomando a transformada de Laplace da Eq. (4.31). supondo condições iniciais 
nulas, obtemos 

[wj 2 ; fs — k]Y(s)= ms z X,{s) 

Considerando .i, como entrada e \ como saída, a função de transferência e 

Y(s) _ -ms z 
X;(s) uií ; — fs — k 


s z 



Para entradas em baixa potência, a massa m segue a carcaça para cima e para 
baixo, e a deflexão da mola ê muito pequena . Se a entrada x t consistir em sinais 
cujas frequências são muito menores do que \ k lm . então a função de transferência 
t poide ser aproximada por 
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(4.32) 


Yjjoi) ü ) 2 
X.ijco ) - X 


[Noie que na Eq^ (4.32). s foi substituído porytu. Esta função de transferência é 
denominada função de transferência senoidal. Para detaJhes. refenr-se ao Cap. 9.] 
Como umexemplo. se v(/> é verificado ser senoidal da forma A sen ott. onde 
w << Vkim. então do registro de y(f) o sinal de entrada x,U) pode ser determi- 
nado como (Ai(u 2 )(klm) sen u>/. 

Desde que em sismõgrafos a frequência natural não amorte cida \ l im é feita 
pequena, se a frequência de entrada é muito maior do que \ TJm. a massa m 
permanecera quase fixa no espaço inercial e um movimento da carcaça indicará o 
movimento relativo entre a carcaça e a massa. Se o sinal de entrada x, possuir uma 
trequencia muito alta. então a função de transferência pode ser aproximada por 

Y(jco) _ . 

X.Uco) ~ 

1 sto implica que se y(t ) é verificado ser A sen o»/ . onde tu > > \'l> Im . então a entrada 
-MO pode ser determinada como -A sen uit. 

Servomotores. Os servomotores aqui considerados serão servomotores 
bifasicos. motores cc controlados por armadura, e motores cc controlados pelo 
campo. Consideraremos inicialmente o efeitode carga na dinâmica do servomotor. 

Efeito de carga na dinâmica de servomotores. A mais importante das caracterís- 
ticas do servomotor é a máxima aceleração obtenível. Para um dado torque dispo- 
nível o momento de inércia do rotor deve ser um mínimo. Desde que o servomotor 
opera sob condições continuamente variáveis, ocorrem aceleração e freamento de 
instante a instante. O servomotor deve ser apto a absorver energia mecânica bem 
como gera-la. O desempenho do servomotor. quando utilizado como um freio deve 
ser satisfatório. 

Seja./ m e/„. respectivamente, o momento de inércia e a fricção do rotor, e seja 
J, e í L respectivamente . o momento de inércia e a fricção da carga no eixo de saída 
buponha que o momento de inércia e a fricção do coniunto de engrenagens ou sejam 
desprezíveis ou estejam incluídos em J, tf L . respectivamente. Então, o momento 
de inércia./,, refendo ao eixo do motor e a fricção equiv alente /,„ refenda ao eixo do 
motor podem ser escritos como (para detalhes vide Problema A. 4. 2) 

=J m + n z J L (n < 1 ) 

/«q = f m -f n l f L (n < \) 

onde nea relação de engrenagens entre o eixo do motor e a carga. Se a relação de 
engrenagem n e pequena e J m » n 2 J L . então o momento de inércia da carga 
re^ndo ao eixo do motor e desprezível em relação ao momento de inércia do motor 
simi,ar a P || ca-se a fncçao da carga. Em geral, quando a relação de 
Pf * na ? en J" e Pequena, a função de transferência do serv omotor elétrico pode ser 
v btida sem levar-se em consideração o momento de inércia e a fricção da carga Se 
n J j M0 des preziveis. comparados com o outro, entretanto, então o 
momento de inércia equivalente J rq deve ser utilizado no cálculo da função de 
transferencia do conjunto motor-carga. 
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Servomotores bifasicos. Um servomotor bifasico. comumente usado em ser- 
vomecamsmos de instrumentação, e análogo a um motor de indução bifásico 
convenaonal exceto por suas considerações especiais de projeto. Ele utiliza um 
rotor em gaiola. Este rotor possui uma pequena relação entre diámetro-altura a fim 
de minimizar o momento de inércia e obter uma boa característica de aceleração O 
servomotor bifasico e muito forte e confiável. 

Em muitas aplicações praticas, a faixa de potência na qual são usados servo- 
motores bifasicos esta entre uma fração de um uatt e uma centena de watts 
. Um dla g r ama esquemático de um servomotor bifasico é indicado na Fic 
. X 3 ' a S,e diagrarna ' uma fas e (campo fixoido motor é excitada continuamente 
fSn u e Uma ten / a ° de referenc,a - cu -» a trequencia normalmente e 60. 400 ou 
IKK) Hz: e a outra fiise (campo de controle) e excitada com uma tensãode contiole 
um sinal com portadora suprimida» que esta 90* defasada no tempo em relação a 
tensão de relerencia. ( A tensão de controle e de amplitude e polaridade variáveis i 

Note que a tensão da fase de controle é feita 90° defasada em relação a tensão 
da ta se fixa. Os emrolamentos do estator para fases fixa e de controle estão 
posicionados 90 deslocados no espaço. Estas considerações são baseadas no fato 
de que o torque e produzido mais eficienicmente em um eixo quando os eixos do 
enrolamento de fase estão em quadratura no espaço e as tensões nas duas fase^ 
estão em quadratura no tempo. 

Os dois enrolamentos do estator são normalmente excitados por uma fonte de 
uiimeniaçao bitasica. Se não for disponível uma fonte de alimentação bifásica 
entretanto, então o enrolamento de fase fixa pode ser ligado a uma fonte de potência 
monotasica através de um capacitor. que fornecera a defasagem de 90° O amplifi- 

q , Ua ° enro,amemt ; de fa! * de controle é ligado e alimentado pela mesma 
fonte de alimentaçao monofásica. 

No servomotor bifasico. a polaridade da tensão de controle determina o 
sentido de rotaçao. A tensão de controle instantanea eAi ) e da forma 

e c (r) = E c (t) sencuf para £ c (r) > 0 

= i E : (t ) | sen (cot ti) paril EÁt) < 0 

Isto significa que uma variação no sinal de E r u< desloca a fase por - radianos 
Consequentemente, a mudança do sinal da tensão de controle E r U) inverte o 
sermdode rotaçao do motor. Desde que a tensão de referência é constante, o torque 
/ e a velocidade angular# também sao funções da tensão de controle E r (/|. Se as 
v ariaçocs em E r u > sao lentas comparadas com a frequência da fonte c.a. o torque 
desenvolvido pelo motor e proporcional a EM). A Fig. 4.22(b) mostra as curvas 

nermiTniànt ' ^ ' ^ ' f ° Tlt > Vfrsus ’ * v eloc.dade angular em regime 

permanente e proporcional a tensão de controle £„in. 

Uma família de curvas torque-velocidade. quando a tensão nominal é aplicada 

conimíf^ 1001 efasefíxaevanas,ensóessaoa P |l - ada ^ a oe nro|a mentodefasede 
A C Comece as características em regime estacionánodo servomotor bifásico 
. mn ? aod e transferencia de um servomotor bifásico pode ser obtida destas curvas 
torque-velocdade se elas forem retas paralelas e equ.distames. Geralmeme a' 
curvas torque-velocidade sao paralelas para uma faixa de velocidades relativa- 
mente ampla, porem podem nao ser equidistantes: isto é. para uma dada veloci- 
dade. o torque pode não variar linearmente em relação à tensão de controle Em 
uma região de baixa velocidade, entretanto, as curvas torque-velocidade são nor- 
malmente retas e equidistantes em uma região com pequenas tensões de controle 
Considerando que o servomotor raramente opera em altas velocidades as panes 
lineares das curvas torque-velocidade podem ser estendidas para a região de alta 
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(c) 


Fig. 4.22 (a) Diagrama esquemático de um servomotor bifásico; (b) cursas mostrando e r (n 
"m "rÍ^-'bítóco ' WSUS ,:,C ’ lofque-velocidade; (d, d.agra™ d. blocos de 


' elocidade. Se se admite a hipótese de que as curvas são equidistantes para todas as 
tensões de controle, então o servomotor pode ser considerado linear 

A Ftg. 4.22(c) mostra um conjunto de curvas torque-velocidade para vários 
\ a ores de tensões de controle. A curva torque-velocidade correspondente ã tensão 
e controle nula passa pela ongem. Desde que a inclinação desta curva normal- 
mente e negativa, se a tensão da fase de controle toma-se igual a zero. o motor 
desenvolve aquele torque necessário para parara rotação. 

O servomotor fornece um grande torque na velocidade nula. Este torque é 
necessano para aceleração rápida. Da Fig. 4.22(c). verificamos que o torque 7 
gerado e uma função da velocidade angular* do eixo do motor e da tensão de 
controle t c . A equaçao para a curva torque-velocidade é 
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r= —K,ô -F K C E C 


(4.33) 


onde A', e A' f são constantes positivas. A equação de equilíbrio de torque para o 
servomotor bifásico é 

T=JÕ+fÔ (4.34) 

onde./ é o momento de inércia do motor e a carga refenda ao eixo do motor e/é o 
coeficiente de fricção-viscosa do motor e da carga referida ao eixo do motor. Das 
Eqs. (4.33) e (4.34) obtemos a seguinte equação: 

Jè + (J+ K.)Ó = K,E, 

Notando que a tensão de controle £ r e a entrada e o deslocamento do eixo do motor 
é a saída, verificamos que a função de transferência do sistema e dada por 

©</) K c K m 

E c (s) ~ Js 1 + ij- Kjs ~ 5{T m s - I) M.35) 

onde 

K m = A 'J(f -r KJ — constante de ganho do motor 

T m — J/(f -F KJ = constante de tempo do motor 

A Fig. 4.22(d) mostra um diagrama de blocos para este sistema. A partir da 
função de transferência deste sistema, podemos ver que (f ~ K n )s é um termo de 
fricção-viscosa produzido pelo motor e carga. Portanto. K„. o negativo da inclina- 
ção da curva torque-velocidade. junto com / define a fncçáo-viscosa equivalente do 
conjunto motor e carga. Para curvas torque-velocidade mais inclinadas, o amorte- 
cimento do motor é maior. Se a inércia do rotor é suficieniemente baixa, então, em 
grande pane da faixa de frequência temos |7"„a << I e o servomotor atua como um 
integrador. 

A função de transferência dada pela Eq. (4.35) é baseada na hipótese de que o 
servomotor é linear. Na pratica, entretanto não é exatamente assim. Para curvas 
torque-velocidade não exatamente paralelas e equidistantes, o valor de A'„ não é 
constante e. portanto, os valores de A' m e T m também não são constantes: eles 
vanam com a tensão de controle. 


Motores c.c. controlados por armadura. Um motor c.c. é empregado em um 
sistema de controle quando é exigida uma quantidade apreciável de potência no 
eixo. Os motores c.c. são muito mais eficientes do que os servomotores c.a. 
bifásicos. 

Os motores c.c. possuem campos excitados separadamente. São ou controla- 
dos por armadura com campo fixo ou controlados por campo com corrente de 
armadura fixa. Por exemplo, motores c.c. usados em instrumentos empregam um 
campo por magneto-permanente fixo. e o sinal de controle c aplicado aos terminais 
da armadura. 

As características de desempenho do motor c.c. controlado por armadura 
assemelham-se às características idealizadas do servomotor c.a. bifásico. 
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(b) 

d?bl«S. U) Diafirama o de um motor c.c. controlado por armadura: (b) diagrama 


Considere o motor c.c. controlado por armadura indicado na Fie 4 '»3(a) 
•Neste sistema. 6 v ' - 

R a = resistência do enrolamento da armadura, ohms 
L a = indulância do enrolamento da armadura, henrys 
'? = corrente do enrolamento da armadura, amperes 
h = corrente de campo, amperes 
í’o = tensão aplicada na armadura, volts 
e b = força contra eletromotriz, volts 
0 = deslocamento angular do eixo do motor, radianos 
T = torque fornecido pelo motor. N • m 

J = momento de inércia equivalente do motor e da carga referida ao eixo do 
motor, kg-m* 

/ = coeficiente de fricção-viscosa equivalente do motor e da carga referida 
ao eixo do motor, kg-m/rad/s 


O torque T fornecido pelo motor é proporcional ao produto da corrente de 
° fluxo no entreferro de ar * . que por sua vez e proporcional a corrente 

vjc tampo ou 

* = K f i i 
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onde K f é uma constante. O torque T pode. portanto, ser escrito 

T = KfijK , i a 
onde Â', é a constante. 

No motor c.c. controlado por armadura, a corrente de campo é mantida 
constante. Para uma corrente de campo constante, resulta um fluxo constante, e o 
torque toma-se diretamente proporcional a corrente de armadura, de modo que 

T= Ki a 


onde K é a constante de torque do motor Quando a armadura está girando, é 
induzida na armadura uma tensão proporcional ao produto do fluxo e da velocidade 
angular. Para um fluxo constante, a tensão induzidae 6 é diretamente proporcional à 
velocidade angular ddldt. Portanto. 

e -K dd 

b ~ b dt (4.36) 

onde K b é a constante de força-contra-eietromotriz. 

A velocidade de um motor c.c. controlado por armadura é controlada pela 
tensão de armadura e a . A tensão de armadura e a é suprida por um amplificador (ou 
por um gerador, que é suprido por um amplificador) A equação diferencial para o 
circuito de armadura e 



(4.37) 


A corrente de armadura produz o torque que é aplicado à inércia e à fricção - 
portanto. 


t d 2 e ,d9 

dl 2 J dt 


= T = 


Ki. 


(4.38) 


Supondo que todas as condições iniciais são nuias e considerando as transformadas 
de Laplace das Eqs. (4.36), (4.37) e (4.38). obtemos as seguintes equações: 


A>0(J) = E t (s) 

(4.39) 

( L.s -r R.)l a {s) - E b (s) = E a (s) 

(4.40) 

(Js 1 ~fs)Q(s) = T(s) = A7 a (s) 

(4.41) 


Considerando £„(j ) como a entrada e 0(s) como a saída podemos construir os 
diagramas de blocos das Eqs. (4.39). (4.40) e (4.41 ). como indicado na Fig. 4.23(b). 
O efeito da força-contra-eietromotriz é visto como sendo o sinal de realimentação 
proporcional à velocidade do motor. Esta força-contra-eietromotriz aumenta o 
amortecimento efetivo do sistema. A fiinçào de transferência deste sistema é dada 
por 


0 (£) 


s[L e Js z ~Uj+ R a J)s - RJ+ KK k ] 


(4.42) 
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A indutáncia L a no circuito de armadura normaJmente é pequena e pode ser 
desprezada. Se L„ foi desprezada, então a função de transferencia dada pela Eq 
(4.42) reduz-se a 

0(5) _ K m 

E.(s)~ s(T m s- l) (443) 

onde 

= Kj{RJ — KK k ) = constante de ganho do motor 

T m = R a J/(R,f -r KK b ) = constante de tempo do motor 

A partir das Eqs. (4.42) e (4.43). pode ser visto que as funções de transferência 
envolvem o termo l/s . Portanto, este sistema possui uma propriedade de integra- 
ção. Na Eq. (4.43). note que a constante de tempo do motor e menor para um R n 
menor e J menor. Com J pequeno, conforme a resistência R„ e reduzida, a cor- 
tante de tempo do motor se aproxima de zero. e o motor atua como um integrador 
ideal. 

Exemplo 4.1 Senomecanismo de posiçào. Oblenha a função de transferencia em malha-le- 
chada para o servomecanismo de posição mostrado na Fig. 4.24. Suponha que a entrada e a 
saída do sistema sejam a posição do eixo de entrada e a posição do eixo de saída, respecuva- 
mente. Suponha os seguintes valores numéricos para as constantes do sistema: 



Fig. 4.24 Servomecanismo de posição 

r = deslocamento angular do eixo de entrada de referencia, radianos 
i = deslocamento angular do eixo de saída, radianos 
0 = deslocamento angular do eixo do motor, radianos 
A', = ganho do detector de erro potenciométrico = 24/r volts/rad 
A p = ganho do amplificador = 10 volts/volt 
e a = tensão aplicada na armadura, volts 
i't, = força-contra-eletromotriz. volts 
R„ = resistência do enrolamento da armadura = 0.2 ohms 
L a — indutáncia do enrolamento da armadura = desprezível 
i 0 = corrente do enrolamento da armadura, ampêres 
A 6 = força-contra-eletromotriz = 5,5 x 10~ : volts-s/rad 
A' = constante de torque do motor = 6 x 10 -s lb-ft/amp 
J m = momento de inércia do motor = I x 10 -5 lb-ft-s 2 
j m = coeficiente de fricção viscosa do motor = desprezível 
J L = momento de inércia da carga = 4.4 x IO" 3 lb-ft-s 2 
f L = coeficiente de fricção viscosa da carga = 4 x 10~* lb-ft/rad/s 
n = relação de engrenagem NJ A’, = 1/10 


i 

i 


» 
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As equações que descrevem a dinâmica do sistema são as seguintes: 

Para o detector de erro potenciométnco: 

E(s) = A,(A(r) - C(j)] = 7,64 [/?(j) - C(r)] (4.44) 

Para o amplificador : 

£.(S) = K p E(s) = 10£(r) (4.45) 

Para o motor c.c controlado por armadura : O momento de inércia equivalente J t a fricção 
viscosa equivalente / referidos ao eixo do motor são. respectivamcnte. 

J = J m 4- n *J L 

= 1 X 10' 3 -j- 4,4 x IO' 5 = 5.4 > 10" 3 
f = f m + n- f L 
= 4 x IO’ 4 

Utilizando a Eq. (4.43). obtemos 

0(5) K m 
£.(5) s( T m s + 1) 


^ K 6 x IO' 3 

m _ RJ - AA* “ (0,2X4 x IO' 4 ) - (6 x 10 -3 X5,5 IO -2 ) “ U ’ 7 “ 

T R a J _ (0, 2X5.4 x 10- 3 ) 

m ~ Rj - AA* ~ (0,2X4 x 10- 4 ) - (6 x 10" 3 X5,5 x IO" 2 ) “ 


Portanto. 


0(5 ) 10C(5) 0,72 

E a (s)~ EJ^s) 5(0,1 3j -p 1 ) (4.46) 

Usando as Eqs. (4.44j.(4.45)e<4.46), podemos desenhar o diagrama de blocos do sistema 
conforme indicado na Fig.4.25(a). Simplificando este diagrama de blocos, obtemos o indicado 
na Fig. 4.25(b) A função de transferência em malha-fechada para este sistema e 


C(s) = 42,3 

R(s) s~ -r 7,7 s + 42,3 


Motor c.c. controlado por campo. A Fig. 4.26(a) apresenta um diagrama es- 
quemático de um motor c.c. controlado por campo. Vamos definir 


R f = resistência do enrolamento de campo, ohms 
L, = indutáncia do enrolamento de campo, henrys 
i f = corrente do enrolamento de campo, ampères 
e f = tensão aplicada de campo, volts 

R„ = soma da resistência de armadura e da resistência inserida, ohms 
i 0 = corrente de armadura, ampères 
6 = deslocamento angular do eixo do motor, radianos 
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T = torque desenvolvido pelo motor, N-m 

J = momento de inércia equivalente do motor e da carga referida no eixo do 
motor, kg-m 2 

/ = coeficiente de fricçáo-viscosa equivalente do motor e da carga referida 
ac eixo do motor, kg-m/rad/s 



(o) 


i 



(b) 


Fig. 4.25 (a) Diagrama de blocos do sistema indicado na Fig. 4.24; (b) diagrama de blocos 
simplificado. 



Neste sistema, a tensão de campo e f é a entrada de controle. É a saída de um 
amplificador. A corrente de armadura i a é mantida constante: esta situação pode ser 
atingida aplicando-se uma fonte de tensão constante à armadura e uma resistência 
muito grande em serie com a armadura. Se a tensão elétrica nesta resistência for 
muito maior do que a força-contra-eletromotriz maxima induzida pela rotação dos 
enrolamentos da armadura no campo magnético, o efeito da força-contra-eletromo- 
tnz e desprezível Deste modo a corrente de armadura i„ pode ser mantida aproxi- 
madamente constante. O rendimento do motor neste tipo de operação é necessa- 
riamente baixo, porém um motor c.c. controlado pelo campo pode ser utilizado 
para um sistema de controle de velocidade. Note que é mais difícil manter a 
conente de armadura constante do que uma corrente de campo constante devido à 
força-contra-eletromotriz no circuito de armadura 

0 torque 7 desenvolvido peio motor é proporcional ao produto do fluxo no 
entreferro de ar t !i e a corrente de armadura i B de modo que 

r=A >'- (4.47) 

onde K, é uma constante Desde que o fluxo no entreferro de ar * e a corrente de 
campo ,, sao proporcionais, dentro da faixa de operação usual do motor, e i é 
suposta constante, a Eq. (4.47) pode ser escrita como 

T = K 2 i f 

onde K 2 é uma constante. As equações para este sistema são 

/ D • 

1 dl ~ R f l t = e f (4.48) 

jd'd f d6 T . 

dF f di = T = K i l f (4.49) 


Calculando as transformadas de Laplace nas Eqs. (4.48) e (4.49), supondo que a 
condição inicial é nula. obtemos as seguintes equações: 

{L f s — R f )I f (s) = E f (s) (4.50) 

= fC 2 I f (s) (4.M) 

Considerando E^s ) como a entrada e 0U ) como a saída, podemos construir um 
diagrama de blocos das Eqs. (4.50» e (4.51). como indicado na Fig. 4.26(b). Deste 
diagrama de blocos, a função de transferência deste sistema é obtida como sendo 


®Í£) AC _ K m 

E Á S ) s (L f s + R f )(Js -f i 5(7)5 + l)(T m s + 1) 


(4.52) 


onde 


A m - KtKR/f) — constante de ganho do motor 
T f = LflRf = constante de tempo do circuito de campo 
Tm = Jlf = constante de tempo do elemento inércia-fricção 


Desde que a indutáncia de campo L, não é desprezível, a função de transferência de 
um motor c.c. controlado por campo é de terceira ordem. 
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Comparação entre os desempenhos do motor c.c. controlado por armadura e do 
motor c.c. controlado por campo. Uma vantagem do controle de campo em um 
motor c.c. é que o amplificador necessário pode ser simplificado devido à pequena 
potência exigida no controle de campo. A exigência de uma fonte de corrente 
constante é. entretanto. uma séria desvantagem de operações controladas por 
campo. Propiciar uma fonte de corrente constante é muito mais difícil do que uma 
fonte de tensão constante. A operação controlada por campo possui algumas 
poucas desvantagens a mais em relação à operação controlada por armadura do 
motor c.c. No motor c.c. controlado por armadura, a força-contra-eletromotriz 
atua como um amortecimento; no motor c.c. controlado por campo, entretanto, 
este não é o caso. e o amortecimento necessário deve ser fornecido pelo motor e 
pela carga. Devido ao baixo rendimento das operações controladas por campo, o 
calor gerado na armadura pode constituir-se em um problema. 

As constantes de tempo do motor c.c. controlado por campo geralmente são 
maiores do que as constantes de tempo de um motor comparável controlado por 
armadura. Na comparação das constantes de tempo entre operações controladas 
por campo e operações controladas por armadura, entretanto, devemos considerar 
a constante de tempo do amplificador de potência quando considerarmos o estudo 
das operações controladas por armadura. 


Sistemas de Nível de Liquido 

Leis de fluxo de fluidos. Na análise de sistemas envolvendo fluxos de fluidos, 
verificamos ser necessário distinguir os regimes de fluxo em fluxo laminar e fluxo 
turbulento, de acordo com o valor do numero de Reynolds. Se o número de 
Reynolds for maior do que aproximadamente 3.000 - 4.000. então o fluxo é 
turbulento. O fluxo é laminar se o número de Reynolds for menor do que aproxima- 
damente 2.000 No caso laminar, o fluxo do fluido ocorre em linhas de fluxo sem 
turbulência. Sistemas envolvendo fluxo turbulento, na maioria das vezes, têm de 
ser representados por equações diferenciais não lineares, enquanto sistemas envol- 
vendo fluxo laminar podem ser representados por equações diferenciais lineares. 

( Processos industriais quase sempre envolvem fluxo de líquidos através de tanques 
e tubulações. O fluxo nestes processos geralmente é turbulento e não laminar.) 


Resisténüa e ca paci Lancia de sistemas de nível de líquido. É conveniente intro- 
duzir o conceito de resistência e capacitáncia para descrever características di- 
nâmicas de sistemas de nível de líquido. 

Considere o fluxo através de um pequeno cano interligando dois tanques. A 
resistência ao fluxo de liquido nesta restrição é definida como a variação na di- 
ferença de nível (a diferença entre os níveis de líquido nos dois tanques) necessá- 
ria para causar uma variação unitaria na taxa de fluxo; isto é. 


A _ variação na diferença de nível, m 
variação na taxa de fluxo. m 3 /s 


Desde que a relação entre a taxa de fluxo e a diferença de nível difere do fluxo 
laminar para o fluxo turbulento, consideraremos ambos os casos no que se segue. 

Considere o sistema de nível de liquido indicado na Fig. 4.27(at. Neste sistema 
o liquido flui através da válvula de carga no lado do tanque. Se o fluxo através desta 


I 

I 


Válvula o* controla 



(o) 



Fig- 4.27 (a) Sistema de nível de líquido; (b) curva da altura de nível versus taxa de fluxo. 


restrição for laminar, a relação entre a taxa de fluxo em estado estacionário e a 
altura de líquido no tanque . em estado estacionário no nível de restrição, é dada por 

Q = KH 


onde 

Q = taxa de fluxo de líquido em estado estacionário. m 3 /s 
K = coeficiente, m 2 /s 

H = altura do nível de líquido em estado estacionário, m 

Note que a lei que governa o fluxo laminar é análoga à lei de Coulomb*, que 
estabelece que a corrente é diretamente proporcional à diferença de potencial. 
Para fluxo laminar, a resistência R, é obtida por 


R' 


dH // 

-~1Q~ Q 


*N. de T. Na realidade, o autor deve estar refenndo-se à lei de Ohm. 


A resistência em fluxo laminar é constante e análoga à resistência elétrica. 

Se o fluxo através da restnçâo for turbulento, a taxa de fluxo em estado 
estacionário é dada por 

Q = KjH ( 4 -53) 

onde 

Q = taxa de fluxo de liquido em estado estacionário. m 3 /s 

K = coeficiente, m í,5 /s 

H = altura do nível de liquido em estado estacionário, m 

A resistência /?, para fluxo turbulento é obtida de 

p dH 2 H 

Rí = àQ = ~Q 

O valor da resistência em fluxo turbulento depende da taxa de fluxo e da altura do 
nível. 

Pelo uso da resistência em fluxo turbulento, podemos linearizar a relação não 
linear entre Q e H . conforme indicado na Eq. (4.53). Esta linearização é válida, 
desde que as variações na altura do nível e a taxa de fluxo, em relação aos seus 
respectivos valores em estado estacionário, sejam pequenas. A relação linearizada 
é dada por 



O valor de R, pode ser considerado constante se forem pequenas as variações na 
altura de nível e na taxa de fluxo. 

Em muitos casos práticos, o valor do coeficiente K na Eq. (4.53), que depende 
tanto do coeficiente de fluxo como da área da restrição, não é conhecido. A 
resistência pode ser então determinada construindo-se o gráfico da curva altura de 
nível versus taxa de fluxo, baseado em dados experimentais, e calculando-se 
posteriormente a inclinação da curva na condição de operação. Um exemplo de um 
gráfico deste tipo é indicado na Fig. 4.27(b). e o ponto de operação em regime 
estacionário e a resistência/?, são indicados na figura. (A resistência/?, é aderivada 
da curva no ponto de operação.) A aproximação linear é baseada no fato de que a 
curva real não difere muito da reta tangente se a condição de operação não variar 
demasiadamente. 

A capacitáncia C de um tanque é definida como sendo a variação na quantidade 
de líquido armazenado necessana para causar uma variação unitária no potencial 
(altura do nível de líquido). (O potencial é a grandeza que indica o nível de energia 
do sistema.) 

ç _ variação no líquido armazenado, m 3 
variação na altura do nível, m 

Deve ser notado que a capacidade (m 3 ) e a capacitáncia (m 1 ) são diferentes. A 
capacitáncia do tanque é igual à sua área da seção transversal. Se esta for constante, 
a capacitáncia é constante para qualquer altura do nível de líquido. 

Sistemas de nível de liquido. Considere o sistema mostrado na Fig. 4.27(a). As 
variáveis são definidas como segue: 


[ 


* 


t 
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Q - taxa de fluxo em regime estacionário (antes de qualquer variação haver 
ocomdo). m 3 /m«n 

q i = pequeno desvio da taxa de fluxo de entrada em relação a seu valor em re- 
gime estacionário. m 3 /min 

q 0 = pequeno desvio da taxa de fluxo de saída em relação a seu valor de regime 
estacionário. m 3 /min 

H = altura do nível em regime estacionário (antes de qualquer variação haver 
ocorrido), m 

h = pequeno desvio na altura do nível em relação a seu valor em regime es- 
tacionário. m 

Como estabelecido antenormente. um sistema pode ser considerado linear se o 
fluxo for laminar Mesmo que o fluxo seja turbulento, o sistema pode ser lineari- 
zado se as variações nas \ anaveis são mantidas pequenas. Baseado na hipótese de 
que o sistema ou é linear ou é linearizado, a equação diferencial deste sistema pode 
ser obtida como segue: desde que o fluxo de entrada menos o fluxo de saída durante 
o pequeno intervalo de tempo dt é igual á quantidade armazenada adicional no 
tanque, vemos que 

Cdh = (f, - q 0 ) dt 

Considerando a definição de resistência, a relação entre q 0 e h é dada por 



A equação diferencial para este sistema para um valor constante de R é a seguinte: 
RCfi-h^Rq, (4.54, 

Note que/?C é a constante de tempo do sistema. Considerando as transformadas de 
Laplace de ambos os lados da Eq. (4.54), supondo uma condição inicial nula. 
obtemos 

(RCs - \)H(s) = RQ,(s) 

onde 

H(s) = sm e Q t (s) = se[q\ 

Se q, é considerada a entrada e/ia saída, a função de transferência do sistema é 

H(s) _ R 

Q,{s) RCs - 1 

Se. entretanto. q 0 é considerada a saída, com a entrada sendo a mesma, então a 
função de transferência é 

(?.(*) ... J_ 

Qis) RCs + 1 

onde usamos a relação 
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<2.M = ~H(s) 

Fig 4 St 'Tsèsí 1 q “J d ° C ™ in " raç "°- Considere o sistema mostrado na 

ránria d •*, * s,sl 5 ma ’ os ^nques interagem. Ponanto a função de transfe- 
ordem d ° a ° C ° produ, ° de duas Unções de transferência de pnmeira 

relacãnflrt« voirP Je a vam ? s su P or a Pe nas pequenas vanações das variáveis em 

4 'í Dodemof nh,' ^ reg ‘ me eslac,onario - Asando os símbolos definidos na F.g 
-8. podemos obter as seguintes equações para este sistema: g ' 

h- — h 2 

— - — ± — n 


R , ~ qi (4.55) 

r dh. 

1 dl ~ q 9i (4.56) 

h 2 

~r - — <h 

(4.57) 

r dh i _ 

2 ~3F 9i g * (4.58) 

Se , é considerada a entrada e q , a saída, a funçáo de transferencia do sistema é 


Qi(s ) _ 1 

® S) «WiCj* + i/C, C, + R 2 C 2 -r 


(4.59) 


ConectandiT ent ° S diaí;ramd de blocos - conforme mostrado na Fig 4 ^ai 
conforme i^i^^eTnalRg^^bíHIusandcfa^r^ras^álge^-a de^i^gnm^di 



2 2 í! uxo em estacionário 

H H » £ 2° Unque 1 em r *fl ir ^ estacionário 

* Nive de liquido do tanque 2 em regtme estacionário 


Fig. 4.28 Sistema de nível de líquido com interação. 
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blocos fornecidos na Tabela 4.3. este diagrama de blocos pode ser simplificado 
conforme indicado na Fig. 4.29(c). Simplificações adicionais resultam nas Figs. 
4.29(d) e (e). A Fig. 4.29(e) é equivalente à Eq. (4.59). 

Sistemas de Pressão 

Resistência e capacitáncia de sistemas de pressão. Muitos processos industnais 
e controladores pneumáticos envolvem o fluxo de um gas ou ar através de tubula- 
ções e recipientes com pressão. 

Considere o sistema de pressão mostrado na Fig. 4.30(a). O fluxo de gás 
através da restrição é uma função da diferença de pressão p< - p 0 . Um sistema de 



Capacitáncia 

C 


to) 


AP i 



Fig. 4.30 (a) Diagrama esquemático de um sistema de pressão; (b) curva da diferença de 
pressão versus fluxo. 


pressão deste tipo pode ser caracterizado em termos de uma resistência e uma 
capacitáncia. 

A resistência R do fluxo de gás pode ser definida como segue: 

H _ variação da diferença de pressão de gás. N/m 1 

variação na taxa de fluxo de gás. kg/s J 
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ou 


« d (AP) 

R = sr < 46 °) 

onde d (A P) é uma pequena variação na diferença de pressão do gás e dq uma 
peque na vanação no fluxo de gás. Cálculos do valor da resistência R do fluxo de gas 
podem ser bastante demorados. ExperimentaJmente. entretanto, pode ser facil- 
mente determinado através de um gráfico relacionando a diferença de pressão com 
o fluxo e calculando a inclinação da curva em uma dada condição de operação 
conforme mostrado na Fig. 4.30(b). 

\ capacitáncia do recipiente sob pressão pode ser definida por 

ç- _ vanação no gás armazenado, kg 
vanação na pressão do gás. N/m 2 


C - d — - Y d -P 
dp ~ dp 


C = capacitáncia 

m = massa de gás no recipiente, kg 
p = pressão do gás. N/m 2 
V = volume do recipiente, m 3 
p = densidade, kg/m 3 

A capacitáncia do sistema de pressão depende do tipo de processo de expansão 
envolvido. A capacitáncia pode ser calculada pelo uso da lei dos gases ideais. ( Vide 
Problemas A. 4. 15 até A . 4. 17.) Se o processo de expansão do gás for politrópico e a 
vanação do estado do gás for entre isotérmica e adiabática. então 


P‘(—\ = — = constante 
\m / rf 


n = expoente politrópico 
Para gases ideais. 

pv = RT ou pv = ~T 
onde 

p = pressáo absoluta. N/m* 

Ç- = o volume ocupado por 1 mol de um gás. m 3 /N-mol 
R = constante universal dos gases. N-m/kg-mol °K 
T = temperatura absoluta. °K 
v = volume específico do gás. m 3 /kg 
M = massa molecular do gás por mol, kg/kg-mol 
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Portanto. 


^_A_*r.jur 


R tíh = constante de gás. N-m/kg °K 

O expoente politrópico n é unrtáno para expansão isotérmica. Para expando 
adiahática. n é igual à relação entre os calores específicos cJc,. < “ nde 
específico a pressão constante e c r e o calor especifico a volume constante tm 
muitos casos práticos o valor de n é aproximadamente os 

capacitáncia pode ser considerada constante. O valor de dpldp e obtido das tqs. 

(4.62) e (4.63) como 


dp _ 1 

dp ' nR&J 

A capacitáncia é então obuda como 


C — — - — ' 

nR^J 

A capacitáncia de um dado recipiente é constante se a temperatura permanecer 
constante. (Em muitos casos práticos, o expoente politropicon e aproximadamente 
1,0 — 1,2 para gases em recipientes metálicos não isolados.) 

Sistemas de pressão. Considere o sistema mostrado na Fig. 4 30(a). Se supu- 
sermos apenas pequenos desvios nas variáveis, em relaçao a seus valores de regime 
estacionário, então este sistema pode ser considerado linear. 

Vamos definir 

P = pressão do gás no recipiente em regime estacionário (antes de haverem 

ocomdo variações na pressáo». N/m* 2 

p, = pequena variação na pressáo do gás de entrada. N/m ^ 
p u = pequena variaçáo na pressáo do gás no recipiente. N/m 
V = volume do recipiente, nr 1 
m = massa do gás no recipiente, kg 
q = taxa de fluxo do gás. kg/s 
p = densidade do gás, kg/s 3 

Para pequenos valores dep* e p„. a resistência R dada pela Eq. (4.60) torna-se 
constante e pode ser escrita como 


r = ElH1* 

q 

A capacitáncia C é dada pela Eq. (4,61). reescrita 

r v ^ 

L ~ dp~ dp 


Desde que a vanaçào de pressão dp , vezes a capacitáncia C é igual ao gás adicio- 
nado no recipiente durante dt segundos, obtemos 


C dp 0 = q dt 


r dp 0 _ P, ~ Po 

L ~dí ~ R 

que pode ser escrita como 

RC llf ~P° = P 

Sep, e po são consideradas a entrada e a saída, respectivamente, então a função de 
transferência do sistema e 


PpiS) _ 1 

P{S) RCs - 1 

onde RC possui a dimensão de tempo e é a constante de tempo do sistema. 
Sistemas Térmicos 

Resistência e capacitáncia de sistemas térmicos. Sistemas térmicos são aqueles 
há transferência de calor de uma substância para outra Os sistemas 
térmicos podem ser analisados em termos de resistência e capacitancia. embora a 
apacitáncia térmica e a resistência lérmica não possam ser representadas precisa- 
mente rwr paráme t ros concentrados desde que normalmente sao distribuídas atra- 
vés da subsSa Para uma anal.se precisa devenam ser usados modelos com 
narámetros distribuídos^ Aqui. entretanto, a fim de simplificar a analise vamos 

deSP Há .rts diferentes moda, pelos quais o calor pode fluir de uma subsiáncta para 
a outra: condução, convecção e radiação. _ 

Para transferência de calor por condução ou convecção. 

q — K A0 


q = taxa de fluxo de calor, cal/s 
A0 = diferença de temperatura, °C 
K = coeficiente, cal/s °C 


O coeficiente K é dado por 
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.. kA 
K ~ AX 
= HA 


para condução 
para convecção 


onde 

k = condutividade térmica, cal/m s °C 
A = área normal ao fluxo de calor, nr 
AA = espessura do condutor, m 
H = coeficiente de convecção, cal/nr s °C 

Para transferência de calor por radiação, o fluxo de calor é dado por 

q = K r {e\ - 0Í) 


onde 

q = taxa de fluxo de calor, cal/s 

Â' r = coeficiente que depende da emissividade. dimensão e configuração da 
superfície que emana o calor e da superfície que o recebe 
6, = temperatura absoluta do emissor. °K 
d* = temperatura absoluta do receptor. °K 

Desde que a constante K r é um numero muito pequeno, a transferência de calor por 
radiação somente é apreciável se a temperatura do emissor for muito alta. 

A resistência térmica R para a transferência de calor entre duas substâncias 
pode ser definida como segue: 

^ _ variação na diferença de temperatura. °C 
vanação na taxa de fluxo de caJor. cal/s 

A resistência térmica para transferência de calor por condução ou convecção é 
dada por 

D _ d(A6) 1 

~ dq ~ K 

Desde que a condutividade térmica e o coeficiente de convecção são praticamente 
constantes, a resistência térmica tanto para condução como para convecção é 
constante. A resistência térmica para transferência de calor por radiação é dada por 

d(A6 ) 1 

dq Ãí^í 3 

onde 

6 = diferença de temperatura efetiva do emissor e receptor 


A resistência de radiação não é constante; ela varia. Pode ser considerada cons- 
tante apenas para um pequeno intervalo de condições de operação. 

A capacitáncia térmica C é definida por > 


^ _ vanação no calor armazenado, cal 
variação na temperatura. °C 


ou 


C = Wc, 

onde 

W = massa da substância considerada, kg 
c p = calor especifico da substância. cal/°C-kg 

Sistemas térmicos. Considere o sistema mostrado na Fig. 4.3 1 . É suposto que o 
tanque é isolado para eliminar perda de calor para o ar na vizinhança. Também e 
suposto que não há armazenamento de calor na isolação e que o liquido no tanque e 
perfeitamente misturado de modo a estar em uma temperatura uniforme. Conse- 
quentemente uma temperatura única e usada para descrever a temperatura do 
líquido no tanque e do liquido saindo do tanque. 

Vamos definir 

0, = temperatura em regime estacionário do liquido entrando. °C 
0® = temperatura em regime estacionário do liquido saindo. °C 
G = laxa de fluxo do líquido em regime estacionário, kg/s 
M - massa do líquido no tanque, kg 
c = calor específico do líquido, cal/kg °C 
R = resistência térmica. °Cs/cal 
Ç = capacitáncia térmica. cal/°C 

H = taxa de entrada de calor em regime estacionário. cal/°C 

Suponha que a temperatura do líquido entrante é mantida constante e que a 
taxa de entrada de calor é subitamente variada de H para H + h t . onde h t representa 
uma pequena variação na taxa de entrada de calor. A taxa de saída de calor variará 
então gradualmente desde H até H ■+• h 0 . A temperatura do líquido que sai também 
variara desde 0o até 0 O ~ # Para este caso./i 0 .C eR são obtidas, respectivamente, 
por 


h 0 = GcO 
C - Mc 


= e_ _ j_ 
h 0 Gc 



Liquido 

quente 


Fig. 4.31 Sistema térmico. 
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A equação dilerencial para este sistema é 



que pode ser reescrita como 

RC 7i -r0 = Rh. 

Note que a constante de tempo do sistema é igual uR C ou MIG segundos. A função 
de transferência relacionando ff e h, é dada por 

0<» _ R 
Hfc) RCs - 1 

onde 


0(5) = J?[d(t)) e //,(5) = <f[hít)} 

Na prática, a temperatura do liquido que entra pode flutuar e atuar como um 
distúrbio de carga. (Se uma temperatura de saida constante é desejada, um contro- 
lador automático pode ser instalado para ajustar a taxa de fluxo de entrada de calor 
de maneira a compensar as flutuações na temperatura do líquido de entrada. ) Se a 
temperatura do líquido fluindo na entrada for subitamente variada desde 0, até 
0, + 0,, enquanto a taxa de entrada de calor He a taxa de fluxo de liquido G são 
mantidas constantes, então a taxa de fluxo de saída de calor variará desde H para 
H + h 0 . e a temperatura do liquido que flui na saída variará desde 0 O para 0 O + 0 . A 
equação diferencial para este caso e 

c d l = ca,-h. 



A função de transferência relacionando 6 e 6, é dada por 

0(5) _ 1 

0/(5) ~ RCs ~ I 
onde 

0(5) = X'[0(i)l e 0,(5) = JST[âXi)] 

Se o sistema térmico apresentado está sujeito tanto a variações na temperatura 
do liquido que flui na entrada como na taxa de entrada de calor, enquanto a taxa do 
fluxo de líquido é mantida constante, a variação ff na temperatura do líquido que flui 
na saída pode ser dada pela seguinte equação: 

Rc^ + e^e, + Rh l 
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Fig. 4.32 Diagrama de blocos do sistema indicado na Fig. 4.31. 


Um diagrama de blocos correspondente a este caso é mostrado na Fig. 4.32. (Note 
que o sistema envolve duas entradas. Discutiremos sistemas de múltiplas-entra- 
das-múltiplas-saídas na Seção 4.6.) 

4.6 SISTEMAS MULTIVARIÁVEIS E MATRIZES DE 
TRANSFERÊNCIA 

Na Seção 4.2. a função de transferência foi definida para sistema de entrada 
única-saída única. Nesta seção estenderemos a representação de função de transfe- 
rência a sistemas com múltiplas entradas e múltiplas saídas. 

Matrizes de transferência. Considere um sistema com m entradas e n saídas. 
Podemos considerar as m entradas como sendo os componentes de um vetor. 
Denominaremos este vetor por vetor de entrada. Analogamente podemos conside- 
rar as n saídas como componentes de um vetor de saída. A matriz que relaciona a 
transformada de Laplace do vetor de saída com a transformada de Laplace do vetor 
de entrada é denominada a matriz de transferência entre o vetor de saida e o vetor de 
entrada. 

Considere o sistema mostrado na Fig. 4.33. Este sistema tem duas entradas e 
duas saídas. Da Fig. 4.33. a relação entre as saídas e as entradas é dada por 

*,(5) = C„(5)^(5) - (7 12 (5)(/ 2 (5) 

X 2 (S) = C 2I (5)C/,(5) - G 22 (5)(/ 2 (5) 

onde Gy(j ) é a função de transferência relacionando a i-ésima saída com a j-é sima 
entrada. Utilizando a notação matriz-vetor, podemos escrever esta relação de 
transferência como sendo 

■jwi r<? x ,« <?„(*)] r£/,(5)~ 

X 2 (s)_ _G 2l (5) G 22 (5) _U 2 (s)_ 

Um sistema possuindo múltiplas entradas e múltiplas saídas é chamado sis- 
tema multivariável. Se um sistema deste tipo possuir m entradas e n saídas, e se a 
função de transferência entre a/-ésima saída eay-ésima entrada for dada por Gj^s). 
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Fig. 4.33 Sistema de múltiplas entradas-muluplas saidas. 


enião a transformada de Laplace da í-ésima 
das de Laplace das m entradas por 


saída é relacionada com as transforma- 


Xjs) - G n (s)U t (s) - G t2 (s)U 2 (s) + • • • + G im (s)U m (s) 

(i = 1, 2, . . . ,n) 


Note que na definição de Gjs). somente ay-esima entrada é considerada e todas as 
u ras entradas sao supostas nulas. Na forma matricial, a transformada de Laplace 

com * transfoTOada de «&£ 


rw 


"^n(í) 

G i2 (s) • 

• G lm (s) 

A( s)~ 

X 2 (s) 

= 

0 21 (s) 

G 22 (s) • 

* G im (s) 

U 2 (s) 



A, CO 

G m2 (s) .• 

• G. m (s)_ 

yjísL 


A Eq. (4.65) indica as interações entre 
ser reescrita como 


asm entradas e as n sardas. A Eq. (4.65) pode 


X(J) = G(j)U(j) 


onde 



'W 



X(i) = 

x 2 (s) 

: 

. U(j) = 

UJts) 


A(*)j 


y M (s)_ 


A,(0 

G i 2 (s) ... 

G t Ji 


G 2 i (s) 

G 22 (s ) ... 

G 2m 0 

GU) = 

* 




A(0 

G. 2 (s) ... 

G„(s 


a transformada de Laplace do vetor de sarda. L'(.v) é a transformada de 
Laplace do vetor de entrada, e G <s) é a matriz de transferência entre X(j) e U(j). 


Lxempln 4.2 Considere o sistema mecânico mostrado na 
esta inicial mente no repouso. 


Fig. 4.34 Suporemos que o sistema 





Fig. 4.34 Sistema mecânico. 


Este sistema possui duas entradas i/,(r) e u t (/) e duas saídas jr,(r) e x ar) 
descrevem a dinâmica do sistema são 


As equações que 


/i(-*i — ■*:) + kiXi = U\ 

t fAx z — jc,) + k 2 x z = u 2 


iSli Sol 0 ™'"’ 35 dt 1 . e , subsumindo as ro nd, Ç <* s 

(m,íi + /,j + k t )XM -AsX.is) = (/,(*) 

(mis z + f t s + k 2 )X 2 (s) -AsXM = b\(s) 
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Na forma matriz-vetor, obtemos 

f m >* z +fi* - *> -As 1 rjr,(5)-| = rutis)-] 

-As m 2 s - - f,s + ki J L X 2 (s ) J [ U 2 (s)i 

Vamos definir 

A = (njjs 2 t As t k,Xm 2 s : t f\S + k 2 ) - A\s 2 0 

Então, premuitiplicando pela inversa da matriz 2 x 2 na Eq. (4.66». obtemos 


r*.Mi 

A 

ÍSL 

A 

rtfiWi 

Ms)} 

hl 

m : s 2 +f,s - ki 

Lc 2 (í)J 


A matriz 2x2 desta última equação e a matriz de transferência entre as saidas e as entradas. 
Ooviamemc. as respostas temporais jc , (/) e x t (r) são dadas por 

~ k: U,(s) + % t/iw] 14.67) 

- k, 

Para determinar as respostas^ ,(o e-iqn paraw, = 0 .n : ^ 0(ou« t = O.w. * 0». simplesmente 
substituímos Ujs) = 0 (ou t/,(s) = Oi nas Eqs. (4.67| e (4.68). 


Exemplo 4.3 O sistema mostrado na Fig. 4.35 possui duas entradas, a entrada de referência e 
ú entrada de distúrbio e uma saída. Obtenha a matriz de transferencia entre a saída e as 
entradas. 



Fig. 4.35 Sistema possuindo duas entradas e uma saída. 

A transformada de Laplace da saida C(j) pode ser obtida como 
C(s) — Gi(s)G 2 (s) G 2 (s) ... . 
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Na forma matriz-vetor. 


CM - [ r 


G t {s)G 2 (s)H(s) 


0 2 (s) 

í 1 (s)G 2 (s)//(s). 


iLn(j)J 


A matriz de transferência entre a saida C(j) e as entradas R{s) e N(s) é a matriz 1 x 2 dada na 
Eq. (4.69). 

Comentários. Nesta seção, apresentamos uma definição da matriz de transfe- 
rência e deduzimos as matnzes de transferência para dois sistemas. A representa- 
ção por matriz de transferência para sistemas multivariaveis e uma extensão da 
representação por função de transferência de sistemas de entrada-única-saída-úni- 
ca. A análise e controle otimo de sistemas multivariaveis pode ser conduzida mais 
convenientemente pelo uso de variáveis de estado. Consequentemente, adiaremos 
a análise de sistemas multivariáveis para os Caps. 14-16. onde estudaremos a 
abordagem no espaço de estados para a análise e otimização de sistemas de 
controle. 

4.7 GRÁFICOS DE FLUXO DE SINAL 

O diagrama de blocos é útil para representar graficamente sistemas de con- 
trole. Entretanto, para um sistema muito complicado, o processo de redução de 
diagramas de blocos se toma muito demorado. Uma abordagem alternativa para 
determinar as relações entre as variáveis do sistema, de um sistema de controle 
complicado, é a abordagem por gráfico de fluxo de sinal, devida a S. J. Mason. 

Gráficos de fluxo de sinaJ. Um gráfico de fluxo de sinal é um diagrama que 
representa um conjunto de equações algébricas lineares simultâneas. Quando se 
aplica o método do gráfico de fluxo do sinal para análise de sistemas de controle, 
devem-se inicialmente transformar as equações diferenciais lineares em equações 
algébricas em s. 

Um gráfico de fluxo de sinal consiste em uma rede na qual os nós são ligados 
por ramos diretos. Cada no representa uma variável do sistema e cada ramo ligado 
entre dois nós atua como um multiplicador de sinai. Note que o sinal flui em apenas 
um sentido. O sentido do fluxo do sinal é indicado por uma seta colocada no ramo. e 
o fator de multiplicação e indicado ao longo do ramo. O gráfico de fluxo do sinal 
indica o fluxo de sinais de um ponto de um sistema para um outro e fornece as 
relações entre os sinais. 

Como é de esperar, um gráfico de fluxo de sinal contém essencialmente a 
mesma informação do diagrama de blocos. A vantagem do uso de um gráfico de 
fluxo de sinal para representar um sistema de controle é que uma fórmula de ganho, 
denominada fórmula de ganho de Mason. e disponível fornecendo as relações entre 
as variáveis do sistema sem exigir uma redução do gráfico. 

Definições. Antes de discutirmos sobre os aspectos de gráficos de fluxo de 
sinal, devemos definir alguns termos. 

Nó. Um nó é um ponto representando uma variável ou um sinal. 

Transmitáncia. A transmitáncia é um ganho entre dois nós. 

Ramo. Um ramo é um segmento de reta orientado unindo dois nós. O ganho 
de um ramo é uma transmitáncia. 

Nó de entrada ou fonte. Um nó de entrada ou fonte é um nó que possui apenas 
ramos eferentes (que saem do nó). Corresponde a uma variável independente. 




Nó de saída ou sorvedouro. Um nó de saída ou sorvedouro é um no no qual há 
apenas ramos aferentes (que entram no nó). Corresponde a uma variável depen- 
dente. 

Nó misturado (ou misto). Um nó misturado é um nó que possui tanto ramos 
aferentes como eferentes. 

Caminho. Um caminho é uma trajetória de ramos ligados no sentido das 
flechas dos ramos. Se nenhum nó e cruzado mais de uma vez. o caminho é aberto. 
Se o caminho termina no mesmo nó no qual começou e nào cruza qualquer outro nó 
mais do que uma vez. ele é fechado. Se um caminho cruza algum nó mais de uma vez 
porém termina em um nó diferente do qual começou, ele não é nem aberto nem 
fechado. 

Laço. Um laço é um caminho fechado. 

Ganho de laço. O ganho de laço é o produto das transmitáncias dos ramos de 
um laço 

• Laços que não se tocam. Laços não se tocam se não possuírem qualquer nó 
comum. 

Caminho direto. Um caminho direto é um caminho desde um nó de entrada 
(fonte) até um nó de saída (sorvedouro) que não cruza qualquer nó mais do que uma 
vez. 

Ganho do caminho direto. Um ganho do caminho direto é o produto das 
transmitáncias dos ramos de um caminho direto. 

A Fig. 4.36 mostra nós e ramos, além de transmitáncias. 

Propriedades dos gráficos de fluxo de sinal. Algumas poucas propriedades 
importantes de gráficos de fluxo de sinal são alistadas abaixo. 

1. Um ramo indica a dependência funcional de um sinal em relação a outro. 

Um sinal o atravessa apenas no sentido especificado pela sela do ramo. 

2. Um nó soma os sinais de todos os ramos aferentes e transmite esta soma a 
todos os ramos eferentes. 

3. Um nó misturado, que possui tanto ramos aferentes como eferentes. pode 
ser considerado como um nó de saída (sorvedouro) adicionando-se um ramo 
eíerente de transmitáncia unitária. (Vide Fig. 4.36. Note que o ramo com 
transmitáncia unitária é dirigido deor 3 para um outro nó. também denotado 
poror 3 .) Note. entretanto, que nào podemos mudar um nó misturado para uma 
fonte utilizando este método. 

4. Para um sistema dado. um gráfico de fluxo de sinal não é único. Muitos 
gráficos de fluxo de sinal diferentes podem ser desenhados para um dado 
sistema, escrevendo-se diferentemente as equações do sistema. 



Fig. 4.36 Gráfico de fluxo de sinal. 


Álgebra do gráfico de fluxo de sinal. Um gráfico de fluxo de sinal de um sistema 
linear pode ser desenhado usando-se as definições anteriores. Assim fazendo, 
normalmente colocamos os nós de entrada (fontes) á esquerda e os nós de saida 
(sorvedouro) à direita. As variaveis independentes e dependentes das equações 
tomam-se os nós de entrada (fontes) e os nós de saída (sorvedouros), respectiva- 
mente. As transmitáncias dos ramos podem ser obtidas a partir dos coeficientes das 
equações. 

Para determinar a relação entrada-saída. devemos usar a fórmula de Mason. 
que será fornecida postenormente. ou podemos reduzir o gráfico de fluxo de sinal a 
um gráfico contendo apenas os nós de entrada e saída. Para obter este resultado 
utilizamos as seguintes regras: 

1 O valor de um no com um ramoaferente. comoo indicado na Fig. 4 37<a» 
é x s = ax } . 


(o) 




ob 


O- 

bc 

Fig. 4.37 Gráficos de fluxo de sinal e simplificações. 
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2. A transmitáncia total de ramos em cascata é igual ao produto das transmi- 
táncias de iodos os ramos. Ramos em cascata podem, então, ser combinados 
em um único ramo pela multiplicação das transmitáncias. conforme mostrado 

3 Ramos em paralelo podem ser combinados adicionando-se as transmitán- 

cias conforme a Fig. 4.37(c). , 

4 . Um no misturado pode ser eliminado conforme a Hg. 

5. Um laço pode ser eliminado conforme indicado na Fig. 4.37<e). Note que 

jtj = bx z , * 2 = ax : 4- erxj 

Portanto. 

Ar j = flò.v, - bcx z (4 70) 


ou 



A Eq (4.70) corresponde a um diagrama possuindo um autolaço de transmi- 
táncia />r. A eliminação do autolaço resulta na Eq. (4.71). que mostra clara- 
mente que a transmitáncia glob-al é abl( 1 - bc). 




Fig. 4.38 (a) Gráfico de fluxo de sinal representando a Eq. (4.72); (b)gráficodo fluxo de sinal 
representando a Eq. (4.73); (c) gráfico do. fluxo de sinal representando a Eq. (4.74) (d) grafico 
de fluxo de sinal completo para um sisvema descnto pelas Eqs. (4.7 fc ). (4.73), (4.ra). 


Representação de gráfico de fluxo de sinal para sistemas lineares. Os gráficos de 
fluxo de sinal são amplamente aplicados na análise de sistemas lineares. Neste caso 
o gráfico pode ser desenhado a partir das e quaçóes do sistema ou. com prática, por 
inspeção do sistema físico. Redução de rotina pelo uso das regras anteriores 
fornece a relação entre as variáveis de entrada e saída. 

Considere um sistema definido pelo seguinte conjunto de equações. 

x l =a l ,x, + a n x.-a l ,x, + b,v, < 4 . 72 ) 

x ^ -r o^xx — 0 -j *3 4* b 2 v i (4.73) 

*3 = fl 31*l ~ °32*: — ° 33 X 3 (4.74) 

ondeu, eu 2 são variáveis de entrada ,x,,x; ex 3 são vanaveisde saída. Um gráfico de 
fluxo de sinal para este sistema, uma representação gráfica dessas trés equações 
simultâneas, indicando a interdependência das variáveis, pode ser obtido como 
segue: Localize inicialmente os nós x^x* <exj. como indicado na Fig. 4.38(a). Note 
que Oij é a transmitáncia entre x, e x,. A equação (4. 2) estabelece que x, e igual a 
soma dos quatros sinais 0 , 3 * 1 , e O gráfico de fluxo de sina 

representando a Eq. (4.72) é indicado na Fig. 4.38(a). A Eq. (4.73) estabelece quexj 
é igual à soma de (r‘.yX x ,a ri Xi.a 2 #3 cb 2 u 2 - O gráfico de fluxo de sinal correspondente 
e mostrado na Fig*4.38(b). O gráfico do fluxo de sinal representando a hq. (4.74) e 

indicado na Fig. 4. 38(c). ...... 

O gráfico de fluxo de sinal representando as Eqs. (4.72). (4.73) e (4.74) e então 
obtido pela combinação das Figs. 4.38(al . (b) e (c). Finalmente, o gráfico do fluxo 
de sinal completo para as equações simiultáneas fornecidas é mostrado na rig. 

4.38(d). , . .. 

Em um gráfico de fluxo de sinal, os nós de entrada (fontes) devem ser conside- 
rados um de cada vez. O sinal de saída é então igual à soma das contribuições 
individuais de cada entrada. 

O ganho global de uma entrada para uma saída pode ser obtido diretamente do 
gráfico do fluxo de sinal por inspeção, pelo uso da fórmula de Mason. ou por uma 
redução do gráfico a uma forma mais simples. 

Gráficos de fluxo de sinal para sistem as de controle. Alguns gráficos de fluxo de 
sinal de sistemas de controle simples são fornecidos na Fig. 4.39. Para estes 
gráficos simples, a função de transferência em malha-fechada C(s)/KU) 
jou C(s)IN(s) ] pode ser obtida facilmente por inspeção. Para gráficos de fluxo de 
sinal mais complicado, a fórmula de ganho de Mason e muito útil. 

Fórmula de ganho de Mason para gráficos de fluxo de sinal. Em muitos casos 
práticos, desejamos determinar a relação entre uma vanáyel de entrada e uma 
variável de saída do gráfico de fluxo de sinal. A transmitancia entre um no de 
entrada e um nó de saída é o ganho global, ou transmitáncia global entre estes dois 
nós A fórmula de ganho de Mason. qu-e é aplicável ao ganho global, e dada por 

onde 

= ganho do caminho ou transmi táncia do A-ésimo caminho direto. 

A = determinante do gráfico 
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= 1 - (soma de todos os ganhos de laço diferentes) + (soma dos 
produtos de ganhos de todas as possíveis combinações de dois 
laços que não se tocam) - (soma dos produtos de ganhos de to- 
das as combinações possíveis de trés laços que não se tocam) 


= 1 £ L t L.L, T • • • 

o b.c i t. f 

£ L a = soma de todas os ganhos de laços diferentes 



Fig. 4.39 Diagramas de blocos e correspondentes gráficos de fluxo de sinal. 


£ L h L e = soma dos produtos de ganhosde todas as combinações possíveis 

' de dois laços que não se tocam 

= soma dos produtos de ganhos de todas a^ combinações possíveis 

de trés laços que náo se tocam 

A k = cofator do Á-ésimo determinante do caminho direto do gráfico 
com os laços tocando o A-ésimo caminho direto removido 

(Note que as somas são calculadas com todos os caminhos possíveis desde a 
entrada até a saída.) 

A seguir, ilustraremos a fórmula de ganho de Mason no uso em dois exemplos. 


Exemplo 4.4 Considere o sistema mostrado na Fig 4.40. O gráficode fluxo de sinal para este 
sistema é indicado na Fig. 4 41. Vamos obter a função de transferencia em malha-fechada 
C(j)//?ü) usando a fórmula de ganho de Mason. 

Neste sistema há apenas um caminho direto entre a entrada #?<s)e a saída C<$). O ganho 
do caminho direto é 

P i = (7,C 2 (7 3 

Da Fig. 4.41. verificamos que há trés laços individuais. Os ganhos destes laços são 

L, = C.Cj//, 

Li = — CjCj/Zj 
Lj = — GíGíGí 



Fig. 4.40 Sistema de laços múltiplos. 


-H z 
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Note que devido ao fato de os três laços possuírem um ramo comum, não há laços que não se 
locam. Consequentemente, o determinante A é dado por 


A = 1 - (I, + L 2 + Lj) 

~ ^ GiGzHi + ( 7 2 G 3 // 2 -f- C|CjCj 

O cofator A, do determinante ao longo do caminho direto ligando o nó de entrada e o nó de 
satda e obüdo pela remoção dos laços que tocam este caminho. Desde que o caminho P, toca 
todos os três laços, obtemos 

A, = 1 

Portanto, o ganho global, entre a entrada fl(r) e a saída C(r). ou a funçâode transferencia em 
malha-fechada. é dado por 

C(s) _ r p a Aj ; 

R(s) ~ A 

G G G 

’’ I - G,G 2 //, — G2G3H2 - G,G 2 G 3 

que e a mesma expressão da funçâode transferencia em malha-fechada obtida pela redução do 
lagrama de blocos. A fórmula do ganho de Mason fornece o ganho global C(s )IR{s i sem uma 
reauçao do grafico. 


Srr'? V u C ? S ; der f„° sistema '"dicado na Fig. 4.42. Obtenha a função de transferência 
em malha-fechada C (s)!R(s) usando a fórmula de ganho de Mason. 

Neste sistema ha três caminhos diretos entre a entrada /?<r ) e a saída C(r ). Os ganhos dos 
caminhos diretos sao 

P\ = GiG 2 G 3 G«<75 
P 2 = G,G 6 G<Gi 
Pz = G,G 2 G 7 

Ha quatro laços individuais. Os ganhos destes laços são 

I, = -G i H l 

L z = —GiGiHi 

Lj — —G 6 G 4 GíH 2 
Lí = -GiGiGiGiHi 

O laço L, não toca o laço L t . Consequentemente. 0 determinante A é dado por 

A — 1 — ( ,L\ -f- Lj + Li L t ) -+■ L\Li ^4 

O cofator A, é obtido de A removendo os laços que tocam ocaminhoP,. Ponamo. removendo 
*'!• *-*• L * e da Eq. (4.75). obtemos 


A, =1 
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Fig. 4.42 Gráfico do fluxo de sinal para um sistema 


Analogamente, o cofator A 2 é 
A 2 = 1 

O cofator A, é obtido removendo-se L t . £,. L, e L,L t da Eq. (4.75). resultando 

A, = l— L, 

A função de transferência em malha-fechada C(.r)//?(j) é então 

C(s) 1 

— A. + ftA. + fiA.) 

'GiGiGjGjGb 4- G iGtGjGb -f- GiGiGíO -+- G«//|) 

1 + GiH, + GjG:H 2 -f GiGiGbhh + GíH.GiGiHí + GiGiG«G*tf 3 

— - / 'i , . - 

Comentários conclusivos. A aplicação usual dos gráficos de fluxo de sinal é em 
diagramação de sistemas. O conjunto de equações descrevendo um sistema linear é 
representado por um gráfico do fluxo de sinal estabelecendo os nós que represen- 
tam as vanaveis do sistema e mterconectando os nos com transmitáncias. diretas ou 
com pesos, que representam as relações entre as variáveis. Lima fórmula de ganho 
de Mason pode ser utilizada para estabelecer a relação entre uma entrada e uma 
saída. (Alternativamente, as variáveis no sistema podem ser eliminadas uma a uma 
com técnicas de redução.) A fórmula de ganho de Mason é especialmente útil na 
redução de grandes e complexos diagramas de sistemas em um passo, sem exigir 
reduções passo-a-passo. 

Problemas Típicos e Soluções 

Problema A.4.1 A Fig. 4.43 mostra um diagrama esquemático de um acelerómetro. Suponha 
que a carcaça do acelerómetro esta firmemente acoplada a uma estrutura de uma aeronave. (0 
acelerómetro indica a aceleração de sua carcaça em relação ao espaço inerciaJ.) O ângulo de 
inclinação 6 medido a partir da linha horizontal é suposto constante durante o intervalo de 
tempo de medida. 

Mostre que para entradas em baixas freqüéncias, a aceleração da carcaça, relativamente 
ao espaço inerciaJ. pode ser determinada pelo deslocamento da massa m em relação á sua 
carcaça. . 
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Se a frequência de entrada é muito baixa quando comparada com \/kim. então 


M 



Fig. 4.43 Diagrama esquemático de um acelerómetro. 


Solução. Vamos definir 

x t - deslocamento da carcaça em relação ao espaço inercial 
*o = deslocamento da massa m relativa ao espaço inerciai 
' ~ *o ~ X/ — deslocamento da massa m relativamente a carcaça 


A equação para este sistema é 

+ f(x o — x.) + k(x 0 — x,) — mg sen# = 0 
Em termos de v. obtemos 


m y — fy — ky = —mx, + mg sen 6 

Desde que 6 é suposto constante, durante o intervalo de tempo de medida, mg sen $ é 
constante, e e possível calibrar o deslocamento e definir uma nova variável z tal que 

r = F-fse nd 

Então, obtemos 


+ f- + kz = —mx, 

la acelera Ç ào da carcaça relativamente ao espaço inercial) x, < 
transferia do s^ma lomTsV ° dCSlOCamCnt ° 2 é ^^iderado a saida. então a função de 


Z(s) 

s 2 *k) 


1 


m m 


Z(s) . m 

s 2 X,(s)~ T 

o que significa que z = v - ( mglk ) sen 0 e aproximadamente proporcional a aceleração da en- 
trada lentamente variada. Portanto, para entradas em baixa frequência, a aceleração da 
carcaça relativamcnte ao espaço inercial pode ser dada por 

Note que este tipo de acelerómetro possui uma frequência natural não amortecida suficiente- 
mente alta \'kim comparada com a máxima frequência da entrada a ser medida. 

Problema A.4.2 Transmissões com engrenagens são normalmente utilizadas em servomeca- 
nismos para reduzir a velocidade, para ampliar o torque ou para obter a mais eficiente 
transferência de potência casando o elemento excitador com uma dada carga. 

Considere o sistema por transmissão com engrenagens mostrado na Fig 4 . 44 . Neste 
sistema, uma carga é alimentada por um motor através de uma transmissão por engrenagens 
Supondo que a dureza do eixo da transmissão por engrenagem ê infinita i e ainda não haja folga 
nem deformação elástica) e que o número de dentes em cada engrenagem é proporcional ao 
raio da engrenagem, obtenha o momento de inércia equivalente e a fneção equivalente 
referidos ao eixo do motor e referidos ao eixo da carga. 

Na Fig 4 . 44 . os numeros de dentes nas engrenagens 1, 2. 3 e 4 são \ 3 e 

respectivamente. Os deslocamentos angulares dos eixos 1. 2 e 3 são 6,. 0. e d 3 . respectiva- 
mente. Portanto. 0 } /0, = \ JN, e O momento de inércia e a fricção viscosa de 

cada componente da transmissão por engrenagem são denotados por 7,./,; J 3 .f 3 . 

respectivamente. (7 3 e f } incluem o momento de inércia e a fricção da carga.) 

Solução. Para este sistema de transmissão por engrenagem, podemos obter as três equações 
seguintes: Para o primeiro eixo. 

t/i^i t Tí = T m (4.76) 


N. 



Fig. 4.44 Sistema de transmissão por engrenagens. 
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onde T m é o torque desenvolvido pelo motor e 7, c o torque da carga na engrenagem 1 devido 
ao resto da transmissão por engrenagem. Para o segundo eixo. 

^íT/Atr^T-j (4.77) 

onde T t é o torque transmitido para a engrenagem 2 e 7 3 é o torque de carga na engrenagem 3 
devido ao resto da transmissão por engrenagem. Desde que o trabalho efetuado pela engrena- 
gem 1 é igual àquele da engrenagem 2. 

7,0, = T 2 6 2 ou T 2 = T:j£ 

Se .N ,/A, < I. a relação de engrenagem reduz a velocidade bem como amplia o torque. 
Para o terceiro eixo. 

+/3$j + Tl = T a (4.78) 

onde T l é torque de carga e 7« é o torque transmitido para a engrenagem 4 J 3 e T, são 
relacionados por 

T T 

•'« — J 3 \T 


e f >3 e tf, são relacionados por 

Eli minando-se 7„ 7,. 7, e 7„ das Eqs. (4.76). (4.77) e (4.78). resulta 

A01 +/i0i 4- jf-ViÒi +AÔ 2 ) -T -tfJi - 71) = 7, (4.79) 

Eliminando-se tf s e tf 3 da Eq. (4.79) e escrevendo a equação em termos de tf, e suas derivadas 
temporais, obtemos 

„,o, 

Portanto. o momento de inércia e a fneção equivalentes da transmissão por engrenagem 
referidos ao eixo 1 são dados por 

'.w.+toto 1 * 

A nalogamente . o momento de inércia e a fricção equi valentes da transmissão por engrenagem 
referidos ao eixo da carga são 

^-z, + ^)V, + TOV, 

+ © a + TO v, 
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A relação entre J ltKI e Jy^ é portanto 



e a relação entre /,,„ e/^ é 

/,.,=TO>- 


O efeito de J t e no momento de inércia equivalente e determinado pelas relações de 
engrenagem /V,/A’ s e NylS\. Para transmissões por engrenagem redutoras de velocidade as 
relações A’,/A' : c \VA', são normalmente menores do que a unidade. Sc .V,/A' s << 1 e 
,\V.V 4 << 1 . então os eleitos de J : e J 3 no momento de inércia equivalente J lrt< são despre- 
zíveis. Comentários análogos aplicam-se a fricção equivalente /, w da transmissão por en- 
grenagem. Em termos do momento de inércia equivalente 7 , ^ e da fneção equivalente/,^, 
a Eq. (4.80) pode ser simplificada para fornecer 


7i.„0i -r/ieA + «71 = T m 



Considerando T m - nT L como a entrada para o sistema e tf, como a saída, a função de 
transferência deste sistema é 


e,(j) __ 1 

T m (s) - HT L (S) " í(/,*q5 -r/leq) 


O diagrama de blocos c mostrado na Fig 4 45(a) Se(7 m - nT , ) etf 3 são consideradas como a 
entrada e a saída, respectivamente. então a função de transferência toma-se 


TjJj - rlTJT) 



Desde que 

Q>(j) _ A I A' 3 _ n 
0,(j) A 2 A 4 

em termos de e sua função de transferência pode ser esenta 

@3(J) n 

T m (s) - nT L {s) s{J lc^ "E /|cq) 


O diagrama de blocos para este caso é mostrado na Fig 4.45(b). 

Da análise acima, pode ser visto que em um sistema onde um servomotor está excitando 
uma carga com inércia e uma carga com fneção viscosa, a inércia e fricção da carga são. para o 
eixo do motor, os valores onginais multiplicados pelo quadrado da relação da engrenagem. Se 
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Fig. 4.45 Diagramas dc blocos no sistema de transmissão por engrenagens mostrado na Fig 
4.44. 


a relação da engrenagem for um número pequeno, o momento de inércia e a fricção do 
servomotor possuem efeitos dominantes no comportamento dinâmico do sistema 

Problema A.4.3 Mostre que as relações torque-inércia referidas ao eixo do motor e ao eixo da 
carga diferem uma da outra por um fator n. Mostre também que as relações torque ao 
quadrado-inércia referidas ao eixo do motor e ao eixo da carga são as mesmas. 

Solução. Suponha que T mix é 0 torque máximo que pode ser produzido no eixo do motor. 
Então a relação torque-inércia referida ao eixo do motor é 

Jm T n'~J L 

onde 

J m — momento de inércia do rotor 
J L = momento de inércia da carga 
n = relação de engrenagem 

A relação torque-inércia refenda ao eixo da carga é 



I 

[ 
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Obviamente, elas diferem por um fator n. Portanto, na comparação das relações torque-inér- 
cia de motores, devemos necessariamente especificar qual eixo é a referencia. 

Note que a relação torque ao quadrado-inercia refenda ao eixo do motor é 

7~mix 

J m + n*J L 


e aquela refenda ao eixo da carga e 


j Jm 

Jl ^ 


Estas duas relações são evidentemente as mesmas 

Problema A.4.4 O momento de inércia J de um motor pode ser disponível no catálogo do 
tabncante ou pode ser calculado se as dimensões e o matenaJ do rotor forem conhecidos 
, ij, í c ,nercia efetivo de um sistema motor e transmissão por engrenagens 

lambem pode ser determinado por métodos experimentais Discuta os métodos para determi- 
nar o momento de inércia J de um motor c.a. bifásico 

Solução. Determinar o momento de inércia efetivo J de um sistema com um motor de 
transmissão por engrenagens e possível aplicando-se uma entrada em degrau e, e registrando 
se a resposta transitória A função de transferência de um motor c.a. bifásico é dada pela Ea 
(4.35) como segue: 

Qú) _ K e 

EÁs) Js 2 - (/+ K h )s 

Se a tensão de entrada e, é uma entrada em degrau de altura £,. então a velocidade de eixo 
resultante é 


sQ[s) 

U s(Js — f ~r K n ) 

Portanto a velocidade angular w(/i e 


w( ,)-á(.) = 7 ^[.-cxp(— ^,)] 


Do registro de w(/) versus tempo, a constante de tempo y/(f- Kj pode ser determinada. 
Desde que a velocidade angular em regime estacionário e 

*-> - i¥k. 


f+K B = 


Para determinar/-»- tf necessitamos conhecer tf f . [£, e«(*| são grandezas conhecidas ] O 



U)J 


onde 


S 60 

A " = 4(500 27: = 0,01 19 ° Z * ,n /rad/ S 



Fig. 4.46 Curvas torque-velocidade. 


vaJor da constante de torque K r pode ser determinado a partir das curvas torque-velocidade. 
como mostrado na Fig. 4.46. desde que estas curvas são parajelas. Das curvas obtemos 



Uma vez conhecida a constante de tempo Jl{f + A'0. a velocidade angular em regime 
estacionário bj(x), e a constante de torque A r , pode ser determinado o momento de inércia J. 

O momento de inércia J do rotor também pode ser determinado expenmentalmente por 
meio de experiência com o pêndulo de torção Se o coeficiente de amortecimento e muito 
pequeno, o período de oscilação do pêndulo é relacionado com J pela seguinte equação: 


J = 


kT - 
4tt : 


K c 


_5_ 

115 


= 0,0435 oz-in ,'volt 


Portanto. 

r-r 0,01 190 = 0.0435E. 

A constante de ganho do motor K m c então 


j 

0,0435 

“ 0,005 -r 0,0119 
= 2,57 

A constante de tempo do motor 1 m é 


7,77 x 10-< 

“ 5 x 10-^ - 11,9 x IO' 3 
= 0,046 

Usando os valores numéricos obtidos, a função de transferência dada pela Eq (4.35) é a 
seguinte: 

Oís) A m 
E c (s) s( T m s - 1 ) 

2.57 

j(0,046s — 1 ) 


onde 

J = momento de inércia do rotor 

k = constante da mola de torção do eixo elástico no qual o rotor do motor é acoplado 
T = periodo da oscilação 

Problema A.4.5 Obtenha a função de transferência do servomotor bifásico cuja curva tor- 
que-velocidade é indicada na Fig. 4.47. As máximas tensões nominais de fase fixa e de fase de 
controle são 115 volts. O momento de inércia./ do rotor (incluindo o efeito da carga) é 7,77 x 
10~* oz-in-s*. e o coeficiente de fricção-viscosa do motor (incluindo o efeito da carga) é 
0.005 oz-in/rad/s. 


Solução. A equação para a curva torque-velocidade é 

T + K,Ò — K C E C 



íaw 


HU 


Problema A.4.6 Supondo que um servomotor bifásico possui uma curs a linear torque-velo- 
cidade de modo que a velocidade sem carga e^to torque completamente freado e 7,. 
determine a maxima potência de saída no eixo do motor P^, 


Solução. A curva torque-velocidade e 


T = T ‘~&‘ 


A potência de saída do eixo P e dada por 
P = TCÚ 

= ( T ' -£/■)<* 

Para determinar P mi% , vamos diferenciar P em relação a <u 
— — T — 2— T 

dco co 0 ' 

Impondo que dPldw = 0. obtemos 


(On 

O) ~ =r°~ 


Claramente. d i Pldw‘ 2T,lw D < 0. Consequentemente/’ é um máximo emoi = e 

Pmix ~ TOi im.o^ '2 

= ( T ‘ ~ t)t 

_ T t <o 0 
4 

Para o servomotor considerado no Problema A 4.5. 7, = 5 oz-in etu, = 4 00C mm A 
potência de satda máxima P miy e 

D _ 5 > 4000 1 

mU 4 X 

= 3,7 watts 

A potência máxima ocorre em cu = 2.000 rpm 


ÍEÍST! A ' 4,7 A maxin \ a acel façao atingível com o servomotor pode ser indicadc pela 
"IjÇ*? lor£ l ue -' ncrcia - s endo a relaçao do máximo torque. na condição de freagem completa e 
total do eixo do motor, e a inércia do rotor Quanto maior esta relação, melhor será a 
aractensücü de aceleraçao. Refenndo-se ao servomotor bifásico considerado no Problema 
A.4.5, determine a relaçao torque-inércia. 


Solução. O momento de inércia / do rotor do servomotor bifásico é 7.77 x 10"’ oz-m-s ! O 
torque máximo na condição de freagem completa é 5 oz-in. Consequentemente a relação 
torque-inercia e dada por ^ 
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P mÃx - __ 5 

/ _ 7.77 x 10-« 

= 6.435 rad/s : 

aceleraçáo° * ^ serV ° molor ' e im ^nte satisfazer um dado requisito em relação ã 

CC ' C ° rar0la<l0 P ° r - ««• Na 

U = K b 6 

T = Kfi f K l i a = Ki, 



i, = constante 


Fig. 4.48 Motor c.c controlado por armadura. 


for Ç a - contra - e| etromotriz, i,é a corrente de campo constante e K, e 
Aj sao constantes. Demonstre que f 

jç 

= 1.356 watts-s/ft-lb 

corrente de "h? T?í Ca T& deVe ser '? ual a P oténcia elétrica e b i a desenvolvida pela 
orrente de armadura fluindo através da força-contra-eletromotnz da armadura. Então, de 

*V« = Kbôi a (watts) = (hp) 

TÒ = K,J (ft-lb/s) = (hp) 

obtemos 

jç 

-J7 = 1,356 watts-s/ft-lb 

t P en°sãoTe motor c c ' mostrado na Fig. 4.48. para valores fixados da 

ensao de armadura, as curvas de torque versus velocidade podem ser representadas por 
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Portanto. 


T = ^(e a - K b (o) 


Determine A e K t , das curvas torque versus velocidade. 

Solução. Para a condição em vazio (sem carga). 7-0 Portanto. 



onde 


(o n = velocidade sem carga 

Se o motor for completamente freado. então tu = 0. e obtemos 



e„ 


onde 

7, = torque com freagem total. 

Problema A.4.10 Determine a função de transferencia 0ls)/£ o (s) do motor c.c. controlado 
por armadura mostrado na Fig. 4.4$. No diagrama 


c 0 = 26 volls 
L a = desprezível 
J = 2.59 x io~* oz—,n — «* 

/= 3 x IO -3 oz-in/rad/s 

Suponha que o torque com freagem completa e 10 oz-in e a velocidade sem carga e 520 rad/s 

Solução. Da Eq. (4,43). a função de transferência 0u )IE a {s ) é 

®Í£) = A' m 
Ejs) 5( T m s -r ] ) 

= K 

s(R a Js -r RJ - KK b ) 


onde 

k — T±a° 


( T = torque freado) 


K b 


CO 0 


(ü) 0 = velocidade sem carga) 


No Problema A. 4. 8. verificamos que 

^ = 1 .356 watts-s/ft-lb 

= 7,06 x 10* 3 watts-s/in-oz 




520 J 


> 10* : volt/rads 


A = 


A* 


7.06 


• IO" 3 

IO’ 2 


7.06 , 10--’ 

— 7.08 in-oz/amp 


Ü valor dc R D e então obtido como 


*— 7 ? 

- 7 ' 08 > ro 

— 18,4 ohms 


A função de transferência 0u )iE 0 (s) é então 

0(5) 7,08 

£.(5) ' 5[i 18,41(2,59 , 10-»)5 - (18,41(3 10' 3 ) ~ 1 7.08)(5 > IO' 2 )] 

17,3 

5(0.01 1 65 — 1 ) 

Problema A.4.11 Determine a função de transferência <-><a)/£/( 5) do motor c.c. controlado 
por campo mostrado na Fig 4.26<a), Supor que no diagrama 

e f = 110 volls 

i a = 15 amperes 

1.200 rpm 

L { — 20 henrys 
R f - 120 ohms 
J - 1 Ib-ft-s 2 
/= 0.5 lb-ft/rad/s 

Solução. Da Eq. (4.52). a função de transferência 0 (j)/£/j) ê 

0(5) A; 

E f (s) siLfS — R f y,Js — f) 

Desta equação, obtemos a velocidade angular em regime estacionário tu„ como segue: Note 
que para uma entrada em degrau de e, = 1 10 volts. obtemos 

<=W 1 - A; no 

s{L f s + R f )(Js — f) 5 
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Portanto. 


0J„ - lim ífr©(í)] 

i—O 

= lim 1 ÍOA; 

;io (L/S - Rr)(Js-f I 

uo/r, 

Rff 

Desde que w„ = 1.200 rpm = 20 * 2- rad/s. R, = 120 ohm>./ = 0.5 Ib-ft/rad/s. obtemos 


110Â'. 
120 x Ó,: 


ou 

^ 40tt y 60 , .. - 

a; = — j-j-Q — ohms Ib-ft volt 

= 68,5 lb-ft amp 

A função de transferência Bul/t/j) é então obtida como segue 

* 0U) = 68J5 

Efis) s(20s -r 120)(í — 0,5) 

= 

4(0,167* + I)(2* - )) 

Problema A.4. 12 Considere o servomecanismo de posição indicado na Fig 4 49. Suponha 
que a entrada do sistema seja a posição do eixo de referência e a saída do sistema seia a posição 
do eixo de saída. Suponha os seguintes valores numencos para as constantes do sistema: 

r - deslocamento angular do eixo de entrada de referência, radianos 
c - deslocamento angular do eixo de saída, radianos 
tf = deslocamento angular do eixo do motor, radiano. 

Ki — ganho do detector de erro do potenciómetro = 2-í'rr volts/rad 
K p = ganho do amplificador = 10 volts/volt 
R f = resistência do enrolamento de campo = 2 ohms 
Lf = indutãncia do enrolamento de campo = 0.1 henr- 
if = corrente de enrolamento de campo, amperes 
e, - tensão de campo aplicada, volts 

K . = constante de torque do motor = 0.05 Newton-m imperes 
n = relação de engrenagem = 1/10 

J = momento equivalente de inércia do motor e carga referido ao eixo do 
motor = 0.02 kg-m s 

/ — coeficiente de fricção-viscosa equivalente do motor e carga referente ao eixo do 
motor = 0.02 Newton-m/rad/s 

Desenhe um diagrama de blocos do sistema Determine a função de transferência de cada 
bloco. Finalmente, simplifique o diagrama de blocos. 

Solução. As equações que descrevem a dinâmica do sistema são as seguintes: 

Para o detector de erro potenciomélrico: 

E(s) = A',[/?(j) - C(í)] = ~[/?(í) - C(*)] (4.81) 
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Fig. 4.49 Servomecanismo de posição. 

Para o amplificador : 

E f {s) = KpE(s) = 10£(j) (4.82) 



(b) 


Fig. 4.50 (a) Diagrama de blocos do servomecanismo de posição indicado na Fig. 4.49; (b) 
diagramas de blocos simplificado. 
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Para o motor controlado por campo: Da Eq. (4.52). verificamos que 



Problema A.4.13 Nos sistemas de controle reaJ.mentados são utilizados eeradores c c * fim 

?es^ans| Z s tori 7 T a g ? nde - am P ,if,ca Ç io de P° lencia ( Amplificadores a válvula amplificai 
c c SSl 030 Conven,entes P ara utilização no controle d, reto de um motor 

dade.) Nodiagrama moslíadína F,g. SoTc 7° C ^ ‘Th’ 

por armadura. No diagrama esquemático da F,g 4.5 hb, COn,rolado 

R, = resistência do enrolamento de campo do gerador c c ohms 
L, - indutancia do enrolamento de campo do gerador c.c. henrvs 
i B = corrente do enrolamento dc campo do gerador c.c amperes 

R I de . e " rolam ™t° te campo aplicada do gerado- c.c.. volts 

. a _ re ^ ls tencia do enrolamento de armadura, ohms 
.* “ mduIancia do enrolamento de armadura. henrvs 
t„ - corrente do enrolamento de armadura, amperes 
i „ - tensão gerada na armadura, volts 
e„ = velocidade constante do gerador c c rad s 
ir - corrente de campo do motor c.c (constante), amperes 
e * — iorça-contra-eletromotriz. volts 

t Z desloca f Tien, ° angular do eixo do motor, radianos 
/ - torque fornecido pelo motor N-rr. 

/ = mSÍJTr d ° m0,0r ! “■*“ refendos *0 mo do motor. kg-rn' 

"m/Ss fncç “ 0 - v,scoia *> «» • da carga refendo, ao eixo do molor. 

O gerador é girado com um<i velocidade consuntp # a j 

de,e,mi„ada pela lensão «aplicada ao campo do gerador. Dedura ff^oTS^df 

Solução. As equações para este sistema são 
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/ p ■ 

L f dt ~ R f* = e f 


( 4 . 84 ) 


Saioa ao 
geraoo- 


Armadura 




Gerador c.c. Molor c c controlado por armadura 


(W 

Fig. 4.51 (ai Lm sistema gerador-motor c c.: (hl diagrama esquemático. 

e 

= KÒ t \p t 

onde A e uma constante e \b„ e o fluxo no entreferro de ar. Desde que a corrente no 
enrolamento de campeie o fluxo no entreferro de ar são proporcionais eí» e é uma constante e 
pode ser escrito * 0 

e “ = K o>t ( 4 . 85 ) 

onde K a é uma constante. Eliminando /, das Eqs. (4.84) e (4.85). obtemos 

L < + R > e - = K ° e > 
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A função de transferência entre a tensão gerada na armadura t „ e a tensão no enrolamento e,é 
então 


Ejjs) K, 

Efis I LfS — R f 


(4.86) 


No motor c.c. controlado por armadura, a armadura e enerpzada pela saída do gerador e 
a corrente de campo e mantida constante A função de transferencia entre tf e e a foi obtida na 
Seção 4.5 e resultou na Eq. (4.42) Reescrevendo-a. 


0(5) _ K 

E a \s)~ s[L a Js 1 — ( LJ - RJ )s — RJ — kk b ] 


(4.87) 


Portanto, a função de transferencia entre tf e tve obuda a partir das Eqs. (4.86) e (4.87) como 

0( s t KK a 

Efis ) “ ( LfS - R f )s[LJs - - (LJ- RJ)s - RJ- KK b ] <4 - 88 > 


A indutáncia L a no circuito de armadura normalmente e pequena e pode ser desprezada. 
Se L 0 é desprezada, então a função de transferência dada pela Eq. (4.88) reduz-se a 

0 ( 5 ) E t K m 

£f(s) ~ s{T f s — 1 )( T m s — 1 ) 


onde 


K„ = KJR, = constante de ganho do gerador 

T f = LjRr = constante de tempo do gerador 

= KHRJ ■+• KK b ) = constante de ganho do motor 

T m = RJHRJ ~ KK b \ = constante de tempo do motor 

Problema A. 4. 14 Considerando pequenos desvios em relação a operação em regime esta- 
cionário. desenhe o diagrama de blocos do sistema de aquecimento de ar indicado na Fig. 4.52. 
Suponha que a perda de calor para o ambiente e a capacitáncia térmica das panes metálicas do 
aquecedor são desprezíveis. 

Solução. Vamos definir 

0, = temperatura em regime estacionano do ar na abertura de entrada. °C 
0 O = temperatura em regime estacionano do ar na abenura de saída. °C 
G = taxa de fluxo de ar através da câmara de aquecimento, kg/s 
M = ar contido na câmara de aquecimento, kg 
c = calor específico do ar. cal/kg °C 
R = resistência térmica. °C s/cal 

Ç = capacitáncia térmica do ar contido na câmara de aquecimento = Mc. cal/°C 
H = entrada de calor em regime estacionáno. cal/s 

Vamos supor que a entrada de calor seja subitamente vanada de H jsara H + h e a 
temperatura de ar na abenura de entrada seja subitamente v anada de 0, parae f + tf,. Então, a 
temperatura do ar na abertura de saída sera vanada desde 0„ para 0 O - tf 0 
A equação que descreve o componamento do sistema é 

C d6 0 = [h — GdO , — 9 c )]di 


158 



Fig. 4.52 Sistema de aquecimento de ar. 


ou 

C 1F = h ~ Gdd ‘ ~ 0*) 

Notando que 


obtemos 

C W = «o) 

ou 

RC ^jf + 0o = Rh + 6, 


Considerando as transformadas de Laplace de ambos os membros desta última equação e 
substituindo a condição inicial tf o i0i = 0. obtemos 



Fig. 4.53 Diagrama de blocos do sistema de aquecimento de ar indicado na Fig. 4.52 
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Problem * A. 4. 15 Considere uma vanaçãoem umgas ideaJ desde um estado representado por 
C. 1 ' ‘ J aI 5 0 estado representado por (p 2 . v t . T : ). Se considerarmos a temperatura 
constante em T porem vanando a pressão desde p, ate Pi . então o volume do gas variara de t , 
para v de modo que 

P,Vl =P:V ’ (4.891 

ag0 ? a pressao constante, porem varie a temperatura para 7\ Então o volume do 
gas aunge 1 2 . Portanto. 



(4.90) 


Eliminando t entre as Eqs. (4.89) e (4.90). obtemos 


P |f] _ Pz tj 

T x ~ Tz 


Isto Significa que. para uma quantidade fixa de gas. independente de qual vanacáo fisica 
ocorra. pvlT sera constante Podemos portanto escrever V 

pv = kT 

onde o valor da constante X depende da quantidade e natureza do gas considerado 

molaras d a e n sdToue d | moM?* C ? m verific ?* se ser conveniente trabalhar em quantidades 
temen Im m o! de qualquer gas contem o mesmo numerode moléculas. Consequen- 

lemperatiras ^ ° V ° lume Se medick ’ sob as mesma ^ ™" d 'ÇÒes d * pressão e 

Se considerarmos I mol de um gas. então 


* " RT (4.91) 

O valor de R é o mesmo para todos os gases sob quaisquer condições. A constante R e 
«ZJTSS constante universal dos gases. Na condição de pressão e temperatura padrões 
" C e 1 , alm '- 1 ^-moldequalquergasocupa?59 ft 3 . (Por exemplo. a 0°Ce 14.7 psiao 
hldr ^ énK1 - 32 lb de oxigénio ou 3» lb de nitrogénio e o mesmo 
359 ft» ) Este volume e chamado volume molar e é denotado por i . 

Obtenha o valor da constante universal dos gases. 

Solução. Substituindo p = 14.7 lb/.n l . v = 359 ft 3 /lb-mol e T = 492° R na Eq. <4.91 ). obtemos 

5 _ 14.7 x 144 x 359 
492 

= 1.545 ft-lb/mol °R 
= 1 .987 Btu/lb-mol °R 

líhíSüíoí' 4,16 °/ CS0 molecular de uma substância pura e o peso de uma molécula da 
do °íi8Sísio v ,e , cuiir> e d v^ r 32 1 

dióxido de d ^v ° um ^ í ff P 3 e ^ l ^ codeumam ' stura 9 ue consiste em 100 ft 3 de oxigénio SfiSde 
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Solução. O peso molecular medio da mistura e 


M = (3’ X {g) - (44 :< jl) - (l8 x £°) = 25,6 - 1,76 - 2,88 = 30.24 


Portanto. 


1545 530 

30.24 x 14.7 > 144 


- 12.8 ft 3 /lb 


Problema A.4.17 O valor da constante dos gases para qualquer gas pode ser determinado a 
partir de observações experimentais precisas dos valores simultâneos de p. t e T 

Obtenha a constante do gasR^ para o ar. Note que a 32°F e 14.7 psia o volume específico 
do ar e 12.39 ftVlb Então obtenha a capacitáncia de um recipiente de pressão com 20 ft' 1 que 
contem ar a 160° F Supor que o processo de expansão e isotérmico. 

Solução 

^ = 14 ' 7 - 4 6C) 4 ^ 32 1139 = 53 > 3 ft - |b ' lb ° R 
Refenndo-se a Eq (4 .64). a capacilancia de um recipiente de pressão de 20 ft r ‘ e: 

„ V 20 lb 

~ nR ar T ~ 1 X 53,3 X 620 ~ 6,05 X 10 ~ 4 lb ft= 

Problema A. 4. 18 Considere o sistema indicado na Fig. 4.54. Obtenha a função de transferên- 
cia em malha-fechada H[s)IQ(s |. 

Solução. No sistema dado. ha apenas um caminho direto que liga a entrada l e a saída H ( r ). 

Portanto. 


p - JL_L_L 

' “ C;S 



*-r'(s) 


Fig. 4.54 Gráfico de fluxo de sinal de um sistema de controle. 
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Ha três laços individuais. Portanto. 


, = L 1 

C,sR t 

l = __L_L 

2 C z s R z 

l = _±_L 

3 *1 C 2 S 

O laço Z., não toca o laçoL : . (O laçoZ.. toca o laço L ? , e o laço L- : loca o laçoZ.,-,.) Portanto, o 
determinante A e dado por 

A = 1 - <1. + L z -Li) t (L X L Z ) 

_ , L_ _L 1 1 

/íjC.5 R : C z s RXzS R ; c,* 2 c 2 ^ 

Desde que todos os três laços tocam o caminho direto P t , removemos Z.,. L« e L 3 de A e 
calculamos o cofator A, como segue: 

*A, = 1 

Portanto obtemos a função de transferência em maJha-fechada como segue: 

H ( s ) = P } A; 

Q{s) A 

1 

_ /?,C,C 2 5- 

" . 1 ~ i i 

R,C,s R z C z s R\C Z $ R^C,R z C,j- 

R z 

RiCtRiCiSi - (Z?,C, - /? ; C; - RlC,)s + 1 


Problemas 

Problema B.4.1 Obtenha as funções de transferencia dos sistemas mecânicos indicados nas 
Figs 4.55(a) e (bi Obtenha também os analogos eietncos dos sistemas mecânicos. 
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Problema B.4.2 Obtenha a função de transferência de cada um dos três sistemas mecânicos 
indicados na Fig. 4.56 Nos diagramas, a, denota o deslocamento de entrada e denota o 
deslocamento de saída. Suponha que os sistemas sejam a parâmetros concentrados (sem 
massa distribuída) e que o eteito de carga na saída e desprezível 



(c) 


Fig. 4.56 Sistemas mecânicos. 


Problema B.4.3 Obtenha as funções de transferência dos sistemas indicados nas Figs 
4.57(a>. (bi e (c). 
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Fig. 4.57 Gráfico de fluxo de sinal de sistemas. 


Problema B 4.4 Mostre que os sistemas indicados nas Figs. 4.58(a) e (bj são sistemas 
análogos. (Mostre que as funções de transferências dos dois sistemas possuem a mesma 



(b) 

Fig. 4.58 (a) Sistema eletnco: (b) análogo mecânico do sistema elétrico. 

Problema B.4.5 Deduza a função de transferência da rede elétrica mostrada na Fig. 4.59. 
Desenhe um diagrama esquemático de uma rede mecânica equivalente. 


R, Ci 

o VWv H f- 



-o 




-o 


Fig. 4.59 Rede elétrica. 


Problema B.4.6 Deduza a função de transferência da rede mecânica indicada na Fig/4.'60. 
Desenhe um diagrama esquemático de uma rede elétrica equivalente. 



V/Z/ZZ? 


Fig. 4.60 Rede mecânica. 
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Problema B.4.7 Obtenha a função dc transferência «is)iE.is)do motor cx 

campo indicado na Fig 4 61 . No sistema : suponha que J= 0.5 lb-ft-s . / - 0.. Ib-ft, rad s. 

K = constante de torque do motor = 27.4 lb-ft/amp 


120 ohms 



Fig. 4.61 Motor c.c. controlado por campo 



Problema B 4.8 Desenhe um diagrama de blocos do sistema de controle indicado na Fig^ 
4 6" Suponha que as funções de transferência do detector de erro synchrv e do amplificador 
sej^ constantes , e K,. respectivamente, e a função de transferencia do motor mais carga 

seja 


C(s) K 3 

E.(s) si Ts - 1 ) 


Transmissor Transformaoor 
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O coeficiente de realimentaçáo de velocidade é K, . A relação de engrenagem én - NJhl t < 1. 

Problema B.4.9 Considere o sistema de nível de liquido indicado na Fig. 4 27ia). Supondo 
que H = 10 ft. Q = 1 ft 3 /s e que a área da seção transversal do tanque ê igual a 5 fl : . obtenha 

a constante de tempo do sistema no ponto de operação {H , Q). 

Problema B.4.10 Obtenha a capacitáncia do recipiente de pressão que contem 2.500 in 3 dear 
a 100°F e 34.7 psia. Suponha que o processo de expansão é isotérmico. 

Problema B.4. 1 1 Obtenha a função de transferência do sistema de pressão de ar indicado na 
Fig. 4.63(a>. Suponha quep , e a entrada ep 2 éa saída. O volume do recipiente e 5 in 3 e a curva 
\p versus fluxo e fornecida na Fig 4.63(b>. A temperatura do ar e 75°F e supõe-se que o 
processo de expansão do ar e isotérmico. Suponha que a pressão de operação àp = p t - piéQ — 
10 lb/in* (Lse uma resistência media.) 



I 

a 

II 

Q. 

< 



Fig. 4.63 ia) Sistema dc pressão: (b) curva lp versus fluxo. 

Problema B.4.12 Obtenha a função de transferência do termómetro indicado na Fig. 4.64. 
Obtenha um analogo elétrico do termômetro. 

Termômetro 

Fig. 4.64 Sistema termométrico. 

Banho 
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iprm.fn nrtt ~ m Ierrno P ar Possui uma constante de lempode 2 segundos Um recimente 

^ 30 SCgUnd °" Quand0 ° termo P ar é msendono 
dupla capaacLde temperatura pode ser considerado um sistema com 

Sunnnh^". c ° nstanIes de Iem P° do sistema conjunto termopar-recipiente térmico 
' p ii q e i peso do termopar é 0,5 07 e o peso do recipiente térmico é ^ 1 07 Snmnh- 
também que os calores específicos do termopí e do 

Se^ 4 65 l epr f en ! a “ m d <agrama de blocos de um sistema de controle de 

por um conjun '° dt ™'“" s »«* 


Distúrbio 
ae carga 


Velocidade 
de referência 


1 00 * 

s 2 + !40s i00 ? 



OJs +• 


Servo- 

rudraulico 


Velocidade 

real 


I0_ C(s) 

20s •+• 1 I 



Fig. 4.65 Diagrama de blocos de um sistema de controle de velocidade dc máquina. 


168 


5 


Ações de 

Controle 

Básicas e 

Controles 

Automáticos 

Industriais 

5.1 INTRODUÇÃO 

vaior^4T 0 d de°em7„^7esv? o m e ara ?, Val0r rcal í Mld “ d « P™ces S ocom o 
desviu a um valor nulo ou mu i P r " uz urT * sln *d de conlrolc que redu? o 

aUI °Neste' capítuío° S* iirSir* 

u. 1 l,zuda S em comío.ado^ a uu™T,m„ aS T* de , C ° n,rolc basicas «mumeme 
pnncipio de operação de conrml H ^ tndustnais. Imcialmente introduziremos o 
vários sinafs J "^odos para ^ação de 

Postenormente discutiremos os efeitos de m f nVada e dd inte S ral do sinal erro. 
sempenho do sistem Fnl H modos de Controle P ar ^uiares no de- 

rcdnzir os efeitos de dis^S í,?™ 5 Un lf breVe d,scussàc de métodos para 
introduziremos amplificadores nuíft rnOS> n ° desem P en ^° do sistema. FinaJmente 
na de sistemas cZ flú'dl e disc í apre ? enta . remos Pnncípios básicos da teo- 
com fluidos. iremos aplicações de dispositivos que operam 
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Classificação de controladores automáticos industriais. Os controladores au- 
tomáticos industriais podem ser classificados de acordo com a ação de controle 
como 

1. controladores de duas posições ou liga-desliga ion-off I 

2. controlaoores proporcionais 

3. controlaoores do tipo integral 

4. controladores do tipo proporcional-mais-integral 

5. controladores do tipo proporcional-mais-derivativo 

6. controladores do tipo proporcional-mais-derivaiivo-mais-integral 

A maioria dos controladores automáticos industriais utilizam a eletricidade ou 
fluido pressurizado, tal como oleo ou ar. como fontes de potência. Os controladores 
automáticos também podem ser classificados de acordo com o tipo de potência 
empregado na operação, tais como controladores pneumáticos, controladores hi- 
dráulicos ou controladores eletrônicos. Qual dos tipos de controlador utilizar deve 
ser decidido pela natureza do processo e condições de operação, incluindo conside- 
rações como segurança, custo, disponibilidade, precisão, confiabilidade, peso e 
dimensão. 

Elementos de controladores automáticos industriais. Um controlador automá- 
tico deve detectar o sinal erro atuante, que e normalmente de baixo nível de 
potência, e ampiifica-lo a um nível suficientemente alto. Portanto, é necessário um 
amplificador. A saída do controlador automático ê ligada a um dispositivo de 
potência, tal como um motor ou válvula pneumática, um motor hidráulico ou um 
motor elétrico. 


Detector de erro 



Fig. 5.1 Diagrama de olocosde um controlador automático industrial e elemento de medida. 


A Fig. 5.1 mostra um diagrama de blocos de um controlador automático 
industrial conjuntamente com um elemento de medida. O controlador consiste em 
um detector de erro e amplificador. O elemento de medida c um dispositivo que 
converte a variavei de saída em uma outra vanável conveniente, tal como um 
deslocamento, pressão ou sinal elétrico que pode ser usada para comparar a saída 
em relação ao sinaJ de entrada de referência. Este elemento é o ramo de realimenta- 
ção do sistema em malha-fechada. O ponto de ajuste do controlador deve ser 
convertido em uma entrada de referência com as mesmas unidades do sinal de 
realimentação na saída do elemento de medida. O amplificador amplifica a potência 
do sinal erro atuante, o qual por sua vezoperaoatuador. ( Na maioria das vezes, são 
usados um amplificador junto com um circuito de realimentação conveniente para 
operar o sinal erro atuante por amplificação e algumas vezes por diferenciação e/ou 


integração afim de produzir um melhor sinal de controle.) O atuadoré um elemento 
que altera a entrada para o processo de acordo com o sinal de controle, de modo que 
o sinal realimentado possa ser comparado com o sinal de entrada de referência. 

Controladores auto-operados. Em muitos controladores automáticos indus- 
triais são utilizadas unidades separadas para o elemento de medida e para o atuador. 
Em uma lorma mais simples, entretanto, tal como em um controlador auto-opera- 
do. estes elementos são montados em uma unica unidade. Controladores auto-ope- 
rados utilizam a potência desenvolvida pelo elemento de medida e são muito 
simples e baratos. Um exemplo de um controlador auto-operadoe mostrado na Fig 
.'.2 O ponto de ajuste e determinado pelo ajuste da força na mola. A pressão 
controlada e medida pelo diafragma. 0 sinal erro atuante e a força atuante liquida no 
diafragma. Sua posição determina a abertura da válvula. 


Ponto 



Fig. 5.2 Controlador auto-operado. 


A operação do controlador auto-operado c a seguinte: Suponha que a pressão 
de saída é menor do que a pressão de referência, determinada pelo ponto de ajuste. 
Então, a força da mola para baixo é maior do que a força de pressão para cima. 
resultando em um movimento para baixo do diafragma Isto acarreta um aumento 
da taxa de fluxo e aumento da pressão de saída. Quando a força de pressão para 
cimae igual á forçada mola para baixo, a válvula permanece estacionaria e a taxa de 
fluxo é constante. Inversamente, se a pressão de saída ê maior do que a pressão de 
referência, a abertura da válvula torna-se menor e reduz a taxa de fluxo através da 
abertura da válvula. Este controlador auto-operado é muito usado para controle de 
pressão de água e gás. Neste controlador, a taxa de fluxo através da abertura da 
válvula é aproximadamente proporcional ao sinal erro atuante. 

Ações de controle. As seis ações de controle básicas seguintes são muito 
comuns entre os controladores automáticos industriais: duas posições ou on-ofj. 
proporcional, integral, proporcional-mais-integral. proporcional-mais-derivativa e 
proporcionai-mais-derivativa-mais-integral. Estas seis ações de controle serão dis- 
cutidas neste capítulo. Note que é necessário um entendimento das características 
basicas das varias ações para que o engenheiro de controle possa selecionar a mais 
conveniente em sua particular aplicação. 
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Ação de controle òe duas posições ou liga-desliga ( on-ofl ). Em um sistema de 
controle de duas posições, o elemento atuante possui apenas duas posições fixas 
que são. em muitos casos, simplesmente ligado e desligado (do inglês, on-ojf). 0 
controle de duas posições é relaüvamente simples e barato e. por esta razão, 
extremamente uüiizado tanto em sistemas de controle industriais como domésti- 
cos. 

Considere o sinal de saída do controlador m(i) e o sinal erro atuante e(n. Em 
um controle de duas posições, o sinal m(i) permanece ou em um valor máximo ou 
em um valor mínimo, dependendo de o sinal erro atuante ser positivo ou negativo, 
de modo que 

m(í) = A/, para e{t) > 0 
= A/ ; para e(r) < 0 

onde M , e M : são constantes. O valor mínimo M : usualmente ou e zero ou -M,. Os 
controladores de duas posições geralmente são dispositivos elétricos, e uma vál- 
vula operada por solenoide eletnco e extensivamente usada nestes controladores 
Controladores proporcionais pneumáticos com ganhos muito altos aluam como 
controladores de duas posições e são muitas vezes denominados controladores de 
duas posições pneumáticos. 

„As Figs. 5.3(a) e (b> mostram os diagramas de blocos para controladores de 
duas posições. O intervalo através do qual o sinal erro atuante deve mover-se antes 
de ocorrer o chaveamento e denominado intervalo diferencial. Um intervalo [gap \ 
diferencial e indicado na Fig. 5.3(b). Este intervalo diferencial faz com que a saída 



(o) 


Histerese 

diferencial 


do controlador m(n .mantenha seu valor presente até que o sinal erro atuante 
tenha-se movido ligeiramente além do valor zero. Em alguns casos, o intervalo 
diferencial e um resultado de fricção e perda de movimento não mtencionalmentc 
introduzido no sistema; entretanto, normalmentc é intencionalmente colocado de 
modo a prevenir uma operação frequente demais do mecanismo on-off. 

Considere o sistema de controle de nível de liquido indicado na Fig. >.4 Com o 
controle de duas posições, a válvula ou está aberta ou está fechada. Consequente- 
mente a taxa de fluxo de entrada de agua ou e uma constante positiva ou e zero. 
Conforme indicado na Fig. 5.5. o sinal de saída move-se continuamente entre os 
dois limites exigidos de modo a fazer com que o elemento atuante mova-sc de uma 
posição fixa para outra. Note que a curva de saída segue uma de duas curvas 
exponenciais, uma correspondendo a curva para encher e a outra correspondendo à 
curva para es\ aziar Esta oscilação da saída entre dois limites e uma característica 
ae resposta típica de um sistema sob controle de duas posições. 



R 


Fig. 5.4 Sistema de controle de nível de líquido. 


Da Fig .'.5. verificamos que a amplitude da oscilação de saída pode ser 
reduzida diminuindo-se o intervalo diferencial. Isto. entretanto, aumenta o numero 
de operações da chave. Iigando-a e desligando-a por minuto, e reduz a vida util do 
componente O tamanho do intervalo diferencial deve ser determinado a partir de 
consideraçóe> relativas a precisão exigida e a vida do componente. Analises poste- 
riores de sistemas de controle com controladores de duas posições são deixadas 
para o Cap 1 1 . 



(b) 

Fig. 5.3 (a) Diagrama de blocos de um controlador liga-desliga; (b) diagrama de blocos dei 
controlador liga-desliga com histerese diferencial. 


MM 



fig. 5.5 Curva de nível h(t) versus t para o sistema indicado na Fig. 5.4. 
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Ação de controle proporcional. Para um controlador com ação de controle 
proporcional, a relação entre a saida do controlador mi ti e o sinal erro atuante ei ti e 

m(t) = Ap?(t) 

ou. em transformada de Laplace. 

M(s) _ 

Eis) Kp 

onde K„ é denominado sensibilidade proporcional ou ganho. 

lndependentemente do mecanismo real. ou da forma da potência de operaçao. 
o controlador proporcional e essencialmente um amplificador com um ganho ajus- 
tavel Lm diagrama de blocos deste controlador c mostrado na Fig. 5.6. 



Fig. 5.6 Diagrama de blocos de um controlador proporcional. 


Ação de controle integral. Em um controlador com a ação de controle integral . 
o valor da saída do controlador min ê variado em uma taxa proporcional ao sinal 
erro atuante eli). Isto é. 

^ = K,eU, 
dt 


ou 



M(S) 


Fig. 5.7 Diagrama de blocos de um controlador integral. 


Ação de controle proporcional-mais-integral. A ação de controle de um contro- 
lador proporcional-maís-mtegral e definida pela seguinte equação: 

m(t) = K p e(t ) + ^ í e(t) dt 

J i J o 

ou a função de transferência do controlador e 


Mjs) 
E(.s ) 




) 


onde À'p representa a sensibilidade proporcional ou ganho e 7, representa o tempo 
integral Tanto como 7, são ajustáveis. O tempo integral ajusta a ação de 
controle integral, enquanto uma mudança no valor de afeta tanto a parte 
proporcional como a parte integral da ação de controle. O inverso do tempo integral 



e(t ) 


Degrau umtâric 

ll 


(b) 


m(t) = j eit)dt 

onde K, é uma constante ajustável. A função de transferência do controlador 
integral é 

Mis ) _ K, 

Tis) s 

Se o valor de ei t)é dobrado, então o valor de m(t) vanaduas vezes mais rápido. Para 
erro atuante nulo. o valor de mil) permanece estacionário. A ação de controle 
integral é muitas vezes denominada controle de restabelecimento ireset). A Fig. 5.7 
mostra um diagrama de blocos deste tipo de controlador. 



Hg. 5.8 (a)Diagrama de blocos de um controlador proporcional-mais-integral: (bj e (c) 
diagramas indicando a entrada com degrau unitário e a saída do controlador. 
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0 r 
(c) 


Fig. 5.9 (a) Diagrama dc blocos de um controlador proporcional-mais-denvativo: (b) e (O 
diagramas indicando a entrada em rampa unitana e a saída do controlador. 


T, e denominado taxa de restabelecimento ( reset ). A taxa de restabelecimento e o 
número de vezes por minuto que a parte proporcional da açao de controle e 
duplicada. A taxa de restabelecimento é medida em termos de repetições pt 
minuto A Fig. 5.8(a) mostra um diagrama de blocos de um controlador proporcic 
nal-mais-integral. Se o sinal erro atuante e(t) é uma função degrau unitano. como 
mostrado na Fig. 5.8(b). então a saída do controlador m(t) e a indicada na Ftg. 
5.8(0. 

Ação de controle proporcional-mais-derivativa. A ação de controle de um 
controlador proporcional-mais-derivativo é definida pela seguinte equaçao: 
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m(r) = K,eU) + 


e a função dc transferencia e 


M{s) 

E(s) 


= À',( 1 - T d s) 


ondeMp representa asensibilidadeproporciomiUXíreprcsenucHempoderivaüvo^ 

Tanto Àp como 7 a sao ajuslavets . . Ç magnilu d e da saída do controlador e 
denominada controle de taxa. c 

proporcional a taxa dc vanaçao dc avança o efeito da ação de controle 

.ntervtdodc. empo polo qual a açao de. axa avançado ej^ J ^ 

proporcional. A Fig. ■ •*<*> atuante elt) c uma função rampa 

- — - 

derivativa nunca pode antecipar uma ^açao <jue a vantagemde serantecipatória. 
tem ^desvaÍMagenTd^ítfnpHllcar^orsinídVd^riddo^ causar um efeito 
no atuador. 
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Note que a açáo de controle derivativa nunca pode ser usada sozinha porque 
esta ação somente é efetiva durante os intervalos de tempo correspondentes a 
transitórios. 

Ação de controle proporcional-mais-derivativa-mais-integral. A combinação 
da ação de controle proporcional, ação de controle derivativa e ação de controle 
integral é denominada açáo de controle proporcional-mais-derivativa-mais-inte- 
gral. Esta ação combinada possui as vantagens de cada uma das três ações de 
controle individuais. A equação de um controlador com esta ação combinada é 
dada por 

m( t) = K F eU) -f - jA J ' e(t) dt 

ou a função de transferência é 



onde K p representa a sensibilidade proporcional. T„ representa o tempo derivativo e 
T, representa o tempo integral. O diagrama de blocos de um controlador proporcio- 
nal-mais-derivativo-mais-integral é mostrado na Fig. 5.1(Ha>. Se ett) é uma função 
rampa unitária conforme mostrado na Fig. 5.10(b). então a saída do controlador 
m<t) é a indicada na Fig. 5.10tc). 


f 


Efeitos do elemento de medida no desempenho do sistema. Desde que as carac- 
terísticas estática e dinâmica do elemento de medida afetam a indicação do valor 
real da variável de saída, o elemento de medida representa um papel importante na 
determinação do desempenho global do sistema de controle . O elemento de medida 
normalmente determina a função de transferência no ramo de realimentação. Se as 
constantes de tempo do elemento de medida são suficieniemente pequenas, compa- 
radas com outras constantes de tempo no sistema de controle, a função de transfe- 
rência do elemento de medida simplesmente torna-se uma constante. As Figs. 
5.1 lia», (b) e (ci mostram diagramas de blocos de controladores automáticos 
contendo um elemento de medida de primeira-ordem, de segunda-ordem sobrea- 
mortecido e segunda-ordem subamortecido. respectivamente. A resposta de um 
elemento de medida térmico é normalmente do tipo de segunda-ordem sobreamor- 
tecido. 


Diagramas de blocos de sistemas de controle automático. L m diagrama de bloco 
de um sistema de controle automático pode ser obtido pela ligação da planta ao 
controlador automático, como mostrado na Fig. 5.12. A realimentação do sinal de 
saída é obtida pelo elemento de medida. A equação relacionando a variável de saída j 

O si com a entrada de referência R(s) e a variável de distúrbio Nls) pode ser obtida 
como segue: 


C(s) = 


C,(5)G 2 (5) 

1 - G ] (s)G 1 (s)H(s) 


1 - G ] {s)G 2 (5)H(5) 
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Fie. 5.11 Diagramas de blocos de controladores automáticos com tal elemento de medida de 
pnmeira-ordem: (b) elemento de medida de segunda-ordem superamortecido; (c) elemento e 



Fig. 5.12 Diagrama de blocos de um sistema de controle. 
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Nos sistemas de controle de processos, usualmenie estamos interessados na 
resposta ao distúrbio Nlsi. Em servomecanismo. entretanto, a resposta a uma 
entrada dc referência Ris) e de maior interesse. Iremos apresentar a análise da 
resposta do sistema em relação a variações nos distúrbios e na carga na Seção 5.4. 

A resposta do sistema em relação a variações na entrada de referência sera estu- 
dada em detalhes no Cap. 6. 

5.2 CONTROLADORES PROPORCIONAIS 

Nesta seção, ilustraremos o fato de que controladores proporcionais utilizam o 
princípio da realimentação negativa neles proprios. Forneceremos uma discussão 
detalhada do principio pelo qual operam os controladores proporcionais, conside- 
rando um controlador pneumático. Mostraremos então que o mesmo principio 
aplica-se a controladores hidráulicos e eletrónicos. Atrases desta discussão, dare- 
mos maior ênfase aos princípios fundamentais do que a detalhes da operação de 
mecanismos reais. 

Sistemas pneumáticos. Controladores pneumáticos de baixa pressão têm sido 
desenvolvidos para sistemas de controle industriais e extensivamente usados em 
processos industriais. As razões para o amplo uso de controladores pneumáticos 
são. principalmente. suas características a prova de explosão, simplicidade e facili- 
dade de manutenção. 

Amplificadores pneumáticos bocal-haste (novU-flapper). Um diagrama es- 
quemático de um amplificador pneumático bocal-haste ( nozzle-flapper ) é indicado 
na Fig. 5.1 3(a). A fonte de potência para este amplificador é uma tonte de ar a 
pressão constante. O amplificador converte pequenas variações na posição da 
haste em grandes \ anações na pressão do bocal. Portanto uma grande potência de 
saída pode ser controlada através de uma pequena potência necessária para posi- 
cionar a haste ( flupper ). 

Na Fig. 5. 13(a) o ar pressurizado e introduzido através dc um orifício, e o ar é 
ejetado do bocal < rwzzlc ) para a haste. Usualmcnte a pressão de alimentação/ 1 , para 
este controlador e de 20 psig. O diâmetro do orifício c da ordem de 0.25 mm e o do 
bocal é da ordem de 0.4 mm. O diâmetro do bocal deve ser maior que o do orifício, a 
fím de que o amplificador funcione apropriadamente. A haste e posicionada contra 
a abertura do bocal e a pressão no bocal P,, e controlada pela distância. V haste-bo- 
cal . Conforme a haste se aproxima do bocal . a oposição para o fluxo de ar através do 
bocal aumenta, resultando em um aumento da pressão P, r Se o bocal for completa- 
mente fechado pela haste, a pressão P b do bocal e igual a pressão de suprimento/ 1 ,. 
Sc a haste for distanciada do bocal, de modo que a distância bocal- haste seja grande 
(da ordem de 0.25 mm), então não há praticamente reslnção ao fluxo e a pressão P t , 
no bocal possui o seu valor mínimo que depende do dispositivo haste-bocal utili- 
zado. (A mínima pressão possível sera a pressão ambiente P„.) 

Notar que. como o jato de ar empurra a haste, é necessário construir o 
diâmetro do bocal tão pequeno quanto possível. 

U ma curva típica relacionando a pressão P„ do bocal com a distância haste-bo- 
cal A' é mostrada na Fig. 5.13(b). A parte descendente, quase linear, da curva é 
utilizada na operação real do amplificador haste-bocal. Como o intervalo de deslo- 
camentos da haste é restrito a valores muito pequenos, a variação na pressão de 
saída também é pequena, apesar de a curva aparentar ser muito íngreme. 

O amplificador haste-bocal converte deslocamento em um sinal de pressão. 
Desde que os sistemas de contr ole de processo industrial exigem grandes potências 
de saída para operarem grandes válvulas atuantes pneumáticas, usualmente a 
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Entrada 





Fig. 5.13 (a) Diagrama esquemático de um amplificador pneumático bocal-haste, (bl curva 
característica relacionando a pressão no bocal e a distância bocal-haste. 


amplificação de potência do amplificador haste-bocal não c suficiente. Consequen- 
temente. quase sempre e empregado um relê pneumático como amplificador dc 
potência em conexão com o amplificador haste-bocal. 

Relês pneumáticos. Em um controlador pneumático prático, um amphficadoi 
haste-bocal atua como primeiro-estágio amplificador e um rele pneumático como o 
segundo-estágio amplificador. O relê pneumático é capaz de operar com uma 
grande quantidade dc fluxo de ar. . 

Um diagrama esquemático de um relê pneumático é indicado na Fig. 5.14(a). 
Conforme a pressão no bocal P b aumenta, a válvula de bola e forçada para a posição 
inferior, diminuindo a pressão de controle f f . Um relê deste tipo é denominado relê 

de ação reversa. . . . r- 

Quando a válvula de bola está na posição superior, a abertura atmosférica e 

fechada e a pressão de controle P c torna-se igual a pressão de suprimento P ,. 
Quando a válvula de bola está na parte mais inferior de sua posição, ela fecha 
completamente o suprimento de ar e a pressão de controle P f cai para a pressão 
atmosférica. A pressão de controle P c pode então ser variada desde o numero 0 psig 
até a pressão total de suprimento, usualmente 20 psig. 
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Fig. 5.14 (a) Diagrama esquemático de um relétipo-sangria:(bidiagramaesquematJCode um 
rele úpo sem sangria. 


O movimento total da válvula de bola entre as posições mais inferior e mais 
superior é muito pequeno (da ordem de 0.25 mm). Em todas as posições da válvula 
de bola. exceto na posição mais superior, o ar continua a escapar para a atmosfera, 
mesmo apos ser atingida a condição de equilíbrio entre a pressão do bocal e a 
pressão de controle. Por este motivo o relé mostrado na Fig. 5. 14(ai é denominado 
um relé tipo sangria (“escape"). 

Há um outro tipo de relé. o tipo sem sangria. Neste tipo o ar deixa de escapar 
quando a condição de equilíbrio é atingida e. portanto, não há perda de ar pressuri- 
zado na operação em estado estacionário. Note. entretanto, que o relé tipo sem 
sangria deve possuir uma saliência para libertar a pressão de controle P c da válvula 
atuante pneumática. Um diagrama esquemático de um rele tipo sem sangria é 
mostrado na Fig. 5.14(b). 

Em qualquer tipo de relé o suprimento de ar é controlado por uma válvula, que 
por sua vez é controlada pela pressão do bocal. Portanto, a pressão do bocal é 
convertida na pressão de controle com amplificação de potência. 

Desde que a pressão de controle P r varia quase instantaneamente com varia- 
ções na pressão do bocal P b . a constante de tempo do relé pneumático é desprezível 
comparada com as outras constantes de tempo maiores do controlador pneumático 
e da planta. 
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Controladores proporcionais pneumáticos (tipo força-distáncia). Dois tipos de 
controladores pneumáticos, um denominado do tipo força-distáncia e outro do tipo 
força-balanço. são extensivamente utilizados na indústria, lndiferentemente de 
quão distintos os controladores pneumáticos industriais possam parecer, um es- 
tudo cuidadoso mostrará a grande similaridade nas funções do circuito pneumático. 
Neste livro consideraremos apenas os controladores pneumáticos tipo força-dis- 
táncia. 

A Fig. 5.15(a) mostra um diagrama esquemático deste tipo de controlador 
proporcional. O amplificador haste-bocal constitui o primeiro estagio amplificador, 
e a pressão do bocal e controlada pela distância haste-bocal. O amplificador tipo 
rele constitui o segundo estagio amplificador. A pressão do bocal determina a 
posição da válvula de mola para o segundo estagio amplificador, que é capaz de 
operar com uma grande quantidade de fluxo de ar. 

Na maioria dos controladores pneumáticos, e empregado algum tipo de reali- 
mentação pneumática. A realimentaçào da saída pneumática reduz a quantidade de 
movimento real da haste. Ao inves de montar a haste em um ponto fixo. como 
indicado na Fig. 5.15(b). ela é normalmente pivotada no fole de realimentaçào. 
como indicado na Fig. 5.15(c). A quantidade de realimentaçào pode ser regulada 
pela introdução de uma ligação variável entre o fole de realimentação e o ponto de 
conexão da haste. A haste toma-se então um elo flutuante. Ela pode mover-se tanto 
por ação do sinal erro como pelo sinal de realimentaçào. 

A operação do controlador indicado na Fig. 5.15(a) é a seguinte: O sinal de 
entrada para os dois estágios amplificadores pneumáticos é o sinal erro atuante. Um 
aumento no sinal erro atuante move a haste para a direita. Esta. por sua vez. diminui 
a pressão no bocal, e o fole£ se contrairá, resultando em um movimento para cima 
da válvula de bola. Isto acarretará um fluxo maior para a válvula pneumática e a 
pressão de controle aumentara . Este aumento causa uma expansão do fole F e move 
a haste para a esquerda, fechando o bocal. 

O deslocamento haste-bocal e muito pequeno devido a esta realimentação. 
mas a variação na pressão de controle pode ser grande. No caso em que o erro 
atuante decresce, a pressão no bocal aumenta e a válvula de bola move-se para 
baixo, resultando em um decréscimo no fluxo de suprimento para a válvula e um 
aumento na sangria para a atmosfera. Isto acarretara uma diminuição da pressão de 
controle. 

E importante notar que o fole de realimentação moveria a haste de uma 
distância menor do que aquela causada apenas pelo sinal erro. Se estes dois 
movimentos fossem iguais, não resultaria uma ação de controle. 

As equações para este controlador podem ser deduzidas como segue: Quando 
o erro atuante e nulo. ou e = 0. e existe um estado de equilíbrio com a distância 
bocal-haste igual aÃ‘. o deslocamento do fole Fé iguala >', o deslocamento do fole B 
igual aZ. a pressão do bocal igual a P b . e a pressão de controle é igual a P r . Quando 
houver qualquer erro atuante, a distância haste-bocal, os deslocamentos dos foles F 
e B, a pressão no bocal e a pressão de controle desviam de seus respectivos valores 
de equilíbrio. Consideremos estes desvios como sendo x, y. z,p b . e p c . respectiva- 
mente. ( O sentido positivo para cada variável de deslocamento é indicado por uma 
seta.) 

Supondo que a relação entre a variação na pressão do bocal e a variação na 
distância haste-bocal seja linear, temos 

Pt, — —K x x (5-1) 

onde K y e uma constante. Para o fole B, 

P, = K,z (5-2) 
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(d) 



(e) 


Fig. 5.15 (a) Diagrama esquemático de um controlador proporcional pneumático tipo força- 
dístãncia: (b) hasie montada em um ponto fixo; (c) haste montada no fole de realimentação; (di 
diagrama de blocos do controlador; (e) diagrama de blocos simplificado para o controlador. * 
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onde é uma constante. A posição da válvula de bola que depende do desloca- 
mento do fole B determina a pressão de controle Se a válvula de bola for tal que a 
relação entre p r e : seja linear, então 

p c =-K y z (5-3) 

onde A'., é uma constante. Das Eqs. (5.1). (5.2) e (5.3). obtemos 


a i i' 

Pc = -jfp è =K A x 


onde A H = A, A' ,/À' ; é uma constante. Para o movimento da haste, temos 



O fole F age como uma mola. e vale a seguinte equação: 


(5-5) 


Ap c = k,y (5-6) 

onde A e a área efetiva do fole/- , ek,e a constante da mola equivalente ou a rigidez 
devida a ação do lado corrugado do fole. 

Supondo que todas as variações nas variáveis estão dentro da faixa linear, 
podemos obter um diagrama de blocos para este sistema a partir das Eqs . (5.4). (5.5 ) 
e (5.6). como indicado na Fig. 5.15(d). Da Fig. 5.15(d). pode ser verificado clara- 
mente que o controlador pneumático mostrado na Fig. 5. 15(a)é por si so um sistema 
realimentado. A função de transferência entre p r e t- é dada por 


P c (s) 2^ k 

Eis) . _ KjA A ' 

2 k, 


(5-7) 


L m diagrama de blocos simplificado e mostrado na Fig. 5 . 1 5<e ) . Desde quep r e c 
são proporcionais, o controlador pneumático indicado na Fig 5.15(a) c denomi- 
nado um controlador proporcional pneumático. 

Note que desde que o valor de K ^A/k, e geralmente muito maior do que a 
unidade em controladores reais, a função de transferência dada pela Eq. (5.7) pode 
ser simplificada para resultar 


1 K 

P'(s) = _ 2_1 ^ 

E(s ) K a A A 

2 k. 


(5-8) 


Como visto a partir das Eqs. (5.7) e (5.8). o ganho do controlador proporcional 
pneumático pode ser variado amplamente pelo ajuste da ligação conectando a 
haste. [ A ligação conectando a haste nãoé indicada na Fig. 5. 15(a).] Na maioria dos 
controladores proporcionais comerciais, existe um botão de ajuste, ou outro meca- 
nismo para variar o ganho através do ajuste desta ligação. 
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o X o x 

to) 


Fig. 5.16 (a) Controlador pneumático sem mecanismo de realimentação: (bl curvas P b versus 
X e P c versus X. 


Como foi verificado antenormente* o sinal erro atuante moveu a haste em um 
sentido e o fole de realimentação moveu a haste no sentido oposto, porém com um 
deslocamento menor. O efeito do fole de realimentação é. portanto, reduzir a 
sensibilidade do controlador. O princípio da realimentação e comumente usado 
para obter controladores de banda-proporcional ampla. 

Os controladores pneumáticos que não possuem mecanismos de realimenta- 
ção (o que significa que um extremo da haste é fixo. como indicado na Fig. 5. 16(a)] 
possuem alta sensibilidade e são denominados controladores proporcionais de 
banda estreita ou controladores de duas posições. Neste tipo dc controlador é 
exigido apenas um pequeno movimento entre o bocal e a haste a fim de obter-se uma 
variação completa desde a pressão de controle maxima ate a mínima. As curvas 
relacionando P b com X e P c com A são mostradas na Fig. 5. 16(b). Note que uma 
pequena variação em A’ pode acarretar uma grande vanaçào em P b . o que faz a 
válvula de bola estar completamente aberta ou completamente fechada. 

Válvulas atuantes pneumáticas. Uma característica de controles pneumáticos 
é que eles empregam quase exclusivamente válvulas atuantes pneumáticas. Uma 
válvula atuante pneumática pode fornecer uma grande potência de saída. (Desde 
que um atuador pneumático requer uma grande potência na entrada para produzir 
uma grande potência na saída, é necessário que seja disponível uma quantidade 
suficiente de ar pressurizado.) Na prática, as válvulas atuantes pneumáticas pos- 
suem características que podem ser não lineares: isto é. o fluxo pode não ser 
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diretamente proporcional à posição da haste da válvula, e também pode haver 
outros efeitos não lineares, tal como histerese. 

C onsidere o^iiagrama esquemático de uma válvula atuante pneumática indi- 
cado na Fig. 5.17. Suponha que a area do diafragma e A_ Suponha ainda que. 
quando o erro atuante é nulo. a pressão de controle e igual af,eo deslocamento da 
valvula e igual a A’. 


Pressão Oe controle 





Hg. 5.17 Diagrama esquemático de uma válvula atuante pneumática. 


Na analise seguinte, consideraremos pequenas vanaçôes nas vanaveis e linea- 
rizaremos a válvula atuante pneumática. Vamos definir a pequena variação na 
pressão de controle e o correspondente deslocamento da válvula como sendop r e.v. 
respectivamente. Desde que uma pequena variação na força de pressão pneumática 
aplicada ao diafragma reposiciona a carga, consistindo na mola. fricção-viscosa e 
massa, a equação de balanço de forças resulta 

Ap c = mx — fx + kx ( 5 _ 9 j 

onde 

rn = massa da válvula e haste da válvula 
/ = coeficiente de fricção-viscosa 
A = constante da mola 

Se a força devida a massa e a fricção-viscosa são desprezíveis, então a Eq (5 9) 
pode ser simplificada para 

Ap c — kx 

A função de transferência entre x e p f toma-se 

X(s) _ A _ „ 

P c (s) ~T~ K ‘ 

onde X(s) = <£[x) e Pjs) = í£\p e ). Se q,. a variação no fluxo através da válvula 
atuante pneumática, for proporcional a x. a variação no deslocamento da haste da 
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válvula, então. 


Q,(s ) 
Xis) 



onde Q/S) - y\q t ] e Â'„ é uma constante. A função de transferência entre q, e p r 
torna-se 


Qas ) 
Pa s i 




onde K, e uma constante. 

A pressão de controle típica para este tipo de válvula atuante pneumática e de 3 
a _l- P sl £ O deslocamento da haste da válvula e limitado pelo golpe possível no 
diafragma que e de poucos centímetros. Se um golpe maior for necessário, pode ser 
empregada uma combinação pistão-mola. 

Em válvulas atuantes pneumáticas, a força de fricção estática deve ser limitada 
a um valor baixo de modo a não resultarem histerese excessiva. Devido à compres- 
sibilidade do ar. a ação de controle não pode ser positiva: isto é. deve existir um erro 
na posição da válvula de haste. O uso de um posicionador de válvula acarreta 
melhorias no desempenho de uma válvula atuante pneumática. 

L m diagrama esquemático de um posicionador de valvula e indicado na Fig. 
5.18. O principio de operação deste dispositivo é que. se a posição da válvula não 
corresponder à pressão de controle, então a válvula piloto operara ate que a posição 
da válvula corresponda exatamente à pressão de controle. 



Sistemas de controle de nível de liquido. Considere o sistema de controle de 
m\cl de liquido indicado na Fig. 5.19. É desejado manter-se o nível de líquido em 
um \alor constante, independentemente de variações na abertura da válvula de 
carga. 

Suponhamos que o controlador seja do tipo proporcional, conforme mostrado 
na Fig. 5.15(a). e que a válvula de controle seja aquela mostrada na Fig. 5.17. Se o 
nível do líquido aumentar como resultado de uma variação na válvula de carga, a 
bóia move-se para cima. fazendo com que a haste mova-se mais próxima do contato 
com o bocal, aumentando a pressão do bocal. Desde que o relê é reversamente 
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Fig. 5.19 Sistema de controle de nível de liquido 


atuante, resultara em uma redução na pressão de controle e causara um decréscimo 
na abertura da válvula atuante pneumática. Isto esta no sentido apropriado para 
corrigir o nível crescente. 

( ontrole proporcional de um sistema de primeira ordem. Considere o sistema 
de controle de nív el de líquido indicado na Fig. 5.20(ai. | O controlador e suposto um 
controlador proporcional do tipo indicado na Fig >.I5tai.) V amos supor que todas 
as variáveis r, y t , /i ( , e q ( , são medidas em relação a seus valores de retame 
estacionário/?, Q, H cQ. Suporemos também que as amplitudes das vanaveisr. q, 
h : c </(. sejam suficientemente pequenas de modo que o sistema possa ser aproxi- 
mado por um modelo matemático linear, isto é. uma função de transferência. 

Ketenndo-xe a Seçao 4.5. podemos obter a tunção de transferência do sistema 
de nível de liquido como 


H,(s) R 
Q](s) RCs 1 


Desde que o controlador e um controlador proporcional, a sanação no fluxo de 
entrada q, e proporcional ao erro atuante < de modo que q, K, A>. onde Â„ e o 
ganho do controlador e K, e o ganho da \al\ula de controle. Em termos* das 
grandezas transformadas cm Laplace. 

Q,(s) = K p h\E(s) 


Lm diagrama de blocos deste sistema e indicado na Fig. 5.20(b). Um diagrama de 
blocos simplificado e dado na Fig. 5.2(Xci. onde Xisi = t K = e 

T — RC. 

A seguir investigaremos a resposta h ,<n a uma vanaçào na entrada de referên- 
cia. Suporemos uma variação em degrau unitano em x(i), ond e.xli) = ( 1 IK h )ni). A 
função de transferência de malha-fechada entre H,(s) e Xis) é dada por 


//,(*) . K 
X(s) Ts -F 1 + A' 


( 5 - 10 ; 
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(d) 


Fig. 5.20 (a) Sistema de controle de nível de líquido; (b) diagrama de blocos; (c) diagramas de 
blocos simplificado; (d) curva hjt) versus i. 
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Desde que a transformada de Laplace da funçàodegrau unitário é 1 Is. substituindo 
A ’(s) = 1/s nu Eq. (5.10). resulta 


w '«-7Fnk*T 

Expandindo H,(s) em frações parciais, obtemo' 


H,(s) = 


K 1 TK 1 

\ - K s 1 -r K Ts 4- 14- A' 


Tomando as transformadas de Laplace inversa' dos dois membros da Eq (5.11 1 . 
obtemos a seguinte solução temporal h,<r): 




A curva de resposta h } (i) é indicada na Fig. 5.2(Xdi. A partir da Eq. (5.12). note 
que a constante de tempo 7, do sistema de malha-fechada e diferente da constante 
de tempo T do bloco do ramo direto. 

Da Eq. (5.12). verificamos que conforme t tende a infinito, o valor de /i t ff/ 
tende a K/(\ + K), ou 

/»i(° °) = i r- 


Desde que.vf*) = ] . ha um erro em regime estacionário de l/l I - AT I. Este erro e 
denominado desajuste koffset). O v alor do desajuste torna-se menor conforme o 
ganho K se torna maior. 

O desajuste e uma característica do controle proporcional de uma planta cuja 
função de transferência não possui um elemento integrante. ( Obviamente, necessi- 
tamos de um erro não nulode modo a possibilitar uma saída não nula.) Para eliminar 
este desajuste, devemos adicionar uma ação de controle integral. (Referir-se á 
Seção 5.3.) 

Controladores proporcionais pneumáticos (tipo força-balanço). A Fig. 5.21 in- 
dica um diagrama esquemático de um controlador proporcional pneumático força- 
balanço. Controladores força-balanço são extensivamente usados na industria. 
Estes controladores são muitas vezes denominados controladores de exaustão. O 
princípio básico de operação não difere daquele do controlador força-disiáncia. A 
principal vantagem do controlador força-balanço é que ele elimina muitas perdas 
mecânicas e juntas por pivô. consequentemente reduzindo os efeitos de fricção. 

A seguir, consideraremos o princípio do controlador força-balanço. No con- 
trolador indicado na Fig. 5.21. a pressão de entrada de referência P r e a pressão de 
saídaFoSão injetadas em grandes câmaras por diafragma. Note que um controlador 
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P\ =*í%+p c ) 



Fig. 5.21 Diagrama esquemático de um controlador pneumático proporcional com equilíbrio 
de força. 


pneumático força-balanço opera apenas com sinais de pressão. Portanto, e neces- 
sário converter a entrada de referencia e a saída do sistema em sinais de pressão 
correspondentes. 

r Como no caso do controlador força-distancta. este controlador emprega uma 
haste, bocal c orifícios. Na Fig. 5.21. a abertura perfurada com broca, nacamarade 
baixo, é o bocal. O diafragma exatamente acima do bocal atua como uma “haste". 

A operação do controlador força-balanço indicada na Fig 5.21 pode ser 
sumariada como segue: 20 pstg de ar de uma fonte de ar flui através de um orifício, 
causando uma pressão reduzida na câmara infenor. O ar nesta câmara escapa para a 
atmosfera atrases do bocal. O fluxo através do bocal depende tanto da abertura 
como da queda de pressão através dela. Lm aumento na pressão de entrada de 
referência P r . enquanto a pressão de saída P„ se mantem a mesma, faz o pino da 
válvula mover-se para baixo, diminuindo a abertura entre o bocal e o diafragma 
“haste". Isto acarreta um acréscimo na pressão de controle P r . Seia 

Pr = Pr ~ P 0 

Se p r = 0. há um estado de equilíbrio com a distância bocal-haste igual aÃ' e a 
pressão de controle igual a P r . Neste estado de equilíbrio./’ , =P^(onde* < De 

X = (X(P c A t - P c kA,) (5-13J 

onde q é uma constante. 

Vamos supor que />,. =*= 0 edetimr pequenas sanações na distância bocal- haste e 
pressão de controle como x e p r . respectivamente. Obtemos então a seguinte 
equação: 


X + x = <i[{P'+p c )Ai - (P c -r Pc )kA , - p,(A l - A { )] (5-14) 

Das Eqs. (5.13) e (5.14). obtemos 


Neste ponto, devemos examinar a grandeza x. No projeto de controladores pneu- 
máticos. a distância bocal-haste é muito pequena. Como xla é um termo de ordem 
superior em relação a p r ( I - k)A , ou pjiA 2 - A ,y: isto e. para p, ~ 0. 

y«/>,0 -k)A, 

- .4,) 

devemos desprezar o termo a em nossa análise. A Eq. (5.15) pode então ser 
recscnta para refletir esta consideração, como segue 

PÁ 1 -P/Ai-A ,) 

e a função de transferência entre p, e p, resulta 

PÁl) = A z - A , _1 

PÁS) A , 1 -k 

Consequentemente, o controlador indicado na Fig. 5.21 e um controlador propor- 
cional O valor do ganho À„ aumenta conforme k se aproxima da unidade. Noteque 
o valor de A. depende tanto dos orifícios da tubulação de entrada como da tubulação 
de saída da camara de realimeniaçáo. (O valor de k tende a unidade conforme a 
resistência ao fluxo no orifício da tubulação de entrada e feito menor.) 

Controladores proporcionais hidráulicos. Exceto para controladores pneumáti- 
cos de baixa pressão, ar comprimido raramente tem sido aplicado para controle 
continuo do movimento de dispositivos possuindo massas significativas, sob ação 
de forças de carga externas. Para estes casos são normalmente preferidos os 
controladores hidráulicos. Os controladores hidráulicos também são extensiva- 
mente utilizados na industria. Com sistemas hidráulicos de alta pressão podem ser 
obtidas forças muito grandes. É possível posicionamento preciso e rápido de 
grandes cargas com sistemas hidráulicos. Uma combinação de sistemas eletrônicos 


Oleo 

sob 

pressão 

i 4 

T 



x = cc[pÁ\ — k)A , -p,(Ai- A,)\ 


(5-15) 
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Fig. 5.22 Servomotor hidráulico. 
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e hidráulicos é muito utilizada porque combina as vantagens do controle eletrônico 

com a potência hidráulica. ...... e . f 

L ma breve descrição da operação de um servomotor hidráulico foi fornecida 
na Seção 4.3. Foi mostrado que para massas de carga muito pequenas e desprezí- 
veis o servomotor indicado na Fig. 4. 12 age como um integrador ou um controlador 
integral. [Referir-se ã Eq. (4.25).] Este servomotor constitui a base do circuito de 

controle hidráulico. . . . . , D . 

O servomotor indicado na Fig. 5.22 age como um controlador integral. Pode- 
mos modificar este servomotor para um controlador proporcional incluindo um 
mecanismo de realimentação. A Fig. 5.23(a) e idêntica com a Fig. 5.2- exceto pelo 
elo atado ao lado esquerdo do elo de realimentaçao de junção do pistaode potência 
ABC em C. O elo AC e um elo flutuante ao inve> de um elo movei pelo pivo fixo. 
Veremos que o servomotor indicado na Fig 5 23(ai age como um controlador 
proporcional. 

L m sistema hidráulico indicado na Fig. ,'.23<a) opera como segue. Se a entrada 
v move o pistão piloto para a esquerda, este abre oacesso I de modo que flui oleo a 
alta pressão através do acesso Ido lado esquerdo do pistão de potência e força este 
pistão para a direita. O pistão de potência, movendo-se para a direita, leva o elo de 
realimentação AC com ele. movendo consequentemente o ptstao piloto para a 
direita. Esta ação continua até que o pistão fecha novamente os acessos I e II. Lm 


Olee 

sob 

4 pressàc 

* * 



Fig. 5.23 (a) Servomotor que atua como um controlador proporcional: (b) diagrama de blocos 
do servomotor. 
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diagrama de blocos do sistema pode ser desenhado conforme a Fig. 5.23(b). A 
função de transferência entre y e .v e dada por 

b K 
Y(s) _ a - b s 
X(s) ~ , _ A a 
s a — b 

= bK 

~~ s(a — b) -r A ’.a 

Note que sob operação normal Kalsw - hi» I. obtemos 

Y(s) b _ 

X(s)~ a p 

A função de transferência entre.r e \ resulta em uma constante, e poi tanto o sistema 
hidráulico mostrado na Fig. 5.23iai age como um controlador proporcional, cujo 
ganho e K p . O ganho A p pode ser ajustado pelo ajuste etetiv o da relação de alav anca 
hla. 

Verificamos que a adição de um braço de realimentaçao faz com que o servo- 
motor hidráulico atue como um controlador proporcional. 

Controladores proporcionais eletrónicos. Um controlador proporcional elettõ- 
nico é um amplificador que recebe um pequeno sinal de tensão e fornece uma saída 



Fig. 5.24 Diagrama esquemático de um controlador proporcional eletrónico. 


de tensão em um nível de potência maior. Um diagrama esquemático de um 
controlador deste tipo é mostrado na Fig. 5.24. Para este controlador. 

Portanto, a função de transferência Gts) deste controlador é 


G(s) = 


E 0 (s) Rj _ 

£,{*) R 2 


K 


fi 


K p é o ganho do controlador proporcional. O ganho K p pode ser ajustado variando- 
se a relação de resistências (RJRi) no circuito de realimentação. 
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5.3 OBTENÇÃO DE UMA AÇÃO DE CONTROLE DERIVATIVA E 
INTEGRAL 




Nesta seção apresentaremos métodos de obtenção de uma ação de controle 
derivativu e integral. Daremos novamente ênfase ao principio e não a detalhes de 
mecanismos reais. 



< 



G s 


n is. 







to: 


Fig. 5.25 Sistema de controle. 


„ O principio básico para gerar uma ação de controle desejada e inserir o inv erso 
da função de transferencia desejada no ramo de reaiimentação. Para o sistema 
indicado na Fig. 5.25. a função de transferencia de malha-fechada e 

Os ) (7(5) 

R<s)~ 1 - G(5 i H(s) 

Se CS(siH<\> » I. então Cts)IRi.\i pode ser modificado para 

C(5 ) _ 1 

/Õ5) HiS) 

Portanto, se for desejada uma ação de controle proporcional-mais-derivativa 
inserimos um elemento possuindo a função de transferência |/(7v - 1 1 no ramo de 
realimentação. 

Obtenção de ação de controle proporcional-mais-derivativa pneumático. C on'i- 
dere o controladoi pneumático indicado na Fig. 5.26iai Este e um controlador 
proporcional de banda-estreita ou um controlador pneumático de duas posições 
Suponha que o erro atuante nulo e = 0 corresponde a distância bocal-haste X e 
pressão de controle P, . Se uma pequena variação no erro atuante da posição zero 
produz uma pequena variação em .\ na distancia bocal-haste, então uma pequena 
variação p, é produzida na pressão de controle. L m diagrama de blocos do sistema 
(sob a hipótese de pequenas variações l pode ser determinado, conforme indicado 
na Fig. 5.26<b). A função de transferência entre p r e c resulta 

P \s ) bK _ ,, 

£( 5 ) — a -r b ~ p 

Mostraremos a seguir que a adição de realimentação negativa atrasada ao 
controlador indicado na Fig. 5.26<a) modificara o controlador proporcional de 
banda-estreita para um controlador proporcional-mais-denvativo. 

Considere o controlador pneumático indicado na Fig. 5.27(a). Supondo nova- 
mente pequenas variações no erro atuante . na distância bocal-haste . e na pressão de 



(b) 

Fig. 5.26 lai L m controlador proporcional pneumático: (bi diagrama de blocos do controla- 
doi . 


controle, podemos sumariar a operação deste controle como segue: Inicialmente 
suporemos uma pequena variação em degrau em c. Então, a v anaçao na pi essão de 
controlep.. será instantânea. A restrição/? evitara que o fole de realimentação sinta 
a variação de pressãop,. Portanto o fole de realimentação não respondera momen- 
taneamente. e a válvula atuante pneumática recebera o efeito total do movimento 
da haste. Com o passar do tempo o tole de realimentação se expande ou se contrai. 
A variação na distancia boeal-huste \ e a variação na pressão de controle/), podem 
ser desenhadas em um grafico em tunção do tempo/, como indicado na Fig. 5.2 ~( b i 
Em regime estacionário, o fole de realimentação atua como um mecanismo de 
realimentação comum. A curva/ \crsi<\ / mostra claramene que este controladorc 
o tipo proporcional-mais-deriv ativo. 

Lm diagrama de blocos correspondente a este controlador pneumático e 
indicado na Fig. 5.2~<o. No diagrama de blocos. A, e uma constante. A é a área de 
fole eEea constante de mola equivalente do fole. A função de transferencia entre 
/», e c pode ser obtida do diagrama de blocos, resultando 

b K 

PJj) a -\- b 

E{s) , Ka A 1 

a- b k, RCs - 1 

Neste tipode controlador o ganho de laço \KaAl[<a +b\kjRCs + 1 )]l normalmente 
é muito maior do que 1. Consequentemente a função de transferência P Js)IE(.s) 
pode ser simplificada para 


P'(s) 

Os) 


= À',(l + 7» 


1% 
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(c) 


Fig. 5.27 (a) Um controlador pneumático proporcional-mais-derivativo: (bl variação em 
degrau em e e as variações correspondentes em p r e x em um gráfico versus I; (c) diagrama de 
blocos do controlador. 
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onde 


À' = T á = RC 

f aA 

Portanto, a realimentaçáo negativa atrasada ou a função de transferência 1 liRCs + 

! ) no ramo de realimentaçáo modifica o controlador proporcional para um contro- 
lador proporcional-mais-derivativo. 

N ote que se a \ al vula de realimentaçáo estiver complctamente aberta, resulta 
uma açao de controle proporcional. Se a válvula de realimentaçáo estiver comple- 
tamente fechada, resulta uma ação de controle proporcional com banda-estreita 
(liga-desligal. 

Obtenção da ação de controle proporcional-mais-integral pneumática. Consi- 
dere o controlador proporcional indicado na Fig. 5.28<ai Considerando pequenas 
variações nas \ana\eis. podemos desenhar um diagrama de blocos deste controla- 
dor conforme a Fig. 5.28<b). Mostraremos que a adiçao de realimentaçáo positiva 
atrasada modificara este controlador proporcional para um controlador 
proporcional-mais-integral. 



(b) 

Fig. 5.28 Um controlador proporcional pneumático: (bl diagrama de blocos do controlador. 
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Considere o controlador pneumático indicado na Fig. 5.29(a). A operação 
deste controlador e a seguinte: O fole indicado por I e ligado a fonte de pressão de 
controle sem qualquer restrição. O fole indicado por 1 1 e ligado à fonte de pressão 
de controle através de uma restrição. Vamos supor uma pequena variação no erro 
atuante. Isto acarretara uma variação instantanea na pressão do bocal. Portanto, 
uma variação também ocorrera instantaneamente na pressão de controle p r . De- 
vido a restnçàoda valvula no caminho para o fole II. havera uma queda de pressão 
na válvula. Com o transcorrer do tempo, fluíra ar através da válvula de tal modo que 
a variação na pressão do fole 1 1 atingira o valorp r . Consequentemente, o fole 1 1 se 
expandira ou contraíra conforme transcorre o tempo, de tal modo a mover a haste 
de uma quantidade adicional no sentido do deslocamento originai c. Isto acarretará 
uma variação continua na pressão p, do bocal, conforme indicado na Fig. 5.29tb). 

Note que a ação de controle integral no controlador toma a forma de um lento 
cancelamento na realimentaçáo fornecida onginalmente pelo controle proporcio- 
nal. 

Lm diagrama de blocos deste controlador sob a hipótese de pequenas varia- 
ções nas variáveis c indicado na Fig. 5.29<c). tma simplificação deste diagrama de 
blocos resulta na Fig. 5.29(d>. A função dc transferência deste controlador e 

*> K 

P£s ) a ~ b 

R{s) ] A a A ( , j ^ 

a- b k\ RCs ~r I / 

onde A é uma constante.. 4 a area dos foles e Á, a constante de mola equivalente dos 
foles combinados. Se kuARC a/|(« *■ b)k/RCs * I)] » I . que é normalmente o 
caso . a função de transferência pode ser simplificada para 


P,(s) 

£(s) 




) 


onde 



T - RC 


Obtenção de ação de controle proporcional-mais-dcrivativa-mais-integral pneu- 
mática. Ima combinação das ações de controle pneumáticas indicadas nos siste- 
masdas Hgs. 5.27(a) e >.29(a) fornece uma açãode controle proporcional- mais-de- 
rivativ a-mais-integral. A Fig. 5.3(Xa) mostra um diagrama esquemático deste tipo 
de controlador. A Fig. 5.30(b) mostra o diagrama de blocos deste controlador sob a 
hipótese de pequenas variações nas variáveis. 

A função de transferência deste controlador e 


bK 

PJs) g -í. b 

Rs) , _ A a A (RC - R d C )s 

a-r b k,(R d Cs- 1 )(R.Cs - I) 
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Fig. 5.29 (a) Um controlador pneumático proporcional-mais-integral;(bl variação em degrau 
em e e variações correspondentes em p c e jt em função de t; (c) diagramas de blocos do 
controlador; (d) diagrama de bloco simplificado. 
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Fig. 5.30 (a) Um controlador pneumático proporcional-mais-denvativo-mais-iniegral. (b> 
diagramas de blocos do controlador. 

Definindo. 

T i = R,C, T d = R d C 

e considerando que sob operação normal \KaAiT, - - bikjT^ + | )<Tj + 

1)]| >> 1 e T, » T d . obtemos 

P e (s)^bk, (T é s + 1)(7> + 1) 

E(s) ■ aA ( T , - T d )s 

^ bk, T d T,s l + T,s -f 1 
aA T,s 

= ^( 1 + r ' í + è ) (5 - |6) 
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onde 



A Eq. (5.16» indica que o controlador mostrado na Fig. 5.30(a) é um controlador 
proporcional-mais-denvaiivo-mais-integral. 

Amortecedores viscosos. O amortecedor viscoso indicado na Fig. 5.3 l(a) atua 
como um elemento diferenciador. Suponha que introduzimos um deslocamento 
integral na posição x do pistão. Então, o deslocamento t. momentaneamente 
torna-se igual a .». Devido à força da mola. entretanto, o óleo fluira através da 



* y 
(a) 



(c) 

Fig. 5.31 (a) Amortecedor viscoso; (b) variação em degrau em.r e variação correspondente 
em v, em função de i; (c) diagrama de blocos do amortecedor viscoso. 
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resistência/? e o cilindro retomará à posição original. As curvas.r versus t e> versus 
I são indicadas na Fig. 5.3 l(b). 

Para definir a função de transferência entre o deslocamento v e o deslocamento 
i vamos definir as pressões existentes nos lados direito e esquerdo do pistão como 
/>, (N/m 2 ) ef; (N/m-), respectivamente. Suponha que a força de inércia envolvida 
seja desprezível Então, a força atuante no pistão deve equilibrar a força da mola. 
Portanto. 

A(P Z - P,) = ky 

onde 

A - area do pistão, rrf 
k = constante da mola. N/m. 

A taxa de fluxo q e dada por 



onde 

q = taxa dc fluxo através da restrição, kg/s 
R = resistência ao fluxo na restrição. N-s/nr-kg 
Des~dc que o fluxo através da restrição durante*// segundos de\ e ser igual a variação 
da massa de óleo para a esquerda do pistão durante os mesmos dt segundos, 
obtemos 

q dt — A p( d x — dy) 
onde 

p = densidade, kg/nr 1 

(Supusemos que o fluido e incompreensível ou p = constante. i Esta ultima equação 
pode ser reescrita como 

dx dy q_ P z — P : ky 

dl dl Ap RAp RA l p 


dx dy __ ky 
dl - dt RA z p 

Considerando as transformadas de Laplace de ambos os membros desta última 
equação, supondo condições iniciais nulas, obtemos 

= ifíí) + D~n~k * (s) 

KA' p 

A função de transferência deste sistema resulta 

Y(s ) .v 

X{s) , k 

RA : p 
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Vamos definir RA-plk = 7. Portanto. 


Y(s) Ts = 1 

Ts -r 1 i _ J_ 

Ts 

A Fig. 5.3 Kc) mostra uma representação em diagramade blocos para este sistema. 

Obtenção da ação de controle proporcionaJ-mais-integral hidráulica. A Fig. 
< 32(a ) mostra um diagrama esquemático de um controlador proporcional-mais- 
mtegral hidráulico. Um diagrama de blocos deste controlador é indicado na Fig. 
5.32(b). A função de transferência Y(s)IEts) e dada por 

b K 

Y(s) = a-b s 

Eis) , Xa T 

1 a - b Ts ~ 1 



(c 



Fig. 5.32 (a) Diagrama esquemático de um controlador proporcional-mais-integral. (b) dia- 
grama de blocos do controlador. 
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Neste controlador, sob operação normal kaTIlia ~ b)(Ts~ 1)1 » 1. resultando 

Y(s) = K ( x _±\ 

E{s)~ hr \ TjSj 


„ b T r _RA z p 

k > = T’ r ' _r "T“ 

Portanto o controlador indicado na Fig. 5.32(a) e um controlador proporcional- 
mais-mtegral. 

Obtenção de ação de controle derivativa e integral em controladores eletrónicos. 

A Fie. 5.33 indica o princípio de obtenção da ação de controle derivativa e integral 
em controladores eletrónicos. Essencialmente. introduzimos um circuito apro- 
priado no ramo de realimentaçào a fim de gerar a ação de contiole desejada. As 
funções de transferência dos controladores podem ser obtidas como segue: Para o 
controlador indicado na Fig. 5.33(a). 

E f (s) _ 

* £„(*) R/: d s + 1 

[E,(s) - E f (s)]K = E 0 (s ) 

Portanto, para KliR^C^s + b » 1- 

W = K( R* C < 1 S ~.ll Rjc s - 1 = T d s ~ 1 
Eis) RjC d s + 1 4- K 

onde 7rf = R£a. 

Analogamente, para o controlador indicado na Fig. 5..'3(b). 

Ejis) __ R,CjS 
E 0 (s) RjCíS - 1 

[£,(5) - EAS)]K = E 0 (S) 

Portanto, para Á'/? ,0/^.0 - D » b 

E 0 (s) _ K(R,C t s 1 ) = R,C s - 1 = j _ _j_ 

Eiis) KR C t s + RiCiS - 1 R£,s T,s 


Ti = RiC,. 

Para o controlador indicado na Fig. 5.33<c). se o ganho de laçoé muito maior do 
que a unidade, a função de transferência pode ser obtida como 


£ 0 (s) — E <x( \ ■ L ^--s ^ \ 

ElT)- K ’*\ a s «7>j 
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(c) 


Fie. 5.33 Controladores eletrônicos, (a! controlador proporcional-mais-denvativo. (bi con- 
trolador proporcional-mais-imegral: (c) controlador proporcional-mais-denvativo-mais- 
integral. 


onde 



A dedução desta função de transferência é fornecida no Problema A. 5. 5. 

5.4 EFEITOS DA AÇÃO DE CONTROLE INTEGRAL E DERIN A TI\ A 
NO DESEMPENHO DO SISTEMA 

Nesta seção investigaremos os efeitos da ação de controle integral e derivativa 
no desempenho do sistema, porém consideraremos apenas sistemas simples. ( Nos 
últimos capítulos faremos um estudo adicional sobre controle integral e derivativo.) 
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Açao de controle integral. No controle proporcional de um processo cuja 
runçao de transferencia nao possui um integrador lis, ha um erro em regime 
estacionano. ou desajuste, na resposta a entrada ao degrau. Este desajuste pode ser 
imina o se for incluída no controlador uma ação de controle integral 

. o controle integral de um processo, o sinal de controle, o sinal de saída do 
controlador, em qualquer instante, e igual á area sob a curva do sinal erro atuante 
ate aquele instante. O sinal de controle mu, pode possuir um valor não nulo quando 
o sinal de erro atuante eu, é nulo. conforme indicado na Fig < Í4(ai Isto e 
impossível no caso do controlador proporcional desde que um sinal de controle não 
nu o necessita de um sinal de erro atuante não nulo. ( L m sinal de erro atuante não 
nulo em regime estacionano significa que há um desajuste.) A Fig. S.34(b) mostra a 
cur\ a e(t) versus , e a curva correspondente m< r , \ ersus t quando o controlador e do 
tipo proporcional. 



(Q) 


dC em<l> Indicand0 sinal de controle não nulo quando o sinal erro 
aluame e ní * * mU " mos,rando d e controle nulo quando o sinal de erro 


Note que a açao de controle integral, embora remova o desaiuste ou erro em 
lmemamemp C H 1nar10 ' ^ em Uma res P 0sta oscilatona com amplitude 

in* CreSCCme - 

Controle integral de sistemas de controle de nível de líquido. Na Seção 5 2 
\enfkamos que o controle proporcional de um sistema de nível de líquido resulta 
em um erro em regime estacionano com uma entrada em degrau. Mostraremos 

con t ro?e jiUegralT° P ^ diminado se for induida no controlador uma ação de 

mi „ * Fl ^ 5 • 35(a) . 1 mostra um sistema de controle de nível de líquido. Suporemos 

v^s x a h l a e m Tj H° ntr0lad0 . r ÍmegraI - Consid ^aremos a?nda que as vaná- 
estaciónário X ^° ^^ das . em reld( ? ao aos seus valores respectivos de regime 
estacionano A . Q H çQ, sao pequenas quantidades de modo que o sistema pode 
ser considerado linear. Sob estas hipóteses, o diagrama de blocos do s tema p de 
ser obtido como indicado na Fig. 5.B5íb). D»R g T, !(bu í„ nçào “S£ 
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de malha-fechada entre Hlsi e X(s, e 


His, _ KR 

A'(5j RCs L — s — KR 

Portanto. 

Eis) _ X(s)~ H(s\ 

X(s ) Xis) 

RCs'- ~ 5 
RCs ' — s — KR 



(a) 



(D) 

Fig. 5.3 5 (ai Sistema de controle de nível de liquido: (b) diagrama de blocos do sistema. 


Desde que o sistema é estável, o erro em regime estacionário para a resposta em 
degrau unitário e obtido pela aplicação do teorema do valor Final como segue: 


e„ = lim sE(s) 
1-0 


— lim 

i— 0 


s(RCs 2 ^-s) 
RCs 2 + J - KR 


= 0 


s 


20 *) 





0 controle integral do sistema de nível de líquido, portanto, elimina o erro em 
regime estacionário na resposta à entrada em degrau. Esta-ê uma vantagem impor- 
tante em relação ao controle proporcional que resulta em desajuste. 

Resposta para distúrbios de torque (controle proporcional). Vamos investigar o 
efeito de um distúrbio de torque que ocorre em um elemento de carga. Considere o 
sistema indicado na Fig. 5.36. O controlador proporcional fornece um torque T para 
posicionar o elemento de carga, que consiste em momento de inércia e atrito 
viscoso. O distúrbio de torque é denotado por N. 



Fig. 536 Sistema de controle com um distúrbio de torque 


Supondo nula a entrada de referência ou R(s) = 0. a função de transferência 
entre Os) e N(s) é dada por 

C(s) _ 1 

N(s) Js l +fs-K p 

Portanto. 

E(s) C(s) 1 

N(s) ' N(s) Js 2 fs — K p 

O erro em regime estacionário devido a um distúrbio de torque em degrau de valor 
T„ é dado por 

e ls = lim sE(s) 

J-O 

= lim " 

j-o J S‘ -T fs k p S 

- _Ll 

K, 


Em regime permanente, o controlador proporcional fornece o torque - T„. que 
é igual em nodulo. mas oposto em sinal, ao torque de distúrbio T„. A saída em 
regime permanente, devida ao torque de distúrbio em degrau, é 

„ _ _ 7*. 
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Fig. 537 Curvas de resposta típicas para o distúrbio de torque em degrau 


O erro em regime estacionário pode ser reduzido pelo aumento do valor do ganho 
K,,. O aumento deste valor, entretanto, resultara em uma resposta mais oscilatória 
do sistema. Curvas de resposta típicas para um pequeno valor de K p e um grande 
valor de K p são indicadas na Fig. 5.37. 

Desde que o valor do ganho À' t , não pode ser aumentado demasiadamente, c 
desejável modificar o controlador proporcional para um controlador 
proporcional-mais-integral. 

Resposta a distúrbios de torque (controle proporcional-mais-integral). Para eli- 
minar o desajuste devido ao distúrbio de torque. o controlador proporcional deve 
ser substituído por um controlador proporcional-mais-integral. 

Se for adicionada ao controlador uma açáo de controle integral, enquanto 
houver um sinal de erro. havera um torque desenvolvido pelo controlador para 
reduzir este erro. desde que o sistema de controle e estável. 

A Fig. 5.38 mostra o controle proporcional-mais-integral do elemento de 
carga, consistindo em momento de inércia e atrito viscoso. 

A função de transferência de malha-fechada entre Os) e \<si e 

C(J) £ 

AlJ) Js>-/s‘-K,s + & 

J I 

Na ausência da entrada de referência, ou rd) = 0. o sinal erro é obtido de 

Bs) r N(s) 

Js 1 - fs- + K,s + p 

* t 

Se este sistema de controle for estável, isto é. se as raízes da equação característica 
/ 5 3 + fs 2 + ^ = 0 
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Fig. 5.38 Controle proporcional-mais-integral de um elemento de carga consistindo em mo- 
mento de inércia e íncçào viscos.. 


possuem pane' reais negativas, entáo o erro em regime estacionário na resposta a 
um torque de distúrbio em degrau de valor 7„ e obtido aplicando-se o teorema de 
valor final como segue: 

e„ = lim sE< s) 

j-0 

= lim z£l L 

' Js 1 + fi'- - K,s + p s 

*t 

= 0 

Portanto o erro em regime estacionário em relação ao distúrbio por torque pode ser 
eliminado se o controlador for do tipo proporcional-mais-integral. 

Note que a ação de controle integral adicionada ao controlador proporcional 
conveneu o sistema originalmente de segunda-ordem em um sistema de terceira- 
ordem. Consequentemente, o sistema de controle pode tornar-se instável para um 
valor grande de A t desde que as raizes da equação característica podem possuir 
partes reais positivas. (0 sistema de segunda-ordem e sempre estável se os coefi- 
cientes na equação diferencia, do sistema são todos positivos.) 


N 



Fig. 5.39 Controle integral de um elemento de carga consistindo em momento de inércia e 
fricção viscosa 

E importante observar que. se o controlador fosse um controlador integral, 
como na Fig. 5.39. então o sistema sempre resultaria instável porque a equação 
característica 

Js 3 T- fs : — K = 0 
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possuiria raizes com panes reais positivas. Um sistema instável deste tipo não 
poderia ser usado na prática. 

Note que. no sistema da Fig. 5.38, a ação de controle proporcional tende a 
estabilizar o sistema, enquanto a ação de controle integral tende a eliminar ou 
reduzir o eno em regime estacionáno em resposta a várias entradas. 

Ação de controle derivativa. A ação de controle derivativa, quando adicionada 
a um controlador proporcional, possibilita um meio de obter um controlador com 
alta sensibilidade. Ima vantagem em usar ação de controle derivativa é que ela 
responde á taxa de variaçao do erro atuante e pode produzir uma correçáo significa- 
tiva antes de o valor do erro atuante tomar-se demasiadamente grande. O controle 
derivativo, portanto, antecipa o erro atuante e inicia uma ação corretiva mais cedo 
tendendo a aumentar a estabilidade do sistema. 

Embora o controle derivativo não afete diretamente o erro em regime estacio- 
nário. ele introduz amortecimento no sistema e portanto permite o uso de um valor 
maior do ganho K . o que resulta em uma melhora na precisão em regime estacioná- 
rio. 

Devido ao fato de o controle den vati vo operar sobre a taxa de variação do erro 
atuante e não sobre o próprio erro atuante, este modo nunca é usado sozinho. É 
sempre utilizado em combinação com ação proporcional ou ação proporcional- 
mais-integraJ. 

Sistemas de controle proporcional com carga de inércia. Antes de discutirmos o 
efeito da ação derivativa no desempenho do sistema, consideraremos o controle 
proporcional de uma carga de inércia. 

Considere o sistema indicado na Fig. 5.40(a). A função de transferência de 
maJha-fechada é obtida como 

C(s) _ K b 

R(s) Js : - K p 

Desde que as raizes da equação característica 

Js 2 4 - K p = 0 

são imaginárias, a resposta a uma entrada em degrau unitário continua a oscilar 
indefimdamente. como indicado na Fig. 5.40(b). 

Sistemas de controle exibindo estas características de resposta não são desejá- 
veis. Veremos que a adição de um controle derivativo estabilizara o sistema. 

Controle proporcional-mais-derivativo de um sistema com carga de inércia. 

Modifiquemos o controlador proporcional para um controlador proporcional- 
mais-derivativo cuja função de transferência é A”J 1 + T^s). O torque desenvolvido 
nelo controlador é proporcional a Kje •+■ Taci. O controle derivativo é essencial- 
mente antecipatório. mede a velocidade de erro intantánea. prediz a grande sobre- 
levação antecipadamente no tempo e produz uma ação contrária apropriada antes 
de ocorrer uma sobrelevaçào demasiadamente grande. 

Considere o sistema indicado na Fig. 5.4 l(a). A função de transferência de 
malha-fechada é dada por 

ÇÍD- KJL\ + T á s) 

R(s) Js 2 4 - K,T d s + K p 
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0 t 

(b) 


Hg. 5.4] (a) Controle propordonal-mais-derivativo com um sistema com carga de inércia: 
(b) resposta a uma entrada em degrau unitário. 
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A equação característica 
Js 2 4 K f T d s 4 A', = 0 

agora possui duas raizes com panes reais negativas para valores positivos deJ. K p e 
T„. Portanto, o controle derivativo introduz um efeito de amortecimento. Uma 
curva de resposta típica cit) para uma entrada com degrau unitário é fornecida na 
Fig. 5.4 1 (b). Obviamente, a curva de resposta mostra uma melhoria significativa 
em relação a curva de resposta onginal indicada na Fig. 5.40(b). 

5.5 REDUÇÃO DE VARIAÇÕES DE PARÂMETROS PELO USO DE 
REALIMENTAÇÃO 

A principal finalidade de usar realimeniaçáo em sistemas de controle e reduzir 
a sensibilidade do sistema em relação a variações de parâmetros e distúrbios 
indesejáveis. 

Se necessitarmos construir um sistema de controle de malha-abena conve- 
niente. devemos selecionar todos os componentes da função de transferência de 
malha-aberta Gisi muito cuidadosamente de modo que respondam precisamente. 
No caso de construir um sistema de controle de maJha-fechada. entretanto, os 
componentes podem ser menos precisos desde que a sensibilidade em relação a 
vanaçóes de parâmetros em G(s) é reduzida por um fator de I + G(s). 

Para ilustrar esta afirmação, considere os sistemas de malha-aberta e de 
malha-fechada indicados nas Figs. 5.42(a) e (b). respectivamente. Suponha 
que devido a variações de parâmetros, G<s) é variada para G(s) + àG(s). onde 
iGtíll >> AGí 5;|. Então, no sistema de malha-aberta indicado na Fig. 5.42(a). a 
saída é dada por 

C(s) 4 AC(.v) = [(7(5) - AG(s)]R(s) 

Portanto, a variação na saída c dada por 

AC(5) = AG(5)/?(5) 

No sistema de malha-fechada indicado na Fig. 5.42(b). 


C(5) -F A C(s) = 


G(s) ~ A (7(5) R , 
1 - <7i5) + AG(5) 1 ; 


ou 


AC(5) 4 


A<7(5) 

1 4 G(5) 


R(s) 


Portanto, a variação na saída do sistema de malha-fechada, devida a variações de 
parâmetros em G<s), é reduzida por um fator 1 + G(s). Em muitos casos práticos, o 
módulo de I + G(s) é normalmente muito maior do que um. 

Note que. reduzindo os efeitos das variações dos parâmetros dos componen- 
tes, estamos também contornando o componente que causa a variação, com um 
laço de realimentação. 
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tb) 


Fig. *5.42 (a) Sistema de malha-aberta. (bi sistema de malha-fechada. 



ff(sL/0\ x I c(s '- 



Fig. 5.43 (a) Sistema de malha-aberta: (bl sistema de malha-fechada com constante de tempo 
77 , j + Ka): (c) sistema de malha-fechada com constante de tempo T - bK. 


Modificações de constante de tempo pelo uso de realimentação. Considere O 
sistema mostrado na Fig. 5. 43(a). A constante de tempo do sistema é7. Aadtçãode 
uma malha de realimentação negativa em volta deste elemento reduz a constante de 
tempo. A Fig. 5.43(b) mostra o sistema com a mesma função de transferencia do 
ramo direto daquela indicada na Fig. 5.43(a). com a exceção da malha de realimen- 
taçáo negativa que foi adicionada. A constante de tempo deste sistema foi reduzida 
para 7/(1 + Ka). Note também que a constante de ganho para este sistema foi 
reduzida de A para A7( 1 + Ka). 

Se. ao inves de uma malha de realimentação negativa, fosse adicionada uma 
malha de realimentação positiva em volta da lunção de transferencia A 1 7.\ 1 1 c se 

a função de transferência da realimentação for escolhida apropriadamente, então a 
constante de tempo seria nulaou com um valormuito pequeno. Considere o sistema 
indicado na Fig. 5.43(0. Desde que afunçãode transferencia de malha-fechada e 

CQ) K 

R{s) ~ (T - bK)s t 1 

a constante de tempo pode ser reduzida através de uma escolha apropriada de b. Se 
b e escolhida igual a 7/A, então resulta uma constante de tempo nula. Note. 
entretanto, que se os distúrbios acarretam um valor de 7 - bK negativo ao invés de 
nulo. resulta um sistema instável. Então, se for empregada realimentação positiva 
para reduzir a constante de tempo para um valor pequeno, devemos tomar cuidado 
para que 7 - bK nunca se torne negativo. 

Aumento de ganhos de malha pelo uso de realimentação positiva. O sistema 
indicado na Fig. 5.44<a) possui a função de transferência C(s)IR(s) = Consi- 



(c! 



Fig. 5.44 la) Sistema de malha-aberta: (b) sistema de malha-fechada cuja função de transte- 
réncia é aproximadamente umtana 
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dere agora o sistema indicado na Fig. 5.44(b>. A função de transferência de malha- 

fechada para este sistema é x 

C(s) G(s) 

R(s) \-G f (s) + G(s) 

Se Gf(s) é escolhida próxima à unidade, ou G f (s) = 1. então 

C(£_)^_ . 

R(s) ' 

Essencialmente. isto significa que a malha interna, usando realimentação positiva, 
aumentou o ganho direto para um valor muito grande. Conforme estabelecido 
anieriormente. quando o ganho de malha e muito grande, a função de transferência 
de malha-fechada C(s)IR(s) toma-se igual ao inverso da função de transferência do 
elemento de realimentação. Como o sistema indicado na Fig. 5.44(b) possui reali- 
mentaçao unitaria. Qs/IRls) torna-se praticamente igual a unidade. [Portanto. 

Os)IR(s) não é sensível a variações de parâmetros de G<s). J 

Eliminação de integração. A adição de uma malha menor em volta de um 
integrador modifica-o para um elemento de retardo de primeira ordem . Considere o 
sistema indicado na Fig. 5.45(a). A realimentação negativa da saída, conforme a 
Fig. 5.45(b). modifica o integrador K/s para um elemento de retardo de primeira 
ordem Kl(s -+■ Ki. 


f?(s) 

K C(s ) 


s 


(a) 

■<£)— 

1 

K 

S 


(b) 


Fig. 5.45 (a) Elemento integrante; (b) elemento de retardo de pnmeira-ordem. 


Comentários sobre o uso de malhas de realimentação. Como foi visto na discus- 
são anterior, o controle por realimentação. o controle de malha-fechada reduz a 
sensibilidade de um sistema em relação a variações de parâmetros e portanto 
diminui os efeitos de variações do ganho no ramo direto em resposta a variações da 
pressão de suprimento, tensão elétrica de alimentação, temperatura etc. No estudo 
de controladores feito nas Seções 5.2 e 5.3. vimos também que os elementos que 


desempenham as várias ações de controle estão na parte de realimentação dos 
mecanismos controladores e que os elementos de realimentação em um controlador 
essencialmente aumentam a linearidade do amplificador e aumentam a faixa da 
sensibilidade proporcional. 

O uso de malhas de realimentação nos sistemas de controle, entretanto, 
aumenta o numero de componentes dos sistemas, aumentando a complexidade e 
introduzindo também a possibilidade de instabilidade. 

5.6 TEORIA DE SISTEMAS FLUIDOS 

Introdução. Dispositivos fluidos através dos quais fluem ar. gases ou líquidos 
em canais intrincados e precisos são denominados dispositivos a fluidos. Estes 
dispositivos utilizam componentes sólidos, ou circuitos, para desempenharem as 
funções de sensores, lógica, amplificação e controle. A teoria de sistemas fluidos, o 
estudo geral de dispositivos e sistemas a fluidos, é uma das mais novas e mais 
interessantes areas desenvolvidas em anos recentes. As vantagens de dispositivos a 
fluidos são que eles podem ser completamente rudes (devido à ausência de partes 
móveis mecânicas) e desempenhar funções de controle e cálculo em condições 
adversas. Dispositivos a fluidos podem operar em amplas faixas de temperatura, 
temperaturas extremamente altas, sujeitos a choques, vibração. força- G (acelera- 
ção) e radiação. (Portanto, dispositivos a fluidos são ideais para operações em 
locais difíceis e perigosos onde falham outros dispositivos.) Além disso, a simplici- 
dade dos dispositivos básicos a fluidos assegura alta confiabilidade, longa vida e 
manutenção muito pequena. 

Em algumas aplicações de dispositivos a fluidos, o meio controlante é também 
o meio de fluxo ou potência. Neste caso. o consumo de potência de dispositivos a 
fluidos não constitui um problema. Nas aplicações onde for limitada a potência 
disponível, entretanto, como em um sistema de satélite, o consumo relativamenie 
alto de potência de dispositivos a fluido torna-se um problema. Reduzindo-se as 
dimensões do jato e as pressões de operação, o consumo de potência pode ser 
reduzido de um certo valor: entretanto, os valores mínimos das dimensões do jato e 
das pressões de operação são determinados pelos ruídos no sinal e reprodutibilida- 
des de fabricação. 

Em relação a velocidade de resposta de dispositivos fluidos, ela é comparável 
aquelas de dispositivos pneumáticos ou hidráulicos convencionais ou reles eletro- 
mecámcos. [Isto significa que a velocidade de resposta de dispositivo a fluidos e 
muito menor do que aquelas apresentadas por dispositivos eletrónicos. As respos- 
tas eletrónicas são geralmente expressas em termo de microssegundos ( 10 -fi s) ou 
nanossegundos ( I0 -M s). enquanto respostas de dispositivos a fluidos são expressas 
em termo de milissegundos ( IO -3 s).] 

Nesta seção discutiremos imcialmente aqueles dispositivos a fluidos denomi- 
nados amplificadores com aderência de parede, e então apresentaremos a teoria de 
sistemas digitais a fluidos, uma das mais promissoras aplicações da teoria de 
sistemas fluidos. Finalmente discutiremos uma aplicação de sistemas digitais a 
fluidos. 

Fenómenos de aderência de parede. O princípio de operação de dispositivos a 
fluidos é conhecido como interação de jato ou fenómeno de aderência de parede. 
Um jato fluido pode ser desviado de sua direção normal de fluxo introduzindo um 
outro jato perpendicular ao primeiro, como indicado na Fig. 5.46. Se o jato de fluido 
entra em uma câmara relativamente estreita e atinge uma parede, ele "adere à 
parede, conforme indicado na Fig. 5.47. Este fenómeno é denominado "efeito de 
parede". É possível eliminar estes efeitos se aplicarmos um jato ou fluxo na região 






Jato ae 
potência 



Fig. 5.46 Interação de jato em um 
dispositivo com fluido. 


Fig. 5.47 Fenómeno de 
aderência de parede 


de baixa pressão abaixo do ponto onde o jato atinge a parede. Este fato torna 
possível projetar um dispositivo biestável. ou fhp-flop, propiciando jatos de con- 
trole em qualquer lado do jato principal, como indicado na Fig. 5.48. (Um disposi- 
tivo biestável é aquele que possui duas saídas possíveis e que alternará de uma saída 
para a outra quando do recebimento de sinais de entrada com fase correta.) Este 
dispositivo biestável é conveniente para operações lógicas utilizando sinais biná- 
rios. 

Os amplificadores a fluido baseados nos fenómenos de aderência de parede são 
denominados amplificadores de aderência de parede. Estes amplificadores são 
normalmente construídos com vidro, plástico, alumínio, latão ou aço inoxidável. 



controle 


potência 


Fig. 5.48 Dispositivo biestável. 


Amplificadores biestáveis a fluidos {flip-flops ). Os amplificadores de aderência 
de parede são basicamente dispositivos biestáveis. O fluido continuara a fluir em 
um canal até que seja atuado por um sinal (um jato de fluido) que dirige o fluxo 
principal de fluido para um outro canal de parede. 

A Fig. 5.49 mostra diagramas esquemáticos de um amplificador biestável ou 
flip-flop. Neste elemento, a saída pode ser chaveada de um canal de saída para o 
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Fig. 5.49 Diagrama esquemático de um amplificador biestável. ta) sinal de controle aplicado 
a esquerda: (bi sinal de controle removido: (c) sinal de controle aplicado a direita. 


outro aplicando-se ar sob pressão no acesso de controle oposto. A saída continuara 
através deste canal mesmo após ser removido o sinal de controle. O elemento 
continua a operar como um canal de saída simples ate que haja uma variação de 
sinal. Portanto, este dispositivo possui uma memória. Elementos flip-flop servem 
como banco de memória em um sistema a fluido. 

Em dispositivos a fluido, e comumente utilizada para indicar o grau de recupe- 
ração uma representação percentual da captura de saída relacionada com a íonte de 
alimentação, tal como a pressão de saída versus a pressão de entrada. Para o 
t\emenloflip-flop aqui considerado, a máxima pressão de saída e aproximadamente 
359? da pressão de suprimento, enquanto o máximo fluxo de saída é aproximada- 
mente 509? do fluxo de suprimento. Os 509? restantes do fluxo de suprimento 
escoarão através dos compartimentos de exaustão. A pressão mínima de controle 
que acarreta um chaveamento é aproximadamente 109? da pressão de suprimento. 

Amplificadores digitais. Um amplificador digital é similar a um elemenio/7/p- 
flop, exceto que não possui memória. O fluxo de um canal da saída continuara 
enquanto houver um sinal de controle presente. Um sinal aplicado a qualquer 
acesso de controle produzira uma saída no canal de saída oposto. 

Operando independentemente de outros elementos com fluidos, o amplifica- 
dor digital pode ser usado para funções simples, tais como cilindros operantes, relês 
a ar ou outras unidades lógicas. 

Em um amplificador digital, a pressão de controle igual a I 09? da pressão de 
suprimento modificará e manterá o fluxo de saída. A pressão de saída maxima e 
aproximadamente 509? da pressão de suprimento e o fluxo máximo e apr oximada- 
mente 709? do fluxo de suprimento. (O fluxo correspondente a 309? do suprimento 
restante sairá através dos compartimentos de exaustão.) 

Amplificadores proporcionais. Embora os amplificadores de aderência de pa- 
rede sejam basicamente dispositivos biestáveis. podem ser modificados para dispo- 
sitivos proporcionais pela ampliação das passagens seguindo o bocal onde ocorre a 
aderência de parede, conforme indicado na Fig. 5.50. Neste amplificador, o fluxo 
do jato principal é distribuído entre as duas passagens de saída de acordo com o 
balanço dos fluxos de controle. 

O amplificador proporcional é um dispositivo de saída-entrada diferencial. 
Referindo-se a Fig. 5.50. notamos que o sinal de entrada é a difeiença de pressão 
existente entre os acessos C i e C A saída é a diferença de pressão existente entre 
os canais 0, e 0». 

Neste dispositivo o jato é defletido pela diferença de pressão no sinal de 
entrada que modula a fraçãodo fluxo do jato que cada canal de saída recebe. A Fig 
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Fig. 5.50 Amplificador proporcional por aderência de parede 

5.51 mostra as curvas características de um ampliticador proporcional com aderên- 
cia de parede. . . , 

Para dar uma idéia dos ganhos destes amplificadores, notemos que ganhos de 
pressão iguais a 10 e ganhos de potência de 100. por estágio, podem ser obtidos. Se 
dois dispositivos deste tipo são montados em cascata, conforme a Fig. 5. ."2. então 

os ganhos são multiplicados. . . 

Como no caso de sistemas eletncos e mecânicos, a oposição total ao tluxo do 
circuito, representada pela resistência, capacitáncia e indutancia combinadas em 
uma resultante, é denominada impedância. O numero de elementos com fluidos 
que podem ser operados em paralelo de um elemento similar simples é representado 
peia capacidade d efan-out. ("Similar" refere-se à impedáncia e não aos dispositi- 
vos desempenhando a mesma função, i A capacidade d efan-out de amplificadores 
com aderência de parede é aproximadamente quatro. 
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Fig. 5.51 Curvas características de um amplificador proporcional por aderência de parede. 
(p t _ pressão de suprimento. AP r = diferença de pressão existente entre as portas de controle, 
a/ 0 = diferença de pressão existente entre os canais de saída tR L - resistência de carga.) 
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Teoria de sistemas digitais fluidos. Dispositivos digitais com fluidos são com- 
ponentes com fluidos que desempenham funções lógicas, tais como FL1 P-FLO P . 
OR/NOTe AND. 

As portas lógicas com fluidos podem ser montadas em circuitos digitais fami- 
liares. (Uma porta é um dispositivo ou circuito que permite passagem de um sinal 
apenas se certos requisitos de controle forem satisfeitos.) A Tabela 5.1 mostra 
algumas portas lógicas com fluidos e suas respectivas tabelas-verdade. (Uma 
tabela-verdade é uma correlação tabular de relações entre a entrada e a saída para 
elementos lógicos.) Como pode ser visto na Tabela 5. 1 . os dispositivos digitais com 
fluidos podem permitir, ou inibir, a transmissão de sinal pela aplicação, remoção, 
ou outras combinações dos sinais de entrada. 

A teoria de sistemas digitais fluidos desempenha as mesmas funções lógicas da 
sua correspondente eletrónica. Há. entretanto, algumas areas onde cada uma 
possui vantagens distintas. (Normalmente, a escolha e ciara.) Por exemplo, em 
aplicações onde a confiabilidade em condições extremas (por exemplo, alta tempe- 
ratura ou radiação) e mais importante que a velocidade de operação, devem ser 
escolhidos sistemas digitais com fluidos. Se e exigida operação lógica com alta 
velocidade em condições normais, são preferíveis os dispositivos eletrónicos. 
Aplicações de sistemas digitais com fluidos são quase sempre encontradas em 
armazenagem, alimentação de máquinas, sequenciadoras. operadoras etc. 

Muitas funções de relês de controle podem ser desempenhadas por meio de 
dispositivos com fluidos, e muitas funções lógicas de reles e sistemas eletrónicos 
podem ser implementadas através de dispositivos com fluido. 

Uma aplicação típica de sistema com fluido*. Componentes com fluidos podem 
sensorar posições, propiciar comandos de operações, desempenhar engrenamen- 
tos lógicos e controlar, por meio de válvulas, o sistema de controle de máquinas. 

Considere o sistema mecânico indicado na Fig. 5.53. Deseja-se projetar um 
sistema lógico de controle para manter a sequência de uma furadeira, de modo que . 
quando a broca está retraída e um botão é atuado, a furadeira avança para baixo. A 
broca avança descendentemente e então retoma à sua posição para cima a fim de 

•Este exemplo é obtido de Fluidics-Plugging lhe Conirol Capability Gap por The General Purpose Control 
Department. General Electric Company. Bloomington. Illinois. 
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Tabela 5.1 Portas lógicas com fluido e suas respectivas 
tabelas-verdade 



completar o ciclo. Para retomo de emergência, exige-se um botão para retrair a 

brOC VpTesTmaremos uma wlução para este problema utifendc -um aU.ema digital 
com fluidos A Fig. 5.54 moslra um circui.o lógico que pode ^empenha a 
seaüéncia de operações deseiada . O elemento FLIP-FUOPle acionado pelo bota® 
d e q ,mcio tpartSa). O botão de início e soltado, porem o elemento contmu^a a 
fornecer a taida desejada A saída do elemento FLI P- FLOP alimenta o elemento 
AN D. que combina este sinal com o outro sinal proveniente da 
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Fig. 5.53 Sistema mecânico 




_ i . «o. n Kl 1P-FLOP 2 que desloca o relê de ar e inicia o 

(LS 1). Este sinal ativa o hLn e debroca move-se para baixo e opera a 

movimento da broca para baixo^ P ^ 0 tanqU e de retardo. Este desloca o 

broca até que o sinal proveniente de LS- OP 2 que aciona o relé de 

elemento OR/NOT. que por sua vez ^ h /' ei h J r ^ L move . sc ag ora para cima. O ciclo 
ar para a sua posição original. O suporte de = brow imove se ag 

repetir-se-a quando o botão de mic :i < o fo P acionado e m qualquer instante, ele 

Se o botão de parada ^.mp. F LO P 1 . O elemento OR/NOT acionara 
acionara o elemento OR/NO I e o h L ã do suporte da broca, 

o FLI P-FLOP 2, o que causara a imediata reira v a<. 


Problemas ilustrativos e Soluções 

Problema A.5.1 O termo normalmente usado ^^"'a^lnação^ercentual na entrada 

causa ' ,0B * de vanaçào "* do a, ‘ ,ador 
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Portanto . uma banda proporciona! pequena corresponde a um alto ganho ou alta sens.b.lidade 

proporcionaL aonaI * 0 CO ntrolador e atuador tiverem um ganho global de 

ac ; /cr 1 I Note oue as variações totais na entrada do controlador e na saída do atuador sao 

dadas como 100%. Portanto um ganho de 4%/% significa que há uma vanaçao e ^nasai 

se a vanação na entrada for 1 %•) 

Solução 


Banda proporcional = 


100 % 
ganho em 


100 % 

4 Vo! % 
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Problema A 5 2 Considere o sistema de controle de nível de liquido indicado na Fig. M5. 
Sunonha oue o ponto de ajuste do controlador esta fixado. Supondo um distúrbio em degrau 

lad0 Se o con^olado°nã(ofbr proporcional , mas integral, qual sera o erro em regime estacioná- 
rio? *■ 


Solução. A F.g. 5.56 representa um diagrama de blocos do sistema quando o controlador é 
pro^rcional com ganho K p . (Suponha que a função de transferencia da valvula pneumática 



Fig. 5.55 Sistema de controle de nível de liquido. 
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seja unitária. Desde que o ponto de ajuste esta fixado, a vanação no ponto de ajuste e nula. ou 
X(si - 0. A transformada de Laplace de hlt ) e 


»u = mfh Ei * + Jcr+i™ 


£(s) = -HW - ~g?fêr i £ W - Rcf-Tl 


Portanto. 


" RCs ~ l + K p R* {s) 


Desde que. 




cr \ _ R ^ 

"üCj+1+ K p R s 

Rn o / 1 \ _ Rn o ± 

1 — K b R ( 1 -r K P R 1 — KpR s 

V + RC 


A solução temporal para f > 0 é 


1 - KpRl 


Portanto, a constante de tempo e RCH 1 - KpR). (Na ausência do controlador « COTStontc de 
tempo e igual a RC.) Conforme aumenta o ganho do controlador, diminui a constante de 
tempo. O erro em regime estacionário e 


*(») = “ 


1 - KpR 


Conforme o ganho K p do controlador é aumentado, o erro em regime «tadonáno. ou o 
desajuste, e reduzido. Portanto, matematicamente, quanto maior for o ganho K p . 
serão o desajuste e a constante de tempo. Em sistemas práticos, cnirctanío. se ° ganho J % do 
controlador proporcional for aumentado para um valor muito grande, deve resultar uma 
oscilação na saída desde que desprezamos em nossa anal.se ‘odos os pequenos atrasose 
pequenas constantes de tempo que podem existir no sistema de controle reaf (Se este 
pequenos atrasos e constantes de tempo forem incluídos na analise, a fonÇ-o <le 
toma-se de maior ordem e. para valores muito grandes de K p . ha a possibilidade de 
oscilação ou mesmo instabilidade. I 
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Sc o controlador for integral, supondo que a função de transferência do controlador seja 



obtemos 


Eis) = - 



N(s) 


Válvula borboleta 



Fittro 


Fig. 5.57 Diagrama esquemático de um sistema de controle de fluxo usando um controlador 
de tubo de jato hidráulico 
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O erro em regime estacionano para um distúrbio em degrau N(st - njs e 
e(oo) = lim sE(s) 

l-O 

, — Rs 1 n c 

= V3 R Cs> -rs~ KR s 
= 0 

Portanto um controlador integral elimina o erro em regime estacionano. ou desajuste, devido 
ao distúrbio em degrau. (O valor de K deve ser escolhido de modo que a resposta transitona 
devida a entrada de comando e/ou distúrbio amorteçam com uma velocidade razoavel. \ ide 
Gap 6 para análise dc resposta transitória.) 

Problema \.5.3 A Fig. 5.57 mostra um controlador de cano de jato hidráulico aplicado a um 
sistema dc controle dc fluxo. O controlador de cano de jato governa a posição da valvula 
borboleta Discuta a operação deste sistema. Construa um gráfico da curva possível relacio- 
nando o deslocamento x do bocal em relação à força total F atuando no pistão de potência. 

Solução \ operação deste sistema é a seguinte: A taxa de fluxo e medida pelo orifício, e a 
diferença dc pressão produzida por este onficio é transmitida ao diafragma do dispositivo 
medidor de pressão. O diafragma é ligado ao bocaJ de giro livre, ou cano de jato. através de 
uma ligação 0 óleo a alta pressão é ejetado do bocal durante todo o tempo Quando o bocal 
esta na posição neutra, não flui óleo através de qualquer um dos canos para mov er o pistão de 
potência. Se o bocal e deslocado pelo movimento do braço dc balanço para um lado. o oleo sob 
alta pressão flui através do cano correspondente, e o óieo no cilindro de potência flui para o 

reservatono de dreno através do outro cano. 

Suponha que o sistema esteja imcialmente cm repouso. Se a entrada de referencia for 
vanada subitamente para uma taxa de fluxo maior, então o bocal c movido de modo tal a 
mover o pistão de potência e abnr a válvula borboleta Haverá então um aumento na taxa de 
fluxo, a diferença de pressão através do onficio toma-se maior e o bocal retoma a posição 
neutra O movimento do pistão de potência cessa quando*. o deslocamento do bocai. retorna 
e para na posição neutra. (O controlador do cano de jato. portanto, possui umapropnedadede 

integração.) o a força , ola | / agindo no pistão de potência e o deslocamento* do bocal e 
indicada na Fie 5.58. A força total e igual à diferença de pressão IP através do pistão vezes a 
a rea A do pistão de potência. Para um pequeno deslocamento* do bocal, a força total feo 
deslocamento » podem ser considerados proporcionais. 


F í 



Fig. 5.58 Curva força versus deslocamento. 
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Problema A. 5.4 Desenhe um diagrama de blocos do controlador pneumático indicado na 
Fig. 5.59 Deduza então a função de transferência deste controlador. 



Fig. 5.59 Diagrama esquemático de um controlador pneumático. 


Se a resistência /?* for removida (substituída pela tubulação de linha dimensionadai. que 
ação de controle resultará 0 Se a resistência /? for removida 'substituída pela tubulação de 
linha dimensionada), que ação de controle resultara’’ 

Solução. Vamos supor que quando e = 0. a distancia haste-rvsial e igual a Á e a pressão de 
controle é igual a P r . Na presente análise, suporemos pequenos desvios em relação 
aos respectivos valores de referência como segue 
r = pequeno sinal erro 

x - pequena variação na distância bocal-haste 
p, = pequena variação na pressão de controle 

Pi = pequena vanação de pressão no fole I devida a pequena variação na pressão de con- 
trole 

p„ = pequena vanação de pressão no fole II devida a pequena vanação na pressão de 
controle 

\ = pequeno deslocamento na extremidade inferior da haste 

Neste controlador. p f é transmitida ao fole 1 atravésda resistência/?,, Analogamente. p, 
c transmitida ao fole 1 1 através da série de resistências/?* e/?,. Uma relação aproximada entre 
Pi* Pr' 

P,(s) 1 = 1 _ 

P ( is) R d Cs - 1 T é s + 1 

onde 

T d = R d C = tempo derivativo 


230 


Analogamente. p M e p, são relacionadas pela função de transferência 

P nf*) _ 1 _ 1 

Pi(s) R,Cs — 1 ~ T(S ~ 1 

onde 

T = RiC = tempo integral 
A equação de equilíbrio de forças para os dois foles e 
( Pi - PnU = k,y 

onde k, e a dureza dos dois foles interligados e A e a area da seção transversal dos foles. A 
relação entre as variáveis e, x e v é 

b a 

X = -,C tV 

a + b a ■ b 
A relação entre p r e x e 
Pc “ Kx 



Fig. 5.60 (a) Diagrama de blocos do controlador pneumático mostrado na Fig. 5.59: (b> 
diagrama de blocos simplificado. 
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Das equações obtidas, pode ser desenhado um diagrama de blocos do controlador conforme 
indicado na Fig. 5.6(Ha). A simplificação deste diagrama de blocos resulta na Fig. 5.60<b). 

A função de transferência entre P<isl e Ei s> e 


PAS) _ 


, _ ± ( T ‘ s y i 

1 K a -r b k, \T,S - l/Vr,* - 1 


Para um controlador pratico, sob operação normal ÍK<M7 >[<ü * b)ks<T,s * D(7> — Dl c 
muito maior do que a unidade e T, >> 7V Portanto, a função dc transfercnciii pode ser 
simplificada como segue: 

P c (s) _j_ bk,( TjS 4- 1 )( T d s — 1 > 

E(s)~ aAT t s 


. - "àiHr - T ‘ s - h) 

= K r ( 1 + T " s ~ 7>) 


i' bk, 

Kp aA 

Portanto o controlador indicado na Fig 5.59 e proporcional-mais-derivativo-mais-integral. 

Se a resistência for removida, ou R d = 0. a ação resultante e a de um controlador 
proporcional-mais-integral. 

Se a resistência R, for removida, ou R, ~ 0. a ação que resulta e a de um controlador 
proporcional de banda estreita ou de duas posições. (Note que as açòe>‘ dos dois toles de 
reaíimentaçâo se cancelam e não ha reaiimentação.) 

Problema A.5.5 Obtenha a função de transferência do controlador indicado na Fig 5.33lc). 
Solução. A Fig. 5.61 mostra o circuito de realimentação. As equações para este circuito são 


^[/i(s) - /;(í)] T RJi(s) — E 0 (s) 

^[/iW - /i(í)l + ^ s h(s) + Rihis) = o 


Portanto. 


I 2 (s) Os 

Eq(s) RiCiRjCaS' — (RiCi + R d Ci -p R d C d )s -p 1 


E,(f) KC,* 

Eq(s ) RjCjRjCjS^ ~ ( R,(?i ■+■ RjCj — R d C d )s -t- 1 
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' 1 - e. 

J L0 




Fig. 5.61 Circuito de realimentação usado no controlador mostrado n« Fig. 5.33(0. 


Verificando que na Fig. 5.33tci 


(e t — e f )K = e 0 , e f = e : ^ 


obtemos 


r R^( RtC,sE 0 (s) \ v _ Fn ( s) 

L £, ( 5) _ ’R l \R i C i R d C i s 1 + {R(Ci - R d C, + R d C d )s - 1 . 

A função de transferência LjsjlE/ls) e 

EAs) KR , [R^RjC^- - (frC, + R d C, - - 1] 

£XJ) “ KR 2 R,Qs - RAR.QRtQs* - (/?,C, - R d C, - R d C d )s 1] 

Se o ganho de malha e muito maior do que a unidade, então esta ultima equação pode ser 
simplificada para 


E 0 (s) _ RARTR^C.S- -Tt RjCi - R d Q - R d C d H - I] 

£,(s) RzRiQs 

= K p [ Ti s + (l - + t‘) ~ íi] 


K p = RiíRit T d =R d C d , r ( = /?,C 


Definindo 


n 1 Rd _Td 


Epfc) _ v «/i _ Ií s — L I 
5õfJ- A '*P a a T,s) 


Portanto, o controlador é proporcional-mais-derivativo-mais-integral 
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Calibraçáo Planta 



Fig. 5.62 Diagramas de biocos de um sistema de controle de malha-aberta e um sistema de 
controle de malha-fechada. 


Problema 4.5.6 Considere o sistema de controle de malha-aberta e o sistema de controle de 
malha-fechada indicados na Fig. 5.61 No sistema de malha-aberta o 

modo que A r = 1/A' Portanto, afunçãode transferenciado sistemade controle de malha aoer 


r , . _ 1 K L_ 

o 0 ( í) - 7 ^ 573n ts + i 

No sistema de controle de malha-fechada. o ganho K p do controlador e ajustado de modo que 

KpK Supondo uma entrada com degrau uniiano. compare os erros em regime estacionano 
para estes sistemas de controle. 

Solução. Para o sistema de controle de malha-aberta. o sinal erro é 

e(t) = r(/) - c(/) 

ou 

E(s ) = R(s) - C(s) 

= [1 - G 0 (s))R(s) 

O erro de regime estacionário para a resposta de entrada ao degrau é 
e ls = lim sE(s) 

t-0 

= lim s[ 1 - C 0 (í)]4 
»-o J 

= 1 - G 0 (0) 

SeGntO). o ganho c.c. do sistema de controle de malha aberta, é igual á unidade, então o erro 
em regime estacionano e nulo. Devido a vanaçòes ambientais e envelhecimento de compo- 
nentes entretanto, o ganho c.c. GoíO) apresentam denva em relaçao ao zero conforme 
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ntrnrr .. n lemno e o erro em regime estacionano não permanecera nulo por muito tempo. 
Esmoem regime estacionano em «» sistema de conttoiede malha-abena persistim ate que 

° S > Para ?sisíema d^controle de malha-fechada. o sinal erro e 



.. r l_u 

- 1 '™ 5 Ll T G(S)1 S 
1 

” 1 + G(0) 

1 

" 1 - K P K 

No sistema de controle de malha fectada. o ganho £« 
constantes: 


A' + AA 
Ts — 1 

. i ■ - m l ou \KIK = 0.1. Então o erro em regime 

uma enhradTern degrau unõano no sistema de controle de malha-ahena 

resulta 


= 1 -^(A + AA) 

= 1 - 1,1 
= - 0.1 

No sistema de controle de malha-fechada. se A p é ajustado para 100/A. então o erro em regime 
estacionário para uma entrada em degrau urutáno resulta 
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Portanto, o sistema de controle de malha-fechada e supenor ao sistema de controle de 
malha-aberta na presença de variações ambientais, envelhecimento de componentes etc. que. 
definitivamente, afetam o desempenho em regime estacionano 

Problema A. 5. 7 O diagrama de blocos da Fig. 5.63 mostra um sistema de controle de veloci- 
dade no qual o elemento de saidado sistema e sujeito a um distúrbio de torque No diagrama. 
íljsi. Ws, T<si e N(s) correspondem às transformadas de l^aplace da velocidade de referên- 
cia. velocidade de saída, torque de excitação e torque de distúrbio, respecuvamente Na 
ausência de um torque de distúrbio, a velocidade de saída e iguai à velocidade de referência 


N(s) 



Fig. 5.63 Diagrama de blocos de um sistema de controle de velocidade. 

Investigue a resposta deste sistema ao torque de distúrbio de degrau unitário. Suponha 
que a entrada de referência e nula. ou íí,/.vi = 0. 

Solução. A Fig. 5.M apresenta um diagrama de blocos modificado e conveniente para a 
presente analise. A função de transferência de malha-fechada é 

QjAs) = I 

N(s) Js — K 



Fig. 5.64 Diagrama de blocos do sistema de controle de velocidade da Fig. 5.63 quando 
ÍUs) = 0 . 


onde ílsfs) é a transformada de Laplace da velocidade de saída devida ao torque de distúrbio. 
Para um torque de distúrbio com entrada unitária, a velocidade de saída em regime estacioná- 
rio é 
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Desta análise concluímos que. se um torque de distúrbio em degrau for aplicado ao 
elemento de saída do sistema, resultará uma velocidade de erro. de modo que o torque motor 
cancelará exatamente o torque do distúrbio. Para desenvolver este torque motor e necessário 
que haja um erro na velocidade de modo a resultar um torque não nulo. 

Problenui A.5.8 No sistema considerado no Problema A .5.7. deseja-se eliminar tanto quanto 
possível os erros de velocidade devidos a distúrbios de torques. 

É possível cancelar o efeito de um distúrbio de torque em regime estacionário de modo 
que um distúrbio de torque constante aplicado ao elemento de saída não acarrete variação de 
velocidade em regime estacionano? 

Solução. Suponha que escolhemos um controlador conveniente cuja função de transferência 
éGjs), como indicado na Fig. 5.65. Então, na ausência da entrada de referência, a função de 


<V(s) 



Fig. 5.65 Diagrama de blocos de um sistema de controle de velocidade 



Cú N (oc) = lim 5Í2 .v(j) 

I —o 

.. 5 \ 

-r G,[s ) s 

1 

G c ( 0) 

De maneira a satisfazer o requisito de 
0) N ( oo) = 0 
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devemos escolher G,<0| = «. Isto pode ser real, rodo se escolhenoos 

Gt(s) = y 

en£Í^™ 

dUaS L^"'e^ a o ^estabi tor esre srsrema e ad, copar rrm modo proporcional ao comrola- 
dor. ou escolher 

G c (s) = K P -r — 

Com este controlador . odia^Mpa de blocos Jfc ^^sferé^crr^^maüw-fecluKia 

pode ser modificado para o da rig- -• s 



Fig. 5.66 Diagrama de blocos do sistema de controle de velocidade da F.g. 5.65quando Gjs, 
= K, + iKls) e ÍUs) = 0. 


ÍUs)IN(S) resulta 

fly(j) = * 

S(s) Js : -t* K p s — K 

Para um Iorque de distúrbio com degrau umlano. a seiocidade de saída em regime 
estacionário é 

Cüy(cc) = lim sQs(s) 

j-0 

.. S 1 1 

“ ,™JS‘ -KpS~K s 

= 0 

Portanto, verificamos que o controlador proporconal-mars-rmegral el.mina o erro de velocr- 
dad 'ÓZra"ò decole integral aumentou a ordem do srstema de uma unidade ( Isto 

tende a produzir uma resposta oscilatona.l 

No sistema presente, um torque de distúrbio em degrau «carretara crro^ansitono n 
v<»lf»rid ide de saída, porem o erro resulta nulo em regime estaíionano. O integrador krnec 
uma saída não nula com erro nulo. ( A saída não nula do integrador produz um torque mo or 
que cancela exatamente o torque do distúrbio ! 
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Note ciue o mteerador na função de transferência da planta não elimina o erro em regime 
estacKmant^de^id^aowrque do distúrbio Para eliminar isto. deve haver um integrador antes 
do ponto onde entra o torque do distúrbio. 

Problema A 5 9 A Fig 5.67(a> apresenta um diagrama esquemático de um dispositivo de 
entrada onde são conectadas duas pressões de controle P , e fV P radas de 

‘SÍT,S t s^ST“m d p!g"áí»u X^pr«sáod«^d ? J.ç»des.r 

imficadTem um gráfico versus a diferença fie pressáof, - P,. conforme a F,g. 5.67(b). Es.e 
dispositivo pode ser utilizado como um dispositivo logjco 


P. 



Rr. 5.67 (a) Diagrama esquemático de um dispositivo de controle pneumático: <b> curva 
caracteristica. 


Se uma pressão de polanzaçào for aplicada a uma das câmaras, conforme a F.g. 5.68(a). a 

curva^caracterrtuca é des|o«da^confm-me^ajõg.^^^f ^ ^ 

sadssa 


p. 



(o) (b) 


Fig. 5.68 ta) Diagrama esquemático de um dispositivo de controle pneumático; (b) curva 
característica. 
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I 



Fig. 5.69 Combinação de dois dispositivos de controle pneumáticos. 
Solução. Da Fig. 5.69. obtemos a seguinte tabela: 



Portanto, a operação lógica obuda e a NOR. isto é. F A.tí 

Problemas 

Problema B.5.1 O diagrama esquemático de um controlador pneumático e indicado na Fig 
5.70. Desenhe um diagrama de blocos do controlador e postenormente deduza a I unção de 
transferência. 





Fig. 5.70 Diagrama esquemático de um controlador pneumático. 
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_ . , A ti- * 7 , mostra o diagrama esquemático de um se^omotor hidráulico no 
qúí o fampiificado cm do, - togran.ade blocosdo e 

nosiprm rmente, a função de transferencia entre > e t. 



Oleo sob 
pressão 


Fig. 5.71 Diagrama esquemauco de um servomotor hidráulico. 


A Fin 5.72 fornece o diagrama esquemático de um servomotor hidráulico 



Para recipiente 
de dreno 


óleo sob 
pressão 


Fig. 5.72 Diagrama esquemauco de um 


servomotor hidráulico. 






Problema B.5.4 A Fig. 5.73 mostra o diagrama esquemático de um sistema de controle de 
velocidade O eixo e excitado a uma velocidade «a através de uma redução por engrenagens. 
Os volantes girantes resultam em uma força centrifuga que e oposta à força da mola. 
velocidade desejada e ajustada pela mola de pré-carga Que tipo de ação de controle produz o 
controlador 0 


T 



Fig. 5.73 Diagrama esquemático de um sistema de controle de velocidade. 


Problema B.5.5 Considere o controlador indicado na Fig. 5 74 Que tipo de açáo de controle 
exerce este controlador? 



Fig. 5.74 Diagrama esquemático de um controlador eletrónico. 


Problema B. 5.6 A Fig. 5. 75(a) apresenta o diagrama esquemático de um sistema de controle 
de atitude de satélite Pequenos jatos aplicam força de reaçào para girar o corpo do satélite na 
atitude desejada Os dois jatos posicionados anti-simetricamente e indicados por A e B 
operam em pares. Suponha que cada jato aplique ao sistema uma força F/2 c um torque Fl. O 
momento de inércia em relação ao centro de massa e J. 
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Suponha que o controlador de atitude seja do tipo proporcional-mais-denvativo A 
representação do sistema em diagrama de blocos e fornecida na Fig. 5. .(b) Determine o 
valor do tempo derivativo de modo que a relação de amortecimento £ seja '. '. 




Problema B.5.7 Considere o sistema de múltiplo* laços indicado na Fig .' b- Obtenha a 
função de transferencia de mdlha-fechada entre ('wt 
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Problema B.5.8 Se o caminho direto de um sistema de controle contem pelo menos um 
elemento integrante, então a saída continua a vanar enquanto existir um erro. A saída para 
quando o erro é precisamente zero. Se um distúrbio externo entra no sistema, e deseiavel ter 
um elemento integrante entre o elemento de medida do erro e o ponto onde entra o distúrbio, 
de modo que o efeito do distúrbio externo seia feito nulo em regime estacionano 

Mostre que se o distúrbio é uma função rampa, então o erro em regime estacionano 
devido a este distúrbio em rampa, pode ser eliminado somente se dois integradores precede- 
rem o ponto onde entra o distúrbio 

Problema B.5.9 Considere o sistema indicado na Fig 5.77(ai onde K e um ganho a.iustavel e 
G(sl e Htsi são componentes fixos A função de transferencia de malha-techada para o 
distúrbio c 

C(*) 1 

S\s) * 1 -r KG(s)H(s) 

Para minimizar o efeito dos distúrbios, o ganho ajustavel K deve ser escolhido tão grande 
quanto possível. 

Isto é também verdade para o sistema mostrado na Fig. 5 77(b) " 


Ms) 



Ms) 


Fig. 5.77 (a) Sistema de controle com distúrbio entrando no ramo direto; (b) sistema de 
controle com distúrbio entrando no ramo de realimentação. 


Problema B.5. 10 A Fig. 5.78 mostra o diagrama esquemático de um dispositivo com fluido. 
Que função este dispositivo desempenha 0 
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Fig. 5.78 Diagrama esquemático de um dispositivo com fluido. 


Problema B.5.11 Um resistor com fluido é um elemento passivo com fluido que. devido a 
perdas viscosas, produz uma queda de pressão em função do fluxo que o atravessa e possui 
uma função de transferência com componentes essencialmente reais na faixa de frequência de 

mler Qual e o analogo elétrico de um elemento passivo com fluido que, devido a compressibdi- 
dade do fluido, produz uma pressão atrasada em relação ao fluxo por essencl ^™ enl jJ*; . 

Qual é o análogo eletrico de um elemento passivo com fluido que. devido a inerciado 
fluido, possui uma queda de pressão avançada em relação ao fluxo por essencialmente 90° 
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Análise de 

Resposta 

Transitória 


6.1 INTRODUÇÃO 

Afirmamos no Cap. 4 que o primeiro passo n, análise de um sistema de 
controle era derivar um modelo matemático para o eterna. L ma \ez obtidi ta 
modelo, existem vários métodos disponíveis para a analise do desempenhe do 

sistema, rá^ca o sina) de enlra( j a e m um sistema de controle nao e conhecido u 
priori mas e de carater aleatório, e a entrada instantânea nao pode ser expressa 
analiticamente. Apenas em alguns casos especiais >e conhece o sina de entrada *. 
pri, m e se pode expressa-lo analiticamente ou por cur% ^ como no vaso do contre 

automático de ferramentas de corte „ 

Na análise e proieto de sistemas de controle, cevemos ter uma ba e pu a 
comparar o desempenho de vanos sistemas de contro : F sta base pode sei obtida 
especificando-se sinais de tesie de entrada particulare- e comparando-se as respos- 
tas de vários sistemas a estes sinais de entrada.__ 

Muitos critérios de projeto são baseados em tais sinais ou na respos a v 
sistemas a mudanças nas condições iniciais (sem utilizar qualquer sinal de testei 
uso de sinais de teste pode ser justificado pela correlação que existe entre as 
características de um sistema para um sinal de entrada de teste típico e a capacidade 
do sistema para responder aos sinais de entrada real- 

r Sinais de teste típicos. Os sinais de entrada de teste comumente usados são as 
funçócs-deerau. funções-rampa, funções-aceleração, funções-impulso, funções 
senoidais etc. Com estes sinais de teste, tanto análise^ matematicas como experi- 
mentais de sistemas de controle podem ser feitas com tacilidade. pois estes sinais 

são funções muito simples do tempo. , . . , _ _ 

A determinação de qual ou quais destes sinai' de entrada típicos devem ser 
usados para analisar características do sistema depenae da forma da entrada a que o 
sistema sera sujeito mais frequentemente durante operação normal Se as entradas 
para um sistema de controle são funções que variam çradativ amcnie com o tempo, 
então uma função rampa de tempo pode ser um bom sinal de teste: e para um 


sistema sujeito a entradas tipo choque, uma função impulso pode ser o melhor. 
Uma vez projetado um sistema de controle baseado em sinais de teste, normal- 
mente o desempenho do sistema para entradas reais é satisfatório. O uso de tais 
sinais de teste nos permite comparar o desempenho de todos os sistemas na mesma 
base. 

Este capitulo trata da resposta de sistemas a sinais aperiódicos (como. por 
exemplo, funções do tempo: degrau, rampa, aceleração e impulso). (Análise c 
proieto de sistemas baseados em sinais de teste senoidais são dados nos Caps. 9 e 
10 .) 


^Resposta transitória e resposta estacionária. A resposta temporal de um sis- 
tema de controle consiste em duas partes: a resposta transitória e a resposta 
estacionaria. Entendemos por resposta transitória aquela que vai do estado inicial 
ate o estado final. Por resposta estacionária, entendemos a maneira como a saída do 
sistema se comporta quando / tende a infinito. 

Estabilidade absoluta, estabilidade relativa, e erro estacionário. Ao projetar um 
sistema de controle, devemos poder prever o comportamento dinâmico do sistema 
a partir do conhecimento dos componentes. A característica mais importante do 
comportamento dinâmico de um sistema de controle é a estabilidade absoluta, isto 
é. se o sistema é estável ou instável. Um sistema de controle está em equilíbrio se. 
na ausência de qualquer perturbação ou entrada, a saída permanece no mesmo 
estado. Um sistema de controle invariante no tempo e linear é estável se a saída 
volta ao seu estado de equilíbrio quando o sistema é sujeito a uma perturbação^ Um 
sistema de controle, invariante no tempo e linear, é instável se uma oscilação da 
saída continua indefinidamente ou a saída diverge sem limite a partir de seu estado 
de equilíbrio quando o sistema e sujeito a uma perturbação. Em casos reais, a saída 
de um sistema físico pode aumentar até um certo valor mas ser limitada poi 
“barreiras" ' mecânicas . ou o sistema pode parar de funcionar ou se tornar não linear 
após a saída ultrapassar uma certa amplitude de tal forma que as equações dileren- 
ciais lineares não são mais válidas. Não discutiremos a estabilidade de sistemas não 
lineares neste capitulo. (Tais análises sobre sistemas nao lineares são vistas nos 
Caps. 11 e 15.) 

Outros comportamentos (além de estabilidade absoluta) do sistema que deve- 
mos considerar cuidadosamente incluem a estabilidade relativa e o erro estaciona- 
no. Dado que um sistema de controle físico envolve armazenamento de energia, a 
saída do sistema, quando sujeito a uma entrada, não pode seguir a entrada imedia- 
tamente mas exibe uma resposta transitória antes que um regime permanente possa 
ser alcançado. A resposta transitória de um sistema de controle real muitas vezes 
mostra oscilações amortecidas antes de ir a um estado ou regime estacionário. Se a 
saída de um sistema em regime estacionário não concorda exatamente com a 
entrada, diz-se que o sistema apresenta erro estacionano. Este erro indica a 
precisão do sistema. Ao analisar um sistema de controle, devemos examinar o 
comportamento da resposta transitória, tal como o tempo necessário para alcançar 
um novo regime ou estado estacionário e o valor do erro enquanto o sistema segue 
um sinal de entrada, bem como o comportamento em regime estacionário. 

6.2 FUNÇÕES DE RESPOSTA AO IMPULSO 

Para um sistema linear, invariante no tempo, a função de transferência G(si é 


G(s) = 


Y(s) 

X(s) 
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a p vvçi é a transformada de 

onde *„ e , 

Uplace da saída. Segue-se que 

Gis; eAVs). ou (6.1) 

jssssassí»-- 

H0 = r t X(T) g «-T)* 

= r g (T wf-t)* 

J 0 

onde 

= x(i) = o para/<0 

Funçé « * resposta ao impulso^ Cç"sidere a saída ISf^nul^C^a 
u ma ^Lapl^Pe dl^' ^ nção^ mpul s^uni ^ tr*^* * a unidade. a transformada de 

ílplaceda^saida^do sistema é simplesmente 

A llltlversa de Uplace da satda de sistema. dada peta E, .»»• « a 
função resposta ao impulso, ou 

vl, , . glll = função resposta ao impulso 
Esta função tamPcrn c 

~í-'4TS:=""^rBr- 

SísíSãsSísSs^rsssSr 
rr^SSSfe» 

comparada com as constantes r , nma entrada em 

rada como «mpulswa. ^ ^ sislema de prime.ra-ordem par entrada é 

*ÍsS^3^=Ê&S? 

a res £ í é suficientemente pequeno e ap icaru ongina j e do pulso 
determinar e i p Se as respostas a enti ada e p cnfícientemente 
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1 2 3 


„ u c 

impulso ^ 

Integrais de convo ‘ U ^ r ,d u drcrml^e de dura f ^umaTunJo em 

pulso com amplitude i 

ylt) = ]’„ dc(T)gfr — t) àt 


sc torna 


f" _Letr — t> íÍT 

Jo /, 


g(í) r» ara *> suficientemcntc pequem 


. . ,,,-íinde amplitude e pequena 

Portanto, a ^^SSSS C?* £* «- - ^ 
duração tendo Co*»^^ 

Aproximação para «»« u a0 impulso e glll-, _ e cm , * ü c dura 

" sand0 uma arrox ' maçao 

pará » integra! dTconvolução: 

eoc « \ funções em pulso. 

pela soma das respostas a A tu c ^ 


*-1 



Fig. 6.2 Saída do sistema como uma somaiona de convoluçáo 


A entradajcri) pode ser aproximada por uma sequência de .V funções em pulso 
cuja difração é A/,, onde A/,= tj\. Se Ar, é suficientemente pequeno quando 
comparado com a menor constante de tempo do sistema, então o A-ésimo pulso 
pode ser considerado como um impulso cuja magnitude e a area xt^Ar,) Ar,. A 
resposta ao À-ésimo pulso é então 

x(k A/ x ) g(r - k Ar,) 

que é o produto da área do impulso e a função resposta ao impulso atrasada por^ Ar ,. 

Como o sistema em consideração e linear, o principio da superposição se 
aplica. Portanto a resposta y(t) do sistema a sequência de S funções em pulso e dada 
pela soma de convolução: 

y{t ) = V x(k Ar,)g(r — k Ar,) Ar, (6 -) 

* -0 


onde 


g(r) = 0 para t < 0 

A Eq. (6.3) fornece a resposta no instante r. Note que comogir) = 0 para r < 0. a 
resposta não precede a entrada. Portanto. 


v(0 < / < Ar,) = *(0)g(r) Ar, 
j(Ar, < r < 2 Ar,) = [.v(0)g(r) - x(Ar,)g(r - Ar,)] Ar, 
v(2 Ar, < r < 3 Ar,) = [.v(0)g(rj — .v(Ar,)g(r — Ar,) 
ri- .v(2 Ar,)g(r - 2 Ar,)] Ar, 


v{N 


Ar, — Ar, < / < N Ar,) = £ x(k A r,)g(r — k Ar,) 


Ar, 


r 


6.3 SISTEMAS DE PRIMEIRA-ORDEM 


Considere o sistema de pnmeira-ordem visto na Fig. 6.3(a). 



(ai 


Pt s) 

1 

C(s)_ 

~ fs+l 1 


j 


(b) 

Fig. 6.3 la) Diagrama de blocos de um sistema de pnmeira-ordem: (b) diagrama de blocos 
simplificado 


Fisicamente, este sistema pode representar um circuites R-C . um sistema térmico 
etc. Um diagrama de blocos simplificado e visto na Fig. 6 . 3( b ) . A relação entiada- 
saida e dada por 

CÍ£) _ 1_ (6.4) 

R(s) ~ Ts — 1 

Á seguir, analisaremos as respostas do sistema a entradas como degrau unituno. 
rampa umiana. e função impulso unitário. As condições iniciais seião nulas. 

\ote que todos os sistemas com a mesma função de transferencia irao exibir a 
mesma saída em resposta a mesma entrada. Para qualquer sistema tísico dado. 
pode-se dar uma interpretação física á resposta matemática. 

Resposta a degrau unitário de sistemas de primeira-ordem. Como a transfor- 
mada de Laplace da função degrau unitário e l/s. substituindo R(s) = 1/a na Eq. 
(6.4). obtemos 


C(s) = 



s 


Expandindo Cls) em frações parciais, temos 


C(5) 



T 


Ts - 1 


Tomando a transformada inversa de Laplace da Eq (6.5). obtemos 

d/) = l ( '- 0> 


(6.5) 


( 6 . 6 ) 


250 


251 




A Eq. (6.6) diz que. inicialmente, a saída c(t) é nula e finalmente se torna unitána. 
Uma das características importantes desta curva de resposta exponencial c{t) é que 
emf = 7o valor de elt) é 0.632. ou a resposta c(/y alcançou 63,2% de sua variação 
total. Isto pode ser visto facilmente substituindo-se 1 = 7 em clt). Ou seja. 

<•(7) = 1 - e- 1 =0.632 

Sabe-se que T é a constante de tempo do sistema. Quanto menor for a constante de 
tempo, mais rápida será a resposta do sistema. Outra característica importante a 
curva de resposta exponencial e que a inclinação da linha tangente em i — 0 é \,T. 
pois 



Fig. 6.4 Curva de resposta exponencial. 


A saída alcançaria o valor final em i = 7 caso se mantivesse a sua velocidade inicial 
de resposta. Da Eq. (6.7) vemos que a inclinação da curva de resposta c( t) decresce 
monotonicamente de 1/7" em t = 0 para zero emí = *. 

A curva de resposta exponencial c(t) dada pela Eq. (6.6) é vista na Hg. 6.4. hm 
uma constante de tempo, a curva de resposta exponencial foi de 0 a 63.2% do valor 
final. Em duas constantes de tempo, a resposta alcança 86.5% do valor final. Em t = 
37\ 47 e 57. a resposta alcança 95. 98.2 e 99,3% . respectivamente, do valor final. 
Portanto, para t » 47, a resposta permanece dentro de 2% do valor final. Como 
visto da Eq. (6.6), o regime estacionário é alcançado matematicamente somente 
após um tempo infinito. Na prática, entretanto, uma estimativa razoável do tempo 
de resposta é o tempo que a curva de resposta necessita para alcançar a linha de 2% 
do valor final, ou quatro constantes de tempo. 


r(f) 


Sistema 


c(rí 


Fig. 6.5 Um sistema geral 


Considere o sistema visto na Fig. 6.5. Para determinar experimentalmente se o 
sistema e ou não de primeira-ordem, faça o gráfico da curva log \c<t) — í'( x )I . onde 
c(i) é a saida do sistema, em função de /. Se a curva c uma reta. o sistema e de 
primeira-ordem. A constante de tempo 7 pode ser lida do gráfico como sendo o 
tempo 7 que satisfaz a seguinte equação: 

c(T) — noc ) = 0,368 [r(0) — cfoc)] 


Note que ao invés de fazer o gráfico de log |c(G - rí*) em função de / . e 
conveniente fazer o gráfico de i cfii - cl*) 1 ríO) - rí*) em função de t em papel 
semilogantmico. como visto na Fig. 6.6. 

i 

% 



’c 2~~j * 6 6 ÍC 12 t 

T 

Fig. 6.6 Gráfico de ictti - r(*)/ir(0) - c<*) em função de t em papel semilog. 

Resposta a rampa unitaria de sistemas de primeira-ordem. Como a translor- 
mada de Laplace da função rampa unitaria e 1 Is *’ . obtemos a saída do sistema da Hg 
6.3(a) como 


C(5) = 



]_ 

s z 


Expandindo Cls) em frações parciais, temos 



( 6 . 8 ) 
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Tomando a transformada inversa de Laplace da Eq. (6.8). obtemos 

c(,) = r- T+Te-' r (t > 0) 

O sinal de erro e(t) é então 

e(t) = r(r) — c(Q 
= 7(1 - e~ ,T ) 

Quando t tende a infinito, entende a zero. e portanto o sinal de erroe(f) tende a 7 
ou 

e(oc) = T 

A entrada rampa unitána e a saída do sistema são vistas na Fig. 6. 0 erro ao seguir 

a entrada rampa unitária é igual a 7 para t suficientemente grande. Quanto menor a 
constante de tempo 7. menor é o erro estacionário ao seguir uma entrada em rampa. 



0 27" 47 67" t 


Fig. 6.7 Resposta a rampa unitána do sistema visto na Fig. 6.3<a) 
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Ema propriedade importante de sistemas lineares invariantes no tempo. Na 

análise vista acima, mostramos que para a entrada rampa unitária, a saída dl) e 

c(t) = t - T + Te-' T (/ > 0) 

Para a entrada degrau unitário, que é a derivada da entrada rampa unilaria. a saída 
c(t) é 

c(t) = 1 — e~ l T (t > 0) 

Finalmente, para a entrada impulso unitário, que é a derivada da entrada degrau 
unitário, a saída c(n é 

c(t) = Y e ~“ r ('>°> 

A comparação da resposta do sistema a estas trés entradas mostra claramente que a 
resposta à derivada de um sinal de entrada pode ser obtida diferenciando a resposta 
do sistema para o sinal original. Também pode ser visto que a resposta á integral do 
sinal original pode ser obtida integrando a resposta do sistema ao sinal original e 
determinando as constantes de integração a partir da condição inicial de saída zero. 
Como mencionado no Cap. 4. esta é a propriedade de sistemas lineares invariantes 
no tempo. Sistemas variantes no tempo e sistemas não lineares não possuem esta 
propriedade. 

6.4 SISTEMAS DE SEGUNDA-ORDEM 

Nesta seção, vamos primeiro obter a resposta de um sistema de controle de 
segunda-ordem específico a uma entrada em degrau e depois estender a análise para 
a solução de outros sistemas de segunda-ordem. 

Um servomecanismo. Considere o servomecanismo visto na Fig. 6.9(a). O 
objetivo deste sistema é controlar a posição da carga mecânica de acordo com a 
posição de referência. A operação deste sistema é como segue: Um par de poten- 
ciómetros age como um dispositivo que mede erro. Eles convertem as posições de 
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entrada e saída ent stnais elétricos proporcionais. O si tml^de^entradajle^coniando 

determina a posição angular r do braço mo v P g q polenc iai elétnco do 

posição angular r e a entrada de referencia pa a • - ^ * sj P do eix0 de saída 
braço é proporcional a posição angu a b Ç ^ P tenciómetr0 de saída. A 
determina a posição angular c do braço d^^p ^ . proporc , onal a r e <> c e 

diferença de potencial e r — e r -e e c = onde K J é uma constante dc 

proporcional ac; ou seja. e r r tprminais do potenciómetro e 

proporcionalidade. O sinal de erro que ap 1" . - r- a tensão de saída deste 

amplificado pelo amplificador cuja conslan dc. (O amplificador deve 

amplificador é aplicada ao circuito de ^ r n d 6 !„etros são essencial- 

ter uma impedància de entrada muito alt p q P d corre nte. Ao mesmo 
mente circuitos de alta impedancia e toleram dren^OTde corren ma o 

^desenvolvido pelo motor é 

T = K 2 i a 

onde K, é a constante de torque do motor ei.ea corrente de armadura. Para o 
circuito de armadura. 



( 6 . 10 ) 


onde X 3 é a força contra eletromotriz do motor e 0 é o deslocamento angular do eixo 
do motor. A equação para equilíbrio de torque e 


f d 2 6 _ f d0 = 
0 dt z Jo dt 


( 6 . 11 ) 


ondcVné a inércia da combinação do motor - cargju combínaçãcTd^motor^carga"^ 

do motor cj 0 é o coeficiente de atn o Vls ^ de transferência entre o deslo- 

^ eíro é obtida das Eqs. (6. 1 0, e (6. 1 1 ) 

como segue; 


00 ) * 1*2 

~E(s) s{L tt s + R 0 )(JqS + /o) ~r K i K * s 


C(i) = n0(s) (613) 

ondeOsJ = SS[c(t)\ ertoé o deslocamento angular do eixo de saída. A relação entre 
E(s), R(s ) e C(s) é 


E(s) = Af.lR(i) - C«] 


( 6 . 14 ) 



Fie. 4.» ta) Diagrama esquemático de um scrvomecanismo:<b,e<c> sãodiagramasde Mocos. 



onde R(s) = &[ rtt)]. O diagrama de blocos deste sistema pode ser construído a 
partir das Eqs. (6.12), (6.13) e (6.14), como visto na Fig. 6.9(b). A função de 
transferência do elo direto deste sistema é 


r , c x _ K«K>K 2 n 

C(J) s[(L a s 4 - KWo s +/o) + K i K >] 


Como L a é normalmente pequeno, ele pode ser desprezado, e a função de transfe- 
rência de elo direto se toma 


G(s) = 


s[R a (Jo S +/o) + ^ 2 /Tj] 

K n K,K,nlR a 
J 0 s* + (/o + 


O termo \f 0 + indica que a força contra eletromotriz do motor tem o 

efeito de aumentar o atrito viscoso do sistema. A inércia J 0 e o coeficiente de atrito 
viscoso/o-MÁ^/ía/tf J são referidos ao eixo do motor. Quando J 0 e/o+ (A' 2 À'j//? a ) sao 
multiplicados por l/n 2 , a inércia e o coeficiente de atrito viscoso são expressos em 
termos do eixo de saída. Introduzindo novos parâmetros definidos por 

j = Jjn 2 = momento de inércia referido ao eixo de saída 
f _ y + ( KoK : JR a )]ln 2 = coeficiente de atrito viscoso referido ao eixo de saída 

K = KoK } K 2 lnR a 

podemos simplificar a função de transferênciaGís) dada pela Eq. (6. 1 5), resultando 


G(s) = 


Js 2 4- Fs 


O diagrama de blocos do sistema visto na Fig. 6.9(b) é então simplificado como 

visto na Fig. 6.9(c). ... . 

A seguir, investigaremos as respostas dinâmicas deste sistema para entradas 

degrau unitário, rampa unitária e impulso unitário. 

Resposta a degrau de sistemas de segunda-ordem. A função de transferência de 
malha-fechada do sistema visto na Fig. 6.9(c) é 

C(s) _ K 
R(s) ~ Js* + Fs + K 


"bW(éMI- + é-4è)‘-*J 

Os pólos de malha-fechada são complexos se F 2 - 4 JK < 0. e são reais se 
F 2 - 47A 2= 0. Na análise de resposta transitória, é conveniente escrever 

y = Cül y = 2Cü)„ = 2o 
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y = 2 Çú)„ = 2 a 


onde cr é chamada de atenuação; w n é a frequência natural não amortecida; eÇéo 
coeficiente de amortecimento do sistema. O coeficiente de amortecimen to Ç é a 
relação entre o amortecimento real Fe o amortecimento critico F c — 2v JR ou 


= — = F 

F e 2 VJK 


Com esta notação, o sistema visto na Fig. 6.9(c) pode ser modificado para aquele 
visto na Fig. 6. 10. e a função de transferência de malha-fechada Gs)IR(s) dada pela 
Eq. (6.16) pode ser escrita 




Fig. 6.10 Sistema de segunda-ordem. 


O comportamento dinâmico de sistemas de segunda-ordem pode então ser descrito 
em termos de dois parâmetros £ e w„. Se 0 < i < 1 . os pólos de malha-fechada são 
complexos conjugados e se situam no semiplano esquerdo do plano s. O sistema 
então é dito subamortecido. e a resposta transitória é oscilatória. Se£ = I. o sistema 
é dito criticamente amortecido. Sistemas sobreamortecidos correspondem a ç > 1 • 


A resposta transitória de sistemas amortecidos criticamente e sobreamoí tecidos 
não oscila. Se £ = 0. a resposta transitória não decai. 

Determinaremos agora a resposta do sistema visto na Fig. 6. 10 para entrada 
degrau unitário. Consideramos três casos diferentes: o subamortecido (0 < £ < I ) . o 
criticamente amortecido (Ç = 1). e o sobreamortecido (ç > 1 ). 


(1) Caso subamortecido (0 < Ç < 1 ): Neste caso. C(s)IR(s) pode ser escrito 


Qs)_ 

m~ 

ondeou = o» n v 1 - C 2 - A freqüênciaw d é chamada de freqüéncia natural amortecida. 
Para uma entrada degrau unitário, C(s) pode ser escrita 


+ jco d )(s + íco„ - jto â ) 



(6.18) 


A transformada inversade Laplace da Eq. (6.18) pode ser obtida facilmente se C(si 
é escrita da seguinte forma: 
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No Cap. 2 mostramos que 


s 4 C 6 *" = e~ ía,J cos cü d t 

Xs 4 ícu„) : -f cúll 


(j 4 tu*) 2 4 a K 


_ se n cú d t 


Portanto a transformada inversa de Laplace da Eq. (6.18) é obtida como segue: 

&-'[C(s)] = c(t) 

__ j _ ^ cos (jj d t -f- ç; Sen ) 


p~Catm‘ f _ , 1 £ 2 

= 1 * sen ov H- tan 1 j 


(/^ 0) 


Este resultado pode, obviamente, ser obüdo d.retamente usando-se uma tabela de 
transformadas de Laplace. Da Eq. (6. 19). pode-se ver que a frequência da oscilaçao 
transitória é a freqüência natural amortecida w d e portanto varia com i° coefi ciente 
de amortecimento 4 . O sinal de erro para este sistema e a diferença entre a entrada e 
a saída, e portanto é 

e(t) = r(t) — c(í) 

= e - c "*' ^cos (ú d t 4 ^ sencj/ J ( t > 0) 

Este sinal de erro apresenta uma oscilação senoidal amortecida. Em regime perma 
nente. ou em t = *. não existe erro entre a entrada e saída. 

Se o coeficiente de amortecimento 4 é igual a zero. a resposta se toma ai 
amortecida e as oscilações continuam indefinidamente. A resposta ( (í) para o caso 
de amortecimento nulo pode ser obtida substituindo-se 4 - 0 na Eq. ( 6 . 19 ). resui 
tando 

c(t) = 1 — cos üi n t ( 1 > 0) (6.20) 

Portanto, da Eq. (6.20), vemos que representa a frequência natural 1*»° amorte- 

cida do sistema. Isto é, é a frequência em que o sistema oscilaria se ° 
mento fosse diminuído para zero. Se o sistema linear tem amortecimento, mesmo 
que só um pouco, a frequência natural não amortecida nao pode ser observada 
experimentalmente. A frequência ^ue^ode ser observada e a frequencia natural 
amortecida Wí . que é igual a (a. Vl^T- E*ta frequência e sempre "lenorquea 
frequência natural não amortecida. Um aumento em l ira reduzir a frequência 
natural amortecida w d . Se 4 é aumentado além da unidade, a resposta se torna 
sobreamortecida e não irá oscilar. *ãn 

(2) Caso de amortecimento crítico (4 = 1): Se os dois polos de C(s)IR( 
aproximadamente iguais, o sistema pode ser aproximado por um com amorteci- 
mento crítico. 

Para uma entrada degrau unitário. R(s) = l/s e C(s) pode ser escrita 


C(s) = 


(j + CüJ 2 í 
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A transformada inversa de Laplace da Eq. (6.2 1 ) pode ser determinada como sendo 

c(r) = 1 — e—*(l 4 co„t) (í ^ °) (6 * 22) 

Este resultado pode obviamente ser obtido fazendo-se 4 tender a I (um) na Eq. 
(6.19) e usando-se o seguinte limite: 


lim «"“V . ,. = Hm = cu.r 

c— í. ví-- 4 ~ c— i v 1 4 

(3) Caso sob reamortecido ( Ç > 1J: Neste caso. os dois pólos de C(s)IR(s ) sao reais. 


negativos e distintos. Para uma entrada degrau unitário. Ris) - 1 Is e C(s) pode ser 


C(s) = 


(TTí^T 'oWÍ 2 - i)(*Tí©. - - 0* 


A transformada inversa de Laplace da Eq. (6.23) é 


c(t) — 1 4- ,, /FT 




i)<»a 


: 2 - 1 (c — 


(c - ' ; t - Deu.» 


= 1 4 


(í>°) 

’V'C 2 - 1 ' 5 1 } 


onde s, = (4 + e 5 2 = (4 ' VF 7 » )<*>„• Portanto, a resposta c(t) inclui 

dois termos de exponencial decrescente. 

Quando 4 é consideravelmente maior que a unidade, uma das duas exponen- 
ciais decrescentes decai mais rapidamente que a outra, de tal forma que o termo da 
exponencial mais rápida (que corresponde a uma constante de tempo menor) pode 
ser desprezado. Isto é. se -* 2 está localizado muito mais perto do eixo jw do que 
-5 (o que significa \s^ « |$,|), entáo, para se obter uma solução aproximada 
nodemos desprezar - 5 ,. Isto é válido porque o efeito de -s x na resposta e muito 
^noTdue o7e^*, pois o termo contendo ,, na Eq. (6.24) deca, muno ma, s 
rap, damente do que õ termo contendo*,. Uma vez que o termo de exponenctal mats 
rápida desaparece, a resposta é similar a de um sistema de pnmeira-ordem. e 
Qs)IR(s) pode ser aproximado por 

C(S) Ceo, - 

R(s) - co n VC 2 - 1 5 + 52 

Esta forma aproximada é uma conseqüéncia direta do fato de que os valores inicial e 
final tanto do C(s)IR(s) original como da aproximação sao iguais. 

Com a funçáo de transferência aproximada Qs)IR(s). a resposta a degrau 

unitário pode ser obtida como 


C(s'l - C”. - 1 ■ 

W (í + Ccu, - CU.V^T)* 
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A resposta temporal c(t j é então 

c(í) = 1 - (í>0) 

Isto fornece uma resposta aproximada ao degrau unitário quando um dos pólos de 
C(s)IR(s) pode ser desprezado. Um exemplo da resposta temporal aproximada c( n 
con\C = 2.oj„= 1 é visto na Fig. 6. 11. junto com a solução exata parací a A solução 
aproximada é 

c(r) = 1 — « > 0) 

e a solução exata para este caso é 

c(t) = i _u 0,077e' 3 - 73f - l,077e--° :7 ' (t > 0) 

A principal diferença entre as curvas de resposta exata e aproximada reside na parte 

inicial das curvas de resposta. . , , 

Uma família de curvas c(t) com vános valores de Ç e vista na Fig. 6.1 onde a 
abscissa é a variável adimensional wj. As curvas são funções somente de £ . Estas 
curvas são obtidas das Eqs. (6.19). (6.22) e (6.24). O sistema descrito por estas 

equações está inicialmente em repouso. 

Note que dois sistemas de segunda-ordem com o mesmo Ç mas diterentes oj„ 
terão o mesmo sobre-sinal e o mesmo padrão oscilatório. Diz-se que tais sistemas 

possuem a mesma estabilidade relativa. , 

É importante notar que para sistemas de segunda-ordem cujas iunçoes de 
transferência de malha-fechada são diferentes daquela dada pela Eq. (6.17). as 



o 2 4 6 8 10 12 w 16 18 20 


t 

Fig. 6.11 Curvas de resposta a degrau unitário para o sistema visto na Fig. 6.10 (caso 
sobreamortecido.). 
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c(/> 


w„t 

Fig. 6.12 Curvas de resposta a degrau unitário para o sistema visto na Fig. 6.10. 

curvas de resposta ao degrau podem ter um aspecto bem diferente daquelas mos- 

Da Fig.^). 12. vemos que um sistema subamortecido com Ç entre 0..'' e 0.8 chega 
perto do valor final mais rapidamente que um sistema com amortecimento cnüco ou 
um sistema sobreamortecido. Entre os sistemas que respondem sem osc.la^o um 
sistema com amortecimento crítico apresenta a resposta mais rapida. Um sistema 
sobreamortecido sempre é lento ao responder a quaisquer entradas. 

Definições de especificações de resposta transitória. Em muitos casos práticos, 
as características de desempenho desejadas de sistemas de controle sao especifica 
das em termos e grandezas no domínio do tempo. Sistemas com armazenamento de 
energia não podem responder instantaneamente e terão respostas transitórias sem- 
pre que sujeitos a entradas ou perturbações. 

Freqüentemente, as características de desempenho de um sistema de controle 
são especificadas em termos da resposta transitória para uma entrada degrau 
unitário, pois esta entrada é fácü de se gerar c e sufic.enlemen te severa . (Se a 
resposta a uma entrada em degrau é conhecida, e matematicamente possível com 

putar a resposta para qualquer entrada.) . H 

A resposta transitória de um sistema para uma entrada degrau unitário depende 
das condições iniciais. Para conveniência na comparaçao de respostas transitórias 
de vários sistemas, costuma-se usar a condição inicial padrao de que o sistema esta 
inicialmente em repouso com a saída e todas suas derivadas nulas. Desta forma a. 
características de resposta podem ser facilmente comparadas. 

A resposta transitória de um sistema de controle na pratica geralmente ap 
senta oscilações amortecidas antes de alcançar o estado ou regime estacionário. Ao 
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especificar as características de resposta transitória de um sistema de controle para 
uma entrada degrau unitário, é comum se especificar o seguinte:* 

1. tempo de atraso. t d 

2. tempo de subida, i r 

3. instante do pico. / p 

4. sobre-sinal máximo. M p 

5. tempo de acomodação. /, 

Estas especificações são definidas a seguir e mostradas graficamente na Fig. 6.1. . 

1 . Tempo de atraso. í d . o tempo de atraso é o tempo necessário para a 
resposta alcançar pela primeira vez a metade do valor final. 

2 Tempo de subida, / r : o tempo de subida é o tempo necessário para a 
resposta passar de 10% a 90%. 5% a 95%, ou 0% a 100% do seu valor final. 
Para sistemas de segunda-ordem subamortecidos. usa-se normalmente o 
tempo de subida de 0a 100%. Para sistemas sobreamortecidos. normalmente 
se usa o tempo de subida de 10 a 90%. 

3. Instante do pico, t p : o instante do pico é o tempo necessário para a 
resposta alcançar o primeiro pico do sobre-sinal. 

4. Sobre-sinal máximo (percentual), M p . o sobre-sinal máximo é o máximo 
valor de pico da curva de resposta medido a partir do valor unitário (um). Se o 
valor final de regime estacionário da resposta difere da unidade, então co- 
mumente se usa o máximo sobre-sinal percentual. É definido por 

Sobre-sinal máximo percentual = Ellti 1! — l x 100% 

c <*) 

O valor do sobre-sinal máximo (percentual) indica diretamente a estabilidade 
relativa do sistema. 



Fig. 6.13 Curva de resposta a degrau unitário mostrando t d . i r , t p , M p , e 

•N do T.: Oi índices em i t . I r . V f « vêm do mglés d elay time, rise time, p eak time. tettling time. 
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5 Tempo de acomodação, o tempo de acomodação é o tempo necessário 
para a curva de resposta alcançar e permanecer dentro de uma faixa em tomo 
do valor final, faixa esta de magnitude especificada por uma porcentagem 
absoluta do valor final (normalmente 5% ou 2%). O tempo de acomodaçao 
está relacionado com a maior constante de tempo do sistema de controle. A 
escolha de que porcentagem usar no critério de erro pode ser detei minada d 
partir dos objetivos do projeto de sistema em questão. _ 

\s especificações de domínio de tempo que acabamos de ver sao bastante 
importantes visto que a maioria dos sistemas de controle são sistemas de domm.o 
do tempo: isto é. eles devem apresentar respostas temporais aceitas eis. (Isto 
significa que o sistema de controle deve ser modificado ate que a resposta tr ansi o- 
ria seia satisfatória. ) Note que se especificamos os valores de t d . t r t p . /, e M P . ■ entac 
a forma da curva de resposta esta virtualmente determinada. Isto pode ser viste 
claramente na Fig. 6.14. 


c(rí* i 


Para f > t, a resposta 
permanece dentro 
desta (aixa 

— - 0,05 

- 0 °Q2 


Estes pontos são especificados 


n i s* 
i i 

\S\ \ 


0 f et U 'p 


Fig. 6.14 Especificações de resposta transitória. 


Note que nem todas estas especificações são aplicáveis para qualquer caso em 
estudo Por exemplo, para um sistema sobreamortecido. os lermos instante do pico 
e sobre-sinal máximo não se aplicam. (Para sistemas que apresentam erros de 
regime estacionário para entradas em degrau, este erro deve ser mantido dentro «te 
um nível percentual especificado. Discussões detalhadas de erros de regime esta 
cionário são vistas no Cap. 7.) 


Alguns comentários sobre especificações de respostas Iransllonas. Excelo em 
certas aplicações onde não se podem tolerar oscilações, e desejável que a ircspo: sut 
transitória seja suficientemente rápida e suficientemente amortecida. Hortamo. 
para uma desejada resposta transitória de um sistema dc segunda-ordem o coe 
ciente de amortecimento deve estar entre 0.4 e 0.8. Valores pequenos de Ç « < 0 4^ 
resultam em sobre-sinal excessivo na resposta transitória, e um sistema com um 
valor erande de í(i > 0.8) responderá de forma lenta. 

Veremos mais tarde que o sobre-sinal máximo e o tempo de subida sao 
especificações conflitantes. Em outras palavras, nao se podem minimizar sobre-si- 
nal máximo e o tempo de subida simultaneamente. Se diminuirmos um deles, o 
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Sistemas de segunda-ordem e especificações de resposta transitória. A seguir, 
obteremos expressões para o tempo de subida, instante do pico, sobre-sinal má- 
ximo, e tempo de acomodação de sistemas de segunda-ordem dados pela Eq. (6. 17). 
Estas expressões serão obtidas em termos de £ e oj„. Supõe-se que o sistema é 
subamortecido. 

Tempo de subida t r \ Referindo-se a Eq. (6.19). obtemos o tempo de subida / r , 
fazendo c(t r ) = 1 ou 


c(t r ) =1 = 1— (cos 0 ) d t, + y senov. 


Como ± 0. obtemos da Eq. (6.25) a seguinte equação: 
r 

cos (Ú d t r + ^ sen co d t r = 0 


tan c ú 4 t r = 


VT^T 2 = 


a 





Portanto, o tempo de subida t r é 



n - P 

Uj 


(6.26) 


onde/3 é definido na Fig. 6.15. Pode-se ve r que os valores de tan -1 (- V 1 - £ 2 /£)fica 
entr e tt/2 e n . Se £ = 0 + . então tan -1 (- V 1 - i 2 li) = 7r + /2: e se £ = 1_. então tan -1 
(— \/ 1 - £ 2 /£) = 7T— Claramente, para um valor pequeno de t r ,o) K deve ser grande. 
Instante do pico t p : Referindo-se à Eq. (6. 19). podemos obter o instante do pico 
diferenciando c(t) com respeito ao tempo e fazendo a derivada igual a zero. ou 



(sen co d t p ) 



0 


Isto resulta na seguinte equaçao: 

sen Cú d t p = 0 
ou 

(D d t p = 0, 7i, 2n, 3 ti,... 
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Como o instante do pico t P corresponde ao pnmeiro pico do sobre-sinal. wjp tt. 
Portanto, 



(6.27) 


O instante do pico t p corresponde a meio ciclo da frequência de oscilação amorte- 

Sobre-sinal máximo M p . O sobre-sinal máximo ocorre no instante do instante do 
pioo ou em t = t p = Portanto, da Eq. (6.19), M p é obtido como 


M„ = C(t p ) ~ 1 

__ ^cos 71 + ^ -jT, sen 71 ) 

j/ p = = e-w***»- (628) 

O sobre-sinal máximo percentual é e -' (T " u<,) 17 x 100%. 

Tempo de acomodação /,: Para um sistema subamortecido de segunda-ordem, a 
resposta transitória é obtida da Eq. (6.19) como 


£-{tu.r / 

c(t) = 1 - ^ /1 sen (üV 


(r>0) 



Fig. 6.16 Um par de curvas envoltórias da curva de resposta a degrau unitário do sistema 
visto na Fig. 6. 10. 
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As curvas 1 ± (e^Wl - £ 2 ) sáo as curvas envoltórias da resposta transitória para 
uma entrada degrau unitário. A curva de resposta c(t) sempre permanece interna- 
mente a um par de curvas envoltórias, como visto na Fig. 6.16. A constante de 
tempo destas curvas envoltórias é l/£u> n . 

A velocidade de declínio da resposta transitória depende do valor da constante 
de tempo l/Ço*. Para um dado ou,, o tempo de acomodação i^é uma função do 
coeficiente de amortecimento £. DaTig. 6.Í27 vemos que-para^mefmrcrGr^Ta« 
uma gama-de -£~eiUre— ô-e— 4-r-o-tempo <i& acomodaçao para -um -sisiemâ— de 
amortecimento muiio.baixoé-maior dotjue para um sistema adeguadamenteamor- 
tecido^Para um sistema sobreamortecido o tempo de acomodação ^se torna 


grande por causa do início lento da resposta. 

0 tempo de acomodação correspondendo a uma faixa de tolerância de^zr 2%Jm 
±5% pode ser medido em termos da constante de tempo T = 1/£íu„. a^parttrnjas 
<njrVas-da^FÍgr6S-2 para diferentes valore s^de-v Os re!mltados_sã^mo8UadQS na 
^igr6rTr>~PaFa-6^c i-<_Q^^se é utilizado o critério de^/ó , então t^é aproximada- 
mente quatrc^pezes a constante de tempo do sistema ou 






0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 


; 



Fig. 6.17 Curvas de tempo de acomodação i, em função de £. 
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Se é utilizado o critério de 5%, então t,é aproximadamente trés vezes a constante de 
tempo ou 



O tempo de acomodação dado pela Eq. (6.29) [ou Eq. (6.30)] tem um valor 
mínimo em tomo de £ = 0.76 (ou £ = 0.68) e em seguida aumenta quase Imearmente 
para valores grandes'de £. As descontinuidades nas curvas da Fig. 6.17 acontecem 
porque uma variação infinitesimal no valor de £ pode causar uma vanaçao tinita no 
tempo de acomodação, como visto na Fig. 6.18. 



Fig. 6.18 Curvas de resposta a degrau unitário mostrando uma descontinuidade no tempodc 
acomodação 

Note que o tempo de acomodação é inversamente proporcional ao produto do 
coeficiente de amortecimento e a freqüéncia natural não amortecida do sistema. 
Como o valor de £ é normalmente determinado a partir da especificação requerida 
de sobre-sinal máximo, o tempo de acomodação é determinado pnncipalmente pela 
freqüéncia natural não amortecida ou,. Isto significa que a duraçao do penodo 
transitório pode ser modificada, sem modificar o sobre-sinal máximo, através do 

aiuste da freqüéncia natural não amortecida. 

Da análise anterior, é evidente que para uma resposta rapida, w n deve ser 
grande Para limitar o sobre-sinal máximo M„ e fazer o tempo de acomodaçao 
pequeno, o coeficiente de amortecimento £ não deve ser muito pequeno. A relaçao 
entre o sobre-sinal máximo percentual M p e o coeficiente de amortecimento £ e 
mostrada na Fig. 6.19. Note que se o coeficiente de amortecimento esta entre : 0 A e 
0.8, então o sobre-sinal máximo percentual para resposta a degrau está entre — vc e 

2,5%. 


Exemploó.l Considere o sistema visto na Fig. 6. 10. onde £ = 0,6eco.- 5rad/s. Yamosobte 
tempo de subida t r , instante do pico /,. sobre-sinal máximo AÍ P . e o tempo de acomodaçao , 
quando o sistema é sujeito a uma entrada degrau unitário. 
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Fig. 6.19 Curva de M v em íunçào de 


Para os valores dados de £ e w„. obtemos tu d = w,\ 1 - í ! - 4 e <r - í w, 3. 
Tempo de subida l r : O lempo de subida é 

71- P _ 3,14 - p s, r 

tr CO d 4 Od ? 'Jj - 

onde /3 e dado por 


fí = tan -1 — 1 — tan -1 = 0.93 rad 
r o 1 


O tempo de subida l r e então 
_ 3,14 - 0,93 _ „ 


= 0.55 s 


Instante do pico t„: O instante do pico é 

'' = ir, =i r =0 ’ 785s 

Sobre-sinal máximo M v \ O sobre-sinal máximo é 
A f p = ^ = e -t3 4)* 3,14 _ 0,095 



O sobre-sinal máximo percentual é então 9.5<T. 

Tempo de acomodação l Para o critério de 2 % . o tempo de acomodação é 
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tl a 3 1,33 S 


Para o critério de 5%. 

3 3 

O ~ 3 “ 1 s 


Resposta impulsiva de sistemas de segunda-ordem. Para uma entrada impulso 
unitário ri/l, a correspondente transformada de Laplace é unitária, ou R(s) = 1. A 
resposta ao impulso unitário C(í) do sistema de segunda-ordem visto na Fig. 6. 10 é 


C(s) = 


s 2 + 2£ü )„s -i- o)l 


A transformada inversa de Laplace desta equaçáo resulta na soluçáo temporal para 
a resposta c(t) como segue: 

Para 0 í ( < 1 , 


c(t) = - y ^ e^^seno^Vl — £ 2 / (/ > 0) 


Para £ = 1 , 

c(t) = co 2 te-**' (t > 0) 

Para £ > 1, 


c{t) = 


,-(í-vT rr íw _ 


J- (C+ N £* - I )o>mt 


(■ 1 ^ °) (6.33) 


Note que podemos, sem tomar a transformada inversa de Laplace de C(s), 
obter a resposta temporal c(t) diferenciando a correspondente resposta ao degrau 
unitário, uma vez que a funçáo impulso unitário é a derivada temporal da função 
degrau unitário. Uma família de curvas de resposta a impulso unitário dadas pelas 
Eqs. (6.3 1) e (6.32) com vários valores de £ é vista na Fig. 6.20. As curvas c(t)lu>„ sâo 
mostradas em função da variável adimensional wj , e portanto sáo funções apenas 
de £. Para os casos de amortecimento crítico e sobreamortecimento. a resposta ao 
impulso unitário é sempre positiva ou nula; i.e., c(t) s 0. Isto pode ser visto nas 
Eqs. (6.32) e (6.33). Para o caso subamortecido. a resposta ao impulso unitário c(t) 
oscila em torno de zero e assume valores positivos e negativos. 

Da análise anterior podemos concluir que, se a resposta ao impulso unitário 
c(t) náo muda de sinal, o sistema ou é criticamente amortecido ou é sobreamorte- 
cido. e neste caso a correspondente resposta ao degrau nào tem sobre-sinal mas 
cresce ou decresce monotonicamente e tende a um valor constante. 

O sobre-sinal máximo para a resposta ao impulso unitário do sistema subamor- 
tecido ocorre em : 


.,^nE2 


(0 < Ç < 1 ) 


e o sobre-sinal máximo é 


c(0o,« = co, exp 




(0 < £ < 1 ) 
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Fig. 6.20 Curvas de resposta a impulso unitário do sistema visto na Fig. 6.10. 


Como a função de resposta ao impulso é a derivada temporal da tunção de 
resposta degrau unitário, o sobre-sinal máximo M p para a resposta a degrau unitário 
pode ser determinado da correspondente resposta ao impulso unitário F.m outras 
palavras, a área sob a curva de resposta ao impulso unitário de / = 0 até o tempo do 
primeiro cruzamento do zero. como visto na Fig. 6.21. e I + A/,,, onde A/,, e o 
sobre-sinal máximo (para a resposta a degrau unitário) dado pela Eq. (6.-o).^C> 
instante do pico t u (para a resposta ao degrau unitário) dado pela Eq. (6.-/) 
corresponde ao tempo em que a resposta ao impulso unitário cruza pela primena 
vez o eixo. 



Fig. 6.21 Curva de resposta a impulso unitário do sistema visto na Fig. 6.10. 
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. - • a ramna A resposta transitória de um sistema 

de a uma tm.rada cm «g 

SEÜ 7^0 ■** ■ - «-■ 

Para o sistema visto na Fig. 6.—. obtemos 

. • n .. r a a ramna unitária pode ser obtido como 

O erro estacionano para a resposta p^ P htemos r (5 > _ j / v = . o e rro 

seeue: Para uma entrada rampa unitana r(t) 
estacionano e*» é 


e„ = Hm sE{s) 
1-0 


= lim s 

1-0 


Js 2 + Fs 


Js 1 -F Fs — K 


s 2 



2Ç 


onde 


C = 2 VKJ 


[K 

>' = Vt 


trancitórin aceitável bem como um erro estaciona- 

noadS"^^^ 

STf K fana. entretanto. < pequeno e 

aUme portanlo éne«ss"rio™háTu m ã *«'« » ™ k ' r do 

estadon^io^ariTentrada em S pt^^ser tlriicíl^bter^urn ^onipro- 

*£?££ ^^r^fe^considerar «um» tipos de 
Tcócs decontrole que podem melhorar tanlo a resposta transitória como o compor- 
umento estacionário seguir, consideramos dots métodos para melhorar o com- 



Fig. 6.22 Sistema de controle. 
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poitamento. um usando um controlador proporcional-mais-denvada e o outro 
usando reaiimentaçáo de tacómetro. 


Controle proporcional-mais-derivada de sistemas de segunda-ordem. Um com- 
promisso entre comportamento aceitável de resposta transitória e de regime esta- 
cionário pode ser obtido pelo uso de ações de controle proporcional-mais-denvada. 



Fig. 6.23 Sistema de controle. 


Considere o sistema visto na Fig. 6.23. Atunçáode transferência de malha-fe- 
chada é 

CQ) _ K, + K d s 

R(s) Js 2 + (F -F K d )s — K p 

O erro estacionário para uma entrada em rampa unitária é 

F 

€ ” K p 

A equação característica é 

j s i + (F+ À> + K, = 0 <6 - 341 

O coeficiente de amortecimento efetivo deste sistema é portanto F + ao invés de 
F. Como o coeficiente de amortecimento deste sistema é 

r F + K d 

C UTÇJ 

é possível se fazer tanto o erro estacionário e ss para uma entrada em rampa como o 
sobre-sinal máximo para uma entrada em degraus pequenos tazendo-se t pequeno. 
K b grande, e K d grande suficiente de tal forma que £ fique entre 0.4 e U. /. 

A seguir, examinaremos a resposta a degrau unitário do sistema visto na ig. 

6.23. Definamos — 



A função de transferência de malha-fechada pode então ser escrita 

C(s) __ (úl s 4- z 

rt(j) : J 2 t 2^co„s -f cú; 



274 


Quando um sistema de segunda-ordem tem um zero perto dos pólos de malha- 
fechada. o comportamento de resposta transitória se torna consideravelmente 
diferente daauele de um sistema de segunda-ordem sem tun zero- 

Se o zero em 5 = esta localizado perto do vxoju> o efeito do zero na 
resposta a degrau unttáno é bastante significativo^ Curvas de resposta a degrau 
típicas deste sistema com £ = 0.5 e com vanos valores para J(£<*>») sao vistas na g. 

6.24. 

2.0 

1.8 

1,6 

1,4 

1,2 

c(t) 1,0 
0,8 
0,6 
0,4 
0,2 

0 -12345678 

u> n t 



Fig. 6.24 Curvas de resposta a degrau unitário do sistema de segunda-ordem. 

C(s) = 

R(s ) \: /\í ; 

í = 0,5 


Tacómetros. Um outro método para melhorar o desempenho de servomeca- 
nismos e adicionar geradoíque^rodVz uma tensão 

proporcional 6 ^ sua velocidade de rotação. É usado ^™p^roporcionaÍ tlum 

Portanto, a tensão induzida pelo tacómetro e pode ser escrita 
e = K if/Ô = K } 6 

onde K è uma constante. * é o fluxo no entreferro de ar e ti é a Jélocidadé de 
rotação. Como d- é uma constante. K , - A* lambem e uma constante . A funça. 
transferência do tacómetro DC é 
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= K,s 

Um diagrama esquemático de um tacómetro DC é visto na Fig. 6.25(a). 
Embora sua saída seja uma tensão DC, se esta é convertida em uma tensão AC. 
então o tacómetro DC pode também ser usado em servomecanismos AC. 


E(s) 

©M 



Tensão 

aplicada 


ULUUUUL 


_Enro!amento 

primário 


Tensão 
de saida 


Enrolamento 

secundário 



(b) 

Fig. 6.25 (a) Diagrama esquemático de um tacómetro DC; (b) diagrama esquemático de um 
tacómetro AC. 


O tacómetro ACé um dispositivo similar a um motor de indução de duas fases. 
( Motores de duas fases geralmente se prestam bem para o papel de tacómetros AC.) 
A Fig. 6.25(b) mostra o diagrama esquemático de um tacómetro AC. Uma tensão 
AC fixa é aplicada ao enrolamento primário do tacómetro. O enrolamento secundá- 
rio é colocado a 90 graus em termos espaciais a partir do enrolamento primário. 
Portanto, quando o eixo do rotor está estacionário, a tensão de saída é nula. 
Quando o eixo do rotor está em rotação, a tensão de saída no enrolamento secundá- 
rio é proporcional à velocidade do rotor. A polaridade da tensão de saída é 
determinada pela direção de rotação. A função de transferência de um tacómetro 
AC é 


Ejs) 

©(*) 


= Ks 


onde E(s) é a transformada de Laplace da tensão de saída. 0f s) e a transformada de 
Laplace da posição do rotor, e K é uma constante . Embora a saída de um tacometro 
AC seja uma tensão AC. este tacómetro pode ser usado em um servomecamsmo 
DC se a tensão AC de saída é convertida em uma tensão DC através de um 

demodulador. . . , 

Note que um tacómetro utilizado com finalidades de amortecimento e geral- 
mente construído como parte integral do servomotor. 




Servomecanismos com realimentaçáo de velocidade. A denvada do sinal de 
saída pode ser usada para melhorar o desempenho do sistema. Para se obter a 
derivada do sinal de posição de saída, e desejável usar um üicometro ao invés de 
diferenciar fisicamente o sinal de saída. (Note que a diferenciação amplifica efeitos 
de ruído. De fato, se ruídos descontínuos estão presentes, a diferenciação amplifica 
os ruídos descontínuos mais do que sinal útil. Por exemplo, a saída de um poten- 
ciómetro é um sinal de tensão descontínua porque, a medida que o terminal movei 
do Dotenciómetro passa nos enrolamentos, tensões são induzidas nos enrolamentos 
seguintes gerando transitórios. A saída do potenciómetro nao deve portanto sei 
seeuida de um elemento de diferenciação.) 

Considere o servomecanismo visto na Fig. 6.26(a). Neste dispositivo, o sina) 
de velocidade, junto com o sinal de posição, é realimentado para a entrada para 

U<- v . . r- 1 .. , tal sinal Hp veloci- 



1 










III 

: 


M ■ 


■ 



lb) 


Fig. 6.26 (a) Diagrama de blocos de um servomecanismo; (b) diagrama de blocos simplifi 
cado. 
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dade pode ser facilmente gerado por um tacómetro. O diagrama de blocos visto na 
Fig. 6.26(a) pode ser simplificado, como visto na Fig. 6.26(b). resultando 

C(j) A 

R(s ) Js 2 -F {F -r JCK k )s -f- A 

A equação característica é 


Js 2 + (F - KK k )s - A = 0 (6.35) 

Comparando a Eq. (6.35) com a Eq. (6.34). vemos que elas são da mesma forma. Se 
KK h e K fossem iguais a A* e K p . respectivamente, então as duas equações seriam 
idênticas. Portanto podemos esperar que a realimentação de velocidade forneça 
melhoras semelhantes no desempenho do sistema quando comparada com o uso de 
ações de controle proporcional-mais-derivada. 

O erro estacionário para uma entrada em rampa é 



O coeficiente de amortecimento £ é 


_ F+KK h 

2 v A7 


(6.36) 


A frequência natural não amortecida (u„ = \ KIJ não é afetada pela realimentação 
de velocidade. Observando que o sobre-sinal máximo para uma entrada degrau 
unitário pode ser controlado através do valor do coeficiente de amortecimento Ç. 
podemos reduzir tanto o erro estacionário e K quanto o sobre-sinal máximo fazendo 
F pequeno e K grande e então ajustando a constante de realimentação de velocidade 
K h de tal forma que £ esteja entre 0.4 e 0.7. 

Lembrar que a realimentação de velocidade tem o efeito de aumentar o coefi- 
ciente de amortecimento sem afetar a frequência natural não amortecida do sis- 
tema. 


Exemplo 6.2 Para o sistema visto na Fig. 6.27. determine os valores do ganho k e a constante 
de realimentação de velocidade K „ de tal forma que o sobre-sinal máximo na resposta a degrau 
unitário seja 0.2 e o instante do pico seja I s. Com estes valores de A" e À' A . obtenha o tempo de 
subida e o tempo de acomodação. 



Fig. 6.27 Sistema de controle. 
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K = co 2 = 12,5 
Então. K k é. da Eq. (6.36). 

K„ = 2v ^ =0,178 

Tempo de subida t r : Da Eq. (6.26), o tempo de subida i r é 



onde 


0 = tan-' ^ = tan-* 1,95 = 1,10 

Portanto, t T é 
t, = 0,65 s 
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Tempo de acomodação t Para o critério de 2%, 


/, = — = 2,48 s 
' o ’ 


Para o critério de 5%. 


t, = ~ = 1.86 s 
o 

6.5 SISTEMAS DE ORDEM SUPERIOR 

Nesta seção, discutiremos inicialmente a resposta a degrau unitário de um tipo 
particular de sistema de terceira-ordem. Em seguida apresentaremos, em termos 
gerais, uma análise de resposta transitória de sistemas de ordem superior. Final- 
mente, discutiremos análise de estabilidade no plano complexo. 

^Resposta a degrau unitário de sistemas de tereeira-ordem. Discutiremos a 
resposta a degrau unitário de um sistema de terceira-ordem frequentemente encon- 
trado. cuja função de transferência de malha-fechada é 

C(s) (olp 

R(s ) (s 2 + 2Çcú„s + co;)(s -f p) 

A resposta a degrau unitário deste sistema pode ser obtida como segue: 


c(0 = 1 - 


- 2 ) 


cos VI — C : coj 


0ClC 2 (fi-2)+l] , 
VI - V 


- V coj - 


(t> 0) 


í®. 


Note que, como 


fiCHfi - 2) + 1 = - 1) : + (1 - O) > o 


o coeficiente do termo e~ pl é sempre negativo. 

O efeito do pólo real s = -p na resposta a degrau unitário é de reduzir o 
sobre-sinal máximo e aumentar o tempo de acomodação. A Fig. 6.28 mostra curvas 
de resposta a degrau unitário deste sistema de terceira-ordem com 4 = 0,5. O 
quociente /3 = pl(L,oi n ) é um parâmetro na família de curvas. 

Se o pólo real está localizado à direita dos pólos complexos-conjugados. então 
há uma tendência para resposta lenta. O sistema se comportará como um sistema 
sobreamortecido. Os pólos complexos-conjugados adicionarão ondulação na curva %, 

de resposta. 
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Resposta transitória de sistemas de ordem superior. Considere o sistema visto 
na Fig. 6.29. A função de transferência de malha-fechada ê 

R(s) ~ 1 + G(s)H(s) 

Em geral, G(s) e H(s) são dados como relações de polinómios em j. ou 


G(s) = & 


H(s) = 


"(s) 

d(s) 
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onde p(s). q(s), n(s), e ás) são polinómios em s. A função de transferência de 
malha-fechada dada pela Eq. (6.37) pode ser escrita então 


C(s) _ p(s)d(s) 

R(s) q(s)d(s) + p(s)n(s) 

_ b 0 s m — bjS m ~ l -f • • • — b m _iS — b m 
— a 0 s " + 4- * • • -r o„_ l s — c„ 

Para determinar a resposta transitóna deste sistema para qualquer entrada, é 
necessário fatorar o polinómio do denominador. (Vários métodos sao disponíveis 
para este fatoramento de polinómios. Neste livro apresentaremos uma técnica 
conveniente chamada método do lugar das raizes. Veja Cap. 8.) Uma vez que o 
polinómio do denominador foi fatorado. C(s)IRisi pode ser escnta 

C(s) K(s -f ?i)(j - Zi) • • • (J -t- z m ) (6.38) 

R(s) (* + />,)(* + /> 2 ) ••• ( s-P.) 


Examinemos o comportamento da resposta deste sistema para uma entrada 
degrau unitário. Supomos que os pólos de malha-fechada são todos distintos. (Este 
é geralmente o caso em sistemas práticos.) Para uma entrada degrau umtano, a bq. 
(6.38) pode ser escrita 


C(s) = 




(6.39) 



onde a t é o resíduo do pólo em s = -p,. 

Se todos os pólos de malha-fechada estão no semiplano esquerdo do plano 5 , as 
magnitudes relativas dos resíduos determinam a importância relativa dos compo- 
nentes na forma expandida de C(s). Se ha um zero de malha-fechada perto de um 
pólo de malha-fechada. então o resíduo neste pólo é pequeno e o coeficiente do 
termo de resposta transitória correspondendo a este pólo se toma pequeno. Uni par 
de pólos e zeros localizados perto um do outro efetivamente se cancelarao. Se o 
pólo está localizado muito longe da origem, o resíduo neste pólo pode ser pequeno. 

Os transitórios correspondendo a tal pólo remoto são pequenos e de curta duraçao. 

Os termos na forma expandida de C(s). tendo resíduos muito pequenos pouco 
contribuem para a resposta transitóna e podem ser desprezados. Se isto e leito, o 
sistema de ordem superior pode ser aproximado por um de ordem mtenor. ( lai. 
aproximação frequentemente nos permite estimar as características de resposta de 
um sistema de ordem superior a partir daquelas de um sistema simplificado.) 

Os pólos de C(s) consistem em pólos reais e pares de pólos complexos- <■ 
conjugados. Um par de pólos complexos-conjugados fornece um termo de 
segunda-ordem em s . Como a forma fatorada da equação característica de ordem 
superior consiste em termos de primeira e segunda-ordem, então a Eq. (6.39) pode 
ser reescrita: 


* n (*+*,) 

C <í) = -r ^ 

s n (j + Pj) n o * 2 + 2 - (oi) 

j = 1 «» 1 


(6.40) 


onde q + 2r = n . Se os pólos de malha-fechada são distintos, a Eq. (6.40) pode ser 
expandida em frações parciais como segue: 


,c(i) = 4+ 1 


j.i s — Pj 


E 

* - 1 


b k (s -r Ç t coJ - 1 — Ç; 


2Ç k (ú k s -f co 


Desta última equação, podemos ver que a resposta de um sistema de ordem 
superior é composta de um certo número de termos envolvendo as funções simples 
vistas nas respostas de sistemas de primeira e segunda-ordem. A resposta a degrau 
unitário c(r), a transformada inversa de Laplace de C(s ). é então 


c(t ) = a -f ci}e~ p * -f 2 b k e~ : *“ r cosco^Vl — CU 

j = 1 *=1 

+ 2 c t e" í *^sen co k V 1 — CU (/ > 0) (6.41) 

* = 1 

Se todos os pólos de malha-fechada estão no semiplano esquerdo do plano 5 . 
então os termos exponenciais e os termos amortecidos exponencialmente na Eq. 
(6.41) tenderão a zero quanto t cresce. A saída em regime estacionário é então 
c(°°) = a. 

Vamos supor que o sistema em consideração é estável. Então os pólos de 
malha-fechada que estão localizados longe do eixo ja> tém partes reais negativas de 
valor grande. Os termos exponenciais que correspondem a estes pólos decaem 
rapidamente a zero. (Note que a distância horizontal de um pólo de malha-fechada 
ao eixo jw determina o tempo de acomodação de transitórios devidos aquele pólo. 
Quanto menor a distância, maior é o tempo de acomodação.) 

A curva de resposta de um sistema estável de ordem superior e a soma de um 
certo número de curvas exponenciais e curvas senoidais amortecidas. Exemplos de 
curvas de resposta a degrau de sistemas de ordem superior são vistos na Fig. 6.30. 






Fig. 6.30 Curvas de resposta a degrau de sistemas de ordem superior. 
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Uma característica particular de tais curvas de resposta e que pequenas oscilações 
são superpostas em oscilações maiores ou sobre curvas exponenciais. Componen- 
tes de decaimento rápido têm significáncia somente na parte inicial da resposta 

Lembre-se de que o tipo de resposta transitória é determinado pelos pólos de 
malha-fechada, ao passo que a forma da resposta transitória é determinada pnnci- 
palmente pelos zeros de malha-fechada. Como vimos antes, os polos da entrada 
R(s) fornecem os termos de resposta estacionária na solução, enquanto que os poios 
de C(s)IR(s ) entram nos termos de resposta transitória exponenciais. (Os polos de 
malha-fechada sempre aparecem na solução temporal como termos de resposta 
exponenciais.) Os zeros de C(s)lR(s) não afetam os expoentes nos termos de 
resposta exponencial, mas sim as magnitudes e sinais dos resíduos. (A curva de 
resposta temporal depende dos coeficientes dos termos individuais exponenciais, 
bem como dos seus expoentes.) 

Pólos de malha-fechada dominantes. A dominância relativa de pólos de malha- 
fechada é determinada pela relação das partes reais dos pólos de malha-fehcada, 
bem como pelos valores relativos dos resíduos calculados nos polos de malha- 
fechada. Os valores dos resíduos dependem tanto dos pólos como dos zeros de 

malha-fechada. . _ 

Se a relação das partes reais excede cinco, e nao ha zeros na vizinhança, então 
os pólos de malha-fechada mais perto do eixo jw dominarão a resposta transitória 
porque estes pólos correspondem a termos de resposta transitória que decaem 
lentamente. Os pólos de malha-fechada que têm efeitos dominantes sobre o com- 
portamento de resposta transitória são chamados pólos dominantes. Frequente- 
mente os pólos de malha-fechada dominantes ocorrem na forma de pares 
complexos-conjugados. Os pólos de malha-fechada dominantes sao os mais impor- 
tantes entre os pólos de malha-fechada. , 

O ganho de um sistema de ordem superior é frequentemente ajustado ate que 
exista um par de pólos de malha-fechada complexos-conjugados dominantes. A 
presença de tais pólos em um sistema estável reduz o efeito de tais nao-lmeandades 
como zona-morta, histerese e atrito de Coulomb. 

Lembre-se que, embora o conceito de pólos de malha-fechada dominantes seja 
útil para estimar o comportamento dinâmico de um sistema de malha-fechada. 
devemos ser cuidadosos e verificar se as hipóteses são satisfeitas antes de utilizar 
este conceito. 

Resposta não-oscilatória de sistemas de ordem superior . Se o sistema de malha- 
fechada não tem pólos complexos-conjugados, então a resposta transríóna e nao- 
oscilatória. Transitórios não-oscilatórios podem ser colocados em gráfico semi log. 
e se a maior constante de tempo for dominante, o gráfico tenderá a uma unha reta 
cuja inclinação é determinada pela constante de tempo. A subtração da parte da 
resposta transitória devida a esta constante de tempo fornecerá outras constantes 
de tempo menores. 

Análise de estabilidade no plano complexo. A estabilidade de um sistema linear 
a malha-fechada pode ser determinada pela localização dos pólos de malha-fechada 
no planos. Se qualquer destes pólos está no semiplano direito do planos, então, 
para tempos crescentes eles vão resultar no modo dominante, e a resposta transitó- 
ria aumenta monotonicamente ou oscila com amplitude crescente. Isto representa 
um sistema instável. Para tal sistema, tão logo a fonte de energia seja ligada, a saída 
poderá crescer com o tempo. Se não existir saturação no sistema ou algum obstá- 
culo ou breque mecânico, então o sistema pode vir a sofrer danificação e parar de 
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funcionar uma vez que a resposta de um sistema físico real não pode aumentar 
funcionar uma vu M , malha-fechada no semiplano direito nao sao 

indefimdamente. Se lodo sos pólos de malha- 

íSSl ito esquerdo do plano . quaiquer resposra transitória 

“‘“o^tõ de U um n s“st!ma eTávd ou instável é uma propriedade do 

sistema em si e não depende da .entrada dc 

excitadora. nao afetam a .P r r 0 P^^” a e ^rória na soluçâo. Portanto, o problema 
somente para os lermos P lvjdo de imediato não escolhendo pólos de 

malha-fecirada no semiplano dfraím do plano s . incluindo o eixo,<e. (Materna,, ca- 

5 

fKh Notê° que°o miro fato de que todos os pólos de malha-fechada estão no 
semiplano esquerdo do plano j não garante características satisfatórias para a 
semiplano esqueiut. w malha-fechada complexos-conjugados domi- 

resposta transitória. Se ha polos de mama íeuiaua P oscilacóes excessi- 
nerto do eixo iw a resposta transitória pode apresentar osenaçoes excessi 

IS Ôu se" muito lenta. Portanto, para garantir uma característica de resposta 

como 

por exemplo, a região limitada pela area hachurada na Ftg. 6.31. 



Fig. 6.31 Região do plano complexo satisfazendo as condições { > 0.4 e t,< 4/<x. 

"ze^ de a mlha-fechada no plano 4. 
discutidos com detalhes no Cap. 8, 
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6.6 CRITÉRIO DE ESTABILIDADE DE ROUTH 


O problema mais importante em sistemas de controle linear e o da estabilidade. 
Ou seja. em que condições um sistema se tornará instável? Se ele e instável, como 
devemos estabilizá-lo? Na Seção 6.5 foi dito que um sistema de controle e estável sjl 
e somente se todos os pólos de malha-fechada estão no sem.plano esquerdo do 
plano 5 . Como a maioria dos sistemas de malha fechada lineares tem funções de 
transferência de malha-fechada da forma 

C(s) b n s m + b ] s m ~ l + ••• + b m _ x s + b m = B^s) 

R(s ) a^ + diS'-' + Va H _ x s + a K A(s) 

onde os a 's e b s são constantes em^n. devemos inicialmente fatorar os polino- 
mios Ais) para achar os pólos de malha-fechada. Este processo leva muito tempo 
para polinómios de ordem maior que 2. Um cnténo simples, conhecido como o 
critério de estabilidade de Routh. nos permite determinar o numero de polos de 
malba-fechada que estão no semiplano direito 5 sem ter que fatorar o polinomio. 

Critério de estabilidade de Routh. O critério de estabilidade de Routh nos diz 
se há ou não raízes positivas de uma equação polinomial sem ler que resolver a 
equação. Este critério de estabilidade se aplica a polinómios com apenas um 
número finito de termos. Quando o critério é aplicado a um sistema de controle, 
pode-se obter informação sobre estabilidade absoluta diretamente dos coeficientes 
da equação característica. 

O procedimento no critério de estabilidade de Routh e o seguinte. 

1 . Escreva o polinómio em s na seguinte forma: 

fl 0 j‘ + a x s m ~' H h a m . x s + a n = 0 (6-42) 

onde os coeficientes são grandezas reais. Supomos que a„ é 0: isto é, qualquer raiz 
nula foi removida. 

2. Se qualquer dos coeficientes é zero ou negativo na presença de pelo menos 
um coeficiente positivo, então há uma raiz ou raízes que são imaginárias ou que tém 
partes reais positivas. Portanto, em um caso como este. o sistema não é estável. Se 
estivermos interessados apenas na estabilidade absoluta, não há necessidade de 
seguir com o procedimento. Note que todos os coeficientes devem ser positivos. 
Esta é uma condição necessária, como pode ser visto pelo seguinte argumento. Um 
polinómio em s tendo coeficientes reais pode ser sempre fatorado em fatores 
lineares e quadráticos, tais como (s + a) e (s 2 + bs + c), onde a, b e c são reais. Os 
fatores lineares resultam em raízes reais do polinómio, e os fatores quadráticos, em 
raízes complexas. O fator (í 2 + bs + c) resulta em raízes com partes reais negativas 
somente se b e c são ambos positivos. Para que todas as raízes tenham partes reais 
negativas, as constantes a, b, c etc. em todos os fatores devem ser positivas. O 
produto de qualquer número de fatores lineares e quadráticos contendo apenas 
coeficientes positivos sempre resulta em um polinómio com coeficientes positivos. 
É importante notar que a condição de que todos os coeficientes sejam positivos não 
é suficiente para assegurar estabilidade. A condição necessária m asjião_sufi ciente 
para estabilidade é que os coeficientes da Eq. (6.32) estejam todos presentes e 
todos tenham um sinal positivo. (Se todos os a's são negativos, eles podem ser 
tornados positivos multiplicando-se ambos os lados da equação por -1.) 

3. Se todos os coeficientes são positivos, arranje os coeficientes do polinómio 
em linhas e colunas de acordo com o seguinte padrão: 
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s* a 0 a 2 a 4 a 6 • • • 

j "' 1 a, a 3 a 5 fl, • • * 

s ‘~ 2 b~f b 2 bj b 4 

j"- 3 c\ c 2 c 3 c A • • • 

s m ~ A d x d 2 d 3 d+ • • • 


í 2 e x e 2 

s' fi 
s° g, 

Os coeficientes b x , b 2 . b 3 etc. são calculados como segue. 

— a \ a i g 0 fl 3 

' a x 

_ a \ a 4 ~ a 0 a i 
2 0. 

Ij _ a \ a 6 fl 0 fl 7 
3 0. 


O cálculo dos b 's continua até que os restantes sejam todos nulos. O mesmo padrao 
de multiplicação em cruz dos coeficientes das duas linhas anteriores e seguido para 
calcular os c s d' s. e s etc. Ou seja. 



J _ c i^3 b x c 3 


Este processo continua até que a linha n-ésima tenha sido completada. A tabela 
completa de coeficientes é triangular. Note que, ao desenvolver a tabela, uma linha 
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inteira pode ser dividida ou multiplicada por um número positivo visando simplifi- 
car os cálculos subsequentes sem alterar a conclusão de estabilidade. 

O critério de estabilidade de Routh diz que o numero de raízes da Eq. (6.42) 
com partes reais positivas é igual ao número de mudanças de sinal dos coeficientes 
da primeira coluna da tabela. Deve-se notar que o valor exato dos termos da 
primeira coluna não é de importância; apenas os sinais são necessários. A 
condição necessária e suficiente para que todas as raízes da Eq. (6.42) fiquem no 
semiplano esquerdo do_pJanoj é que todos os coeficientes da Eq. (6.4_) sejam 
positivos e que todos os termos da primeira colunada tabela tenham sinal positivo. 

ç 

Exemplo 6J Vamos aplicar o critério de estabilidade de Routh para o seguinte polmomio de 
terceira-ordem: 

a 0 s 3 + a t s 2 + üiS + = 0 

ondé*todos os coeficientes são numeros posiúvos. A tabela de coeficientes se toma 

s 3 flo °2 

s 2 fll 

, Oi0 2 ~~ a 0 a i 

1 \ 
s° a 3 

\ condição de que todas as raizes tenham partes reais negativas é dada por 

i 

0|fl 2 > o 0 a 3 


Exemplo 6.4 Considere o seguinte polinómio: 

+ 2s } + 3s 2 -f 4í + 5 = 0 

Vamos seguir o procedimento apresentado e construir a tabela de coeficientes. (As duas 
pnmeiras linhas podem ser obúdas diretamente do polmomio dado. Os demais termç a 
Zdos a partir destes. Se qualquer dos coeficientes e inexistente, este pode ser substituído 
por um zero na tabela.) 


j 

I 


13 5 
s 3 2 4 0 

s 2 1 5 

j 1 —6 

s° 5 


s 4 13 5 

s i X 4 Çf A segunda linha é dividida 

1 2 o P or ^°' s 

s 2 1 5 

-3 
5° 5 


í 


Neste exemplo, o número de mudanças de sinal dos coeficientes da primeira coluna é igual a 
dois. Isto significa que há duas raízes com partes reais positivas. Note que o resultado nao se 
aJtera quando os coeficientes de qualquer linha são multiplicados ou divididos por um 
número positivo para simplificar os cálculos. 
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Casos especiais. Se um termo da primeira coluna é nulo, mas os termos restan- 
tes não são nulos ou hão há termo restante, então o termo nulo e substituído por um 
numero positivo muito pequeno e e o resto da tabela e calculado. Por exemplo, 
considere a seguinte equação: ^ ^ 

j 3 + 2j 2 + í+ 2 = 0 
A tabela de coeficientes é 

s 3 1 1 

j 2 2 2 

s 1 0 ^ f 


Se o sinal do coeficiente acima do zero (e) é o mesmo que o sinal do coeficiente 
abaixo, isto indica que há um par de raízes imaginarias. De fato. a Eq. (6.43) tem 

d UaS Se^entretanto , o sinal do coeficiente acima do zero (e) é oposto ao do coefi- 
ciente abaixo, isto indica que há uma mudança de sinal.* Por exemplo, para a 
seguinte equação: 

5 3_j 3í + 2 = (5- l) z (* + 2) = 0 
a tabela de coeficientes é 



Há duas mudanças de sinal dos coeficientes da primeira coluna. Isto está de acordo 
com o resultado correto indicado pela forma fatorada da equaçao polinomial. 

Se todos os coeficientes em uma linha calculada forem nulos, isto indica que ha 
raízes de igual módulo mas radialmente opostas no plano*, isto e, duas raizes reais 
com módulo igual mas sinal oposto e/ou duas raizes imaginarias conjugadas. Em tal 
caso. o cálculo do resto da tabela pode ser continuado formando um polmomio 
auxiliar com os coeficientes da Última linha e usando os coeficientes da derivada 
deste polinómio na linha^guinte. Tais raízes com igual modulo e situadas radial- 
mente P opostas no plano í podem ser determinadas resolvendo o polmomio auxiliar, 
que é sempre par. Para um polinómio auxiliar de grau 2n . ha n pares de raizes iguais 
e opostas. Por exemplo, considere a seguinte equação: 


s s + 2s* + 24 s 3 + 48s 2 — 25 í — 50 = 0 



•N doT Este cascTde cocf.ccnic nulo na pnmcira coluna não é tão simples como ^cnto pclo autm. 

-is complexos levar a erxo. como dcscnio em , On 
Change C. T Chen; IEEE 7 ran.s. Automatic Control. 19. pp. 250-251, 1974, e noscomenuu v 
na mesma revista, vol. 20. pp. 295-297. 1975. 
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A tabela de coeficiente é 
5 5 1 24 -25 

s* 2 48 —50 <— Polinómio auxiliar Pis) + 

s 3 0 0 

Os termos na linha s 3 são todos nulos. O polinómio auxiliar é então formado dos 
coeficientes da linha s*. O polinómio auxiliar Pis> é 

P(s ) = 2s* + 48j 2 - 50 

que indica que há dois pares de raízes de igual módulo e sinal oposto. Estes pares 
são obtidos resolvendo-se a equação polinomial auxiliar Pts) = 0. A derivada de 
P(s) com respeito a sé 

dP(s) = 8í 3 + 9ÒS 
ds 

Os termos na linha s 3 são substituídos pelos coeficientes da última equação, ou seja, 

8 e 96. A tabela de coeficientes, então, se torna 

í 5 1 24 -25 

s* 2 48 -50 

s 3 8 96 <— Coeficientes de dP(s)lds 

s 2 24 -50 

í' 112,7 0 j 

j° -50 

i 

Vemos que há uma mudança de sinal na primeira coluna da nova tabela. Portanto, a 
equação original tem uma raiz com parte real positiva. Resolvendo a equação 
polinomial auxiliar, obtemos as raízes 

2 5 4 + 48j 2 - 50 = 0 

obtemos 

5 2 = 1, s 2 = —25 

OU _ j 

S = ±1, s = ±j5 i 

Estes dois pares de raízes são uma parte das raízes da equação original. De fato. a 
equação original pode ser escrita em forma faiorada como segue: 

(S + l)(s - 1 )(J +j5)(s — j5)(s + 2) = 0 
Claramente, a equação original tem uma raiz com parte real positiva. 
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Análise de estabilidade relativa. O critério de estabilidade de Routh provê a 
resposta à questão de estabilidade absoluta. Isto, em muitos casos práticos, não é 
suficiente. Normalmente requeremos informação sobre a estabilidade relativa do 
sistema. Um método útil de se examinar a estabilidade relativa é o de deslocar o 
eixo do plano s e aplicar o critério de estabilidade de Routh. Ou seja, substituímos 

s = z - cr (o- = constante) 

na equação característica do sistema, escrevemos o polinómio em termos de z. e 
então aplicamos o critério de estabilidade de Routh para o novo polinómio em z • O 
número de mudanças de sinal na primeira coluna da tabela feita para o polinómio em 
z é igual ao número de raízes que estão localizadas para a direita da linha vertical 
s = - a. Portanto, este teste revela o número de raízes que estão à direita da linha 
vertical s = -cr. 

Aplicação do critério de estabilidade de Routh para a analise de sistemas de 
controle. O critério de estabilidade de Routh é de utilidade limitada na análise de 
sistemas de controle lineares, principalmente porque ele não sugere como melhorar 
a estabilidade relativa ou como estabilizar um sistema instável. Entretanto, é 
possível determinar os efeitos da modificação de um ou dois parâmetros de um 
sistema examinando os valores que causam instabilidade. Em seguida, considera- 
remos o problema de determinar a região de estabilidade para um valor de um 
parâmetro. 

Considere o sistema visto na Fig. 6.32. Vamos determinar a região de valores 
de K para haver estabilidade. 


Fig. 6.32 Sistema de controle. 


A função de transferência de malha-fechada é 

CÇs) K 

R(s ) “ s(s 2 + 5 + 1)(j 4- 2) + K 

A equação característica é 

+ 3í 3 + 3í 2 + 2s + K = 0 

A tabela dos coeficientes se toma 

í 4 1 3 K 

s 3 3 2 0 

5 2 \ K 

s' 2-$K 
s° K 
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Para estabilidade. K deve ser positivo, e todos os coeficientes da primeira coluna 
devem ser positivos. Portanto. 

V>*> o 

Quando A" = 14/9. o sistema se toma oscilatório e, matematicamente, a oscilação é 
mantida com amplitude constante. 

6.7 COMPUTADORES ANALÓGICOS 

Esta seção apresenta os princípios de operação de computadores eletrónicos 
analógicos e as técnicas de montar diagramas computacionais para resolver equa- 
ções diferenciais e para simular sistemas físicos. 

Sabe-se que o computador analógico é uma das ferramentas mais uteis para o 
engenheiro analisar e projetar tanto sistemas lineares como não-lineares.* Inicia- 
remos nossa discussão descrevendo os elementos de um computador eletromco 
analógico. 

Amplificadores operacionais. Um amplificador operacional é um amplificador 
usado para produzir várias operações matemáticas, como inversão de sinal, soma e 
integração. É um amplificador DC e tem um ganho muito alto. aproximadamente 
10 6 - 10 8 . A corrente requerida na entrada de um amplificador operacional e 
desprezível. A tensão de saída é usuaJmente limitada a ± 100 volts. A Fig. 6.33(a) 
mostra um diagrama esquemático de um amplificador operacional. A tensão de 
saída f 0 ea tensão de entrada e 0 são relacionadas pela seguinte equação: 

e o - ~ Kc i 

onde K = 10® — 10®. Um amplificador operacional, portanto, muda o sinal algé- 
brico. 

A Fig. 6.33(b) mostra um amplificador operacional em série com uma impe- 
dãncia de entrada Z, e com uma impedáncia Z 0 inserida no elo de realimentação. 
Como a impedáncia interna do amplificador é muito alta, a corrente de entrada é 
essencialmente desprezível, ou 

'.==0 

Então, pela lei de Kirchhoff, 

A = i 2 

Tomando a transferência de Laplace de ambos os lados desta equação, obtemos 

AW = Aó) 

onde 




*N do T.: Com a grande disponibilidade atual de computadores digitais, os computadores analógicos ja 
não sáo tão importantes, nào só em análise como em projeto. 


I 
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4 - 

(b) 

Fig. 6.33 (a) Diagrama esquemático de um amplificador operacional: (b) diagrama esquemá- 
tico de um amplificador operacional com impedánctas de entrada e de realimentação. 


Portanto, obtemos 

) £«Ó) _ _ Eq( 5 ) (6 44) 

Z,(s) Z,(J) Z 0 (s) Z 0 (s) 

Observando que 

E 0 {s) = —KE t (s) 

e que K é um número muito grande (entre 10 6 e 10®). obtemos a seguinte equação, 
desprezando os primeiros dois termos do lado direito da Eq. (6.44). 

16,451 

A Eq. (6.45) é a equação básica relacionando e f e e 0 do amplificador operacional DC 
de alto ganho visto na Fig. 6.33(b). 

Inversão de sinal. Se usarmos resistores como impedáncias de entrada e de 
realimentação, como visto na Fig. 6.34. então a Eq. (6.45) se toma 

£.(í)= 
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A tensão de saída é igual à tensão de entrada vezes uma constante {-Ro/Ri). que é 
negativa. Portanto, a Fig. 6.34 mostra um circuito fornecendo uma inversão de 
sinal. 

Soma. A soma de vãrias entradas pode ser feita usando-se resistores como 
impedâncias de entrada e de realimentaçáo do amplificador operacional DC de alto 
ganho. A Fig. 6.35(a) mostra um diagrama esquemático de um somador que 
adiciona /i entradas. A saída e 0 é 



(b) 

Fig. 6.35 (a) Diagrama esquemático de um somador; (b) símbolo de um somador. 
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Se. por exemplo, n = 3 e/? 0 = 1 Míl = 10 6 íl,R } = 0,25 Mfí./?n= 1 Míl. eR 3 - 0.1 
Míl. então, 

*o = -(4*, + e 2 + 10<? 3 ) 

A Fig. 6.35(b) mostra um símbolo usado comumente para tal caso. 

Integração. Se um capacitor é usado como a impedáncia de realimentaçáo e um 
resistor como impedáncia de entrada, como visto na Fig. 6.36(a). então a Eq. (6.45) 
se toma 

E ° {s) = ~ 

ou 

e ° = -èrJ e ‘ d ' i6M> 


U Co (O) ► 



Fig. 6.36 (a) Diagrama esquemáti- 
co de um integrador; (b) símbolo 
de um integrador. 


(o) 
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Note que ao integrar a entrada e* para obter a saída e 0 , a condição inicial deve 
ser fornecida. Indicando a condição inicial por eo(0). podemos escrever a Eq. (6.46) 
como 

e 0 (O= - í efr)dt + e o(0) 

Cada integrador deve ser inicialmente polarizado por uma tensão DC para dar a 
condição inicial requerida. 

A Fig. 6.36(b) mostra um símbolo comumente usado para um integrador. Se. 
por exemplo./?, = 0,25 MfleC 0 = 1/xF. então l/(/?(C 0 ) = 4- A condição inicial eolO) 
é indicada no círculo. (Note que alguns amplificadores operacionais usam resisto- 
res padrões de 1. 0,25 e 0,10 Míl e um capacitor padrão de 1 ^F. Em tal caso. os 
valores de \IR,C 0 são iguais somente a 1. 4 ou 10.) 

Multiplicação por uma fração. A multiplicação de e t por uma constante a . onde 
0 Ca < 1 . pode ser feita com o potenciõmetro visto na Fig. 6.37(a). A saída e 0 é 



(b) 


Fig. 6.37 (a) Potenciõmetro; (b) símbolo do potenciõmetro. 

A Fig. 6.37(b) mostra o símbolo comumente usado para um potenciõmetro. 

Resolvendo equações diferenciais. Vamos ilustrar o procedimento para resolver 
equações diferenciais pelo uso do computador eletrónico analógico. Considere, 
como exemplo, a seguinte equação diferencial: 

x + 10x + 16x = 0, jc(0) = 0, x(0) = 8 (6.47) 
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O primeiro passo na montagem de um diagrama de computação e supor que a 
derivada de ordem mais alta estã disponível. Então, resolver a equaçao diferencial 
para esta derivada da ordem mais alta. Na equaçao diferencial do exemplo, 

x = — 10x — 16x 

\ variável x pode ser obtida integrando x. ex pode ser obtida integrando x. A Fig- 
6 38 mostra um diagrama de computação para este sistema. Note que a soma das 
entradas do pnme.ro integrador é o termo de denvada mais alta que supomos 
disponível. Note também que as condiçoes iniciais sao indicadas nos círculos. 



Fig. 6.38 Diagrama de computação analógica para resolver a Eq. (6.47). 


É importante lembrar que há uma mudança de sinal associada com cada 
amplificador operacional. Portanto, se o número de amplificadores operacionais 
(integradores e somadores) em uma malha-fechada e par. as tensões de saida 
aumentarão até que saturem. Portanto, o número de amplificadores operacionais 
em qualquer malha-fechada deve ser ímpar. (No diagrama de computação visto na 
Fig. 6.38. a malha interna tem um amplificador operacional, e a malha de saída, 
trés.) Isto serve como um teste conveniente para ver se há algum erro na montagem 
do diagrama de computação. 


Geração de funções senoidais. Ilustraremos a seguir a geraçao de um sinal 
senoidal. como por exemplo. 10 sen 3/. Para montar um diagrama de computação 
analógica, vamos obter uma equação diferencial cuja solução seja 10 sen 3/. 

Seja , , 


x(í) = 10sen3/ 


Então 



x(/) = — 90éen3/ 




Portanto a equação diferencial requerida é 


x + 9x = 0, x(0) = 0, x(0) = 30 


Resolvendo esta equação diferencial para a derivada de ordem mais elevada, 
obtemos 


x = — 9x 
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Supondo que x é disponível, * pode ser obtido integrando i duas vezes. Um 
diagrama de computação para este sistema é visto na Fig. 6.39. 

Note que a saída do segundo integrador é 9x e que a tensão de saída oscila entre 
±90 V. (As condições iniciais determinam a amplitude da oscilação de tensão.) 



Fig. 6.39 Diagrama de computação analógica para gerar um sinal senoidal x(t ) - 10 sen 3 1 . 


Fatores de escala de magnitude. A tensão de saída de qualquer amplificador não 
deve exceder ± 100 V para evitar saturação. Saturação de voltagem causará erros 
na solução. Por outro lado, a tensão máxima de qualquer amplificador não deve ser 
muito pequena. Para assegurar uma precisão adequada, é desejável que a maxima 
excursão da tensão de saída de qualquer amplificador operacional esteja em torno 

de ±70 a ±90 V. ... , . - . 

Ao montar o diagrama de computação, é desejável que a maxima excursão da 
tensão de saída de qualquer amplificador seja mais ou menos a mesma. A este 
respeito, a escolha dos fatores de escala de magnitude é de grande importância. Os 
fatores de escala de magnitude relacionam tensões de saída dos amplificadores com 
as quantidades físicas correspondentes. 

Considere o sistema dado pela Eq. (6.47). V amos supor que x tem unidades de 
comprimento em feet. Entãox(0) = Oft. e*(0) = 8 ft/s. Resolvendo a Eq. (6.47) para 
a derivada de maior ordem, obtemos 

jc — — 10i — 16* (648) 

Vamos definir k k 2 e k 3 como fatores de escala de magnitude e reescrever a Eq. 
(6.48) como 



Fig. 6.40 Diagrama de computação analógica sem falores de escala para resolver a Eq. 
(6.47). 
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Referindo-se à Fig. 6.40. a tensão de saídado primeiro amplificador (somador) 
é e , = 1'jjt. a tensão de saída do segundo amplificador (primeiro integrador) é €* — 
-Jtjx , e. finalmente, a tensão de saída do terceiro amplificador (segundo integrador) 
é e s = k#. Estas tensões de saída devem estar limitadas a ± 100 V. 

A frequência natural náo-amortecida deste sistema é 4 rad/s. Uma solução 
aproximada para 0 < t 1 é 

x(r) = 2 sen 4/ 

Portanto, para 0 < / « 1 , 

*(/) = 8 cos 4/ 

x(t) = — 32sen4r 


Note que esta solução só é valida para valores muito pequenos de t . Desta solução, 
obtemos 

Valor máximo de \x(t) =2 
Valor máximo de x(t) = 8 
Valor máximo de x(t) = 32 

[Note que em sistemas mais complexos (especialmente em sistemas náo-linea- 
res) os valores máximos d e±(7), x(t), *(/), ... não são disponíveis. Devemos então 
estimar estes valores máximos. Se os valores estimados estão muito errados, então 
o diagrama de computação deve ser revisado até que se torne aceitável.] Gostaría- 
mos de escolher^, k 2 , e * :1 de tal forma quee, = -e 2 = e 3 = 90 V para os máximos 
valores dei, x ex. respectivamente. (Escolhemos 90 V em vez de 100 v como uma 
estimativa conservadora.) Portanto, 


*2 

*3 


90 _ 90 _ 45 
|xU~32- 16 


volts/ft/s 2 



90 _ 45 
8 ~ 4 


volts/ft/s 


90 90 

l*l«« ~ 2 


= 45 volts/ft 


Portanto 



Note que da Fig. 6.40, obtemos 

k x x = e, = -(- acce 2 -f b0e 3 ) ( 6 5 °) 
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a a = 2,5, bfi = 1 

Vamos escolher a — 4. a = 2.5/4, e b = /3 = 1. Então, todas as constantes 
desconhecidas na Fig. 6.40 estão determinadas. O diagrama de computação com 
fator de escala adequado é visto na Fig. 6.41. As condições iniciais são 


e 2 (0) = — MíO) = ~ x 8 = -90 volts 
^ e 3 (0) = /: 3 x(0) = 45 x 0 = 0 volts 



Fig. 6.41 Diagrama de computação analógica com fatores de escala adequados para resolver 
a Eq. (6.47). 


Note que o diagrama visto na Fig. 6.41 não é o diagrama definitivo que 
gostaríamos de usar como diagrama de computação para resolver a Eq. (6.48). Para 
minimizar o efeito de ruído e manter a alta precisão, e desejável usar o número 
mínimo possível de amplificadores. ( Em qualquer computador analógico, o número 
de integradores e somadores é limitado. Ao resolver um problema complexo 
requerendo muitos integradores e somadores, é necessário usar o número mínimo 
para cada equação para se economizar componentes.) 

No caso do diagrama da Fig. 6.4 1 . é possível eliminar um somador . O diagrama 
de computação simplificado usando os mesmos fatores de magnitude de escala é 
visto na Fig. 6.42. Note que como o ganho da malha interna é 4 x 1 x (2,5/4) x 4 = 
10. o potenciómetro foi eliminado. Comparando o diagrama de computação visto na 
Fig. 6.38 com aquele da Fig. 6.42. vemos que o último é melhor do ponto de vista de 
precisão, uma vez que todos os amplificadores tém excursão sobre uma porção 
maior de sua região de linearidade. 


Fatores de escala de tempo. A escala de tempo relaciona a variável indepen- 
dente do problema físico à variável independente do computador analógico. Para 
fenómenos que acontecem muito rapidamente, é necessário diminuir a velocidade 
com que tais problemas são simulados no computador. 
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Fig. 6.42 V ersão simplificada do diagrama de computação visto na Fig. 6.41. 

Façamos com que a equação seguinte relacione o tempo real t em segundos ao 
tempo do computador (ou tempo de máquina) r em segundos. 


onde X é o fator de escala de tempo. Se X é escolhido como 0,1, então. 10 s de tempo 
real são equivalentes a 1 segundo de computador. Isto significa que. se a res P osl ^ 
leva 10 s de tempo real para ser completada, então a resposta e completada em 1 s n 
computador. Ou vice-versa, se X é escolhido como sendo 10. então, 1 s de tempc 

real é equivalente a 10 s de tempo de computador. 

Como um exemplo, considere a seguinte equaçao diferencial: 

^ _ io — 4- 16x = 20senco/, x(0) = 0, -r- =8 (6.52) 

dt 2 dt ai '-° 

Vamos converter a variável independente de t para r. Como 


obtemos 

dx __ dx dx _ 2 dx 

dl — dx dt dx 

d 2 x_ xi^x 

dt 2 ' dx 2 

A Eq. (6.52) toma-se então 

10A^ + 16x = 20sen^-T < 6 - 5} > 

dx 2 dx A 

Para tornar a solução mais lenta de um fator de 5, substituímos X = 5 na Eq. 
(6.53). A equação para o computador é então 

25^ + 50^ + 16x = 20 sen 
dx 2 dx D 
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As condições iniciais são transformadas para 


sL = t ^ L => =1 ’ 6 

Como um outro exemplo, considere a seguinte equação: 

l 00 ^ + 2 S "°- 5;t=Sen '’ * ( ° ) = 2 ’ ^|,. 0 = 5 ( 6 . 54 ) 

Em virtude da grande diferença nos valores dos coeficientes, a simulação da Eq. 
(6.54) no computador não é desejável. Se escolhemos para A. um valor tal que os 
coeficientes de todos os termos são da mesma ordem de magnitude, então, a 
solução do computador terá em geral menos erro. No presente exemplo, se k é 
escolhido como sendo 0,1 . então 

T = 0, 1 1 

d x ~ . d x 
dl ~ ' dr 

dl 2 ’ 1 di 2 


A Eq. (6.54) agora se toma 

+ 0,2 ^ + 0,5* = senlOr 

d T 2 d t 

As condições iniciais são 


x(°» = 2, “ 


Note que em um problema particular, além da escala de tempo, pode também 
ser necessário escolher fatores de escala de magnitude de tal forma que a magnitude 
da função de excitação não seja nem muito grande nem muito pequena e que as 
saídas dos amplificadores tenham uma excursão cobrindo a maior parte de sua 
região de linearidade (± 100 V). 

Simulação de sistemas físicos em computador analógico. A simulação de siste- 
mas dinâmicos é uma aplicação muito importante do computador analógico. Em 
particular, o computador analógico é muito útil para se determinar os efeitos de 
variações de parâmetros no desempenho do sistema. 

Considere o sistema visto na Fig. 6.43. Queremos simular este sistema em um 
computador analógico e investigar o efeito de variações em a e b na resposta a 
degrau unitário. 

A função de transferência de malha-fechada é 


X(s) as -f b 

U{s) ~ J 3 4 3 s 2 — (2 + a)s -F b 
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Fig. 6.43 Sistema de controle. 

A equação diferencial correspondendo a esta função de transferência e 

x -f 3jc 4 (2 + a)i 4 bic = aú 4 bu (6.55) 

Isolando no lado esquerdo a derivada de ordem mais alta da Eq. (6.55). obtemos 

jc=-3x-(2jc + a* - aú) - <J> X - bu) (6 56) 

onde x(0) = i(0) = i(0) = 0. Um diagrama de computação analógica, correspon- 
dendo à Eq. (6.56). é visto na Fig. 6.44. Este diagrama mostra apenas uma possibili- 
dade. Se as gamas de variação dos valores de a e b são especificadas, podem-se 

determinar fatores de escala de magnitude adequados. 

Os efeitos das constantes a e b na resposta a degrau unitário podem ser 
investigados variando-se o ajuste dos potenciómetros que : envolvem a e b. (Se 
a, b > \. poderemos necessitar da adição de amplificadores ao diagrama de 
computação.) As condições iniciais são ajustadas para zero. . 

Como outro exemplo da simulação de um sistema dinâmico, considere o 
sistema mecânico visto na Fig. 6.45(a). As equações 

— /,x, 4- + ki( x i ~~ x 2^ — 0 

m 2 Jc 2 4 / 2*2 + k 3 x z 4 - ki( x : — * 1 ) = 0 



Fig. 6.44 Diagrama de computação analógica para resolver a Eq. (6.56). 
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Um diagrama de simulação em computador analógico para este sistema é visto na 
Fig. 6.45(b). 

Comentários de conclusão. No decurso da análise e projeto de sistemas compli- 
cados. simulações em computadores analógicos tém um papel importante. Os 
efeitos de mudanças nos parâmetros do sistema sobre o desempenho deste podem 
ser facilmente determinados. A vantagem de simulações analógicas (ou digitais) 
reside no fato de que qualquer escala de tempo pode ser usada. 

Em geral, a representação matemática precisa de um componente complicado 
é muito difícil. É provável que algumas das características importantes do compo- 
nente nào sejam incluídas na simulação (por desconhecimento). Isto pode causar 



(b) 

Fig. 6.45 (a) Sistema mecânico: (b) diagrama de simulação analógica para o sistema mecâ- 
nico. 
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erros sérios na solução. Para ctoun ; erro^o Mor 
em aiuda não 

dor analógico é bastante versa nenles Operações não-lineares como a 

sistemas de controle contendo tais componen . £ cil JJ entc com 0 computador 

multiplicação de duas vanayeis p nadrão são disponíveis para simular 

e atrito de Coulomb. 

Problemas Ilustrativos e Soluções 

propU^a^ed^megraçãoloquesi^rfica^que ajunçãoUe^ansfòrinc^adoprocesso^a^iuclui 

o fator l/s) sofre de offset (desvio) em resposta a entradas em degrau 


Fig. 6.46 Sistema de controle. 


i uicin na Fic 6 46. Em regime estacionário, se c 

Solução. Considere, para exemp o. o S1S _ q e m = Ke = 0. resultando em c = 0. o que 
fosseigual a uma constante nao nula r. então r-üe m * 

contradiz a hipótese de que c - r .~ ^l^^eracão adequada de tal sistema de controle. Em 
Um offse, não nulo deve existir para a ^pera^c -aaequ + tàQm = Xr/(1 + K)ec 

outras palavras, em regime estacionário. . g ^ j + % > p ort anto o offsei érl(\ + K). 

= KrK\ -A'), o que resulta no sinal de erro suposto e r/u 

„ considere o sistemade controle de nível de liquido como visto na Fig. 6.47.0 

controlador é do tipo proporcional. A entrada de ^^^'^^VaTva^açóes naYvanáve.s 
em degrau u . 
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Solução. A Fig. 6.48(a) c urr. diagrama de blocos deste sistema quando as variações nas 
variáveis sáo pequenas. Como a entrada de referência do controlador é fixa. r = 0. (Note que r 
é a variação na referência.) 

Para investigar a resposta do nível do segundo tanque sujeito a uma perturbação em 
degrau u. achamos conveniente modificar o diagrama de blocos da Fig. 6.48(a) para aquele da 
Fig. 6.48(b). 

A função de transferência entre HJts) e U(s) pode ser obtida como 

H z (s ) _ 1) 

U(s) ~ (RiC t s - l)(R 2 C z s T 1) t KR Z 

Desta equação, a resposta Hjs) para uma perturbação U(s) pode ser determinada. O efeito do 
controlador é visto pela presença de K no denominador desta última equação. 

Para uma perturbação em degrau de magnitude U u . obtemos 



(b) 


Fig. 6.48 (a) Diagrama de blocos do sistema visto na Fig. 6.47; (b) diagrama de blocos 
modificado. 


ou 

Erro estacionário = — j - — U 0 

O sistema apresenta offset para uma perturbação em degrau. Na resposta a uma perturbação 
em degrau . tanto o coeficiente de amortecimento quanto a frequência natural não-amortecida 
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dependem do valor do ganho K . Este ganho deve ser ajustado de tal forma que a resposta 
transitória a perturbações apresente amortecimento razoável bem como velocidade razoável. 

Problema A. 6.3 Considere a resposta a degrau unitário do sistema de segunda-ordem 


C(s) (új 

R(s) s 2 + 2£<a ir s + ü) 2 m 

A amplitude da senóide amortecida exponencialmente varia seguindo uma série geométrica. 
No instante r = \ v = a amplitude é igual a . Após uma oscilação, ou em / — t p + 

= 3tt jw a , a amplitude e igual a após mais um ciclo de oscilação, a amplitude é 

&r q logantmo desta relação de amplitude é o chamado decremento logarítmico. 
Determine o decremento logarítmico para este sistema de segunda-ordem. 

Solução. A relação de amplitude por um período de oscilação amortecida é 


citQ e- 


•('■+!) 


2n\ 

ü)J 


- - -2(<T,'£U,)!t _ p 2CX ' I -í 1 


I, — tp + «rr (/t =0,1,2,...) 

1 (JJd 

Portanto, o decremento logarítmico ò é 

c I C( 1 1 ) 2^71 

Ele é uma função apenas do coeficiente de amortecimento ç. 

Problema A. 6.4 Considere um sistema de controle com realimenlação unitana cuja função de 
transferência de malha aberta é 




s(Js - F) 


Discutir os efeitos da variação dos valores de K e F sobre o erro estacionário na resposta a 
rampa unitária. Esboce curvas de resposta a rampa unitária típica para um valor baixo, médio 
e alto para a constante K. 

Solução. A função de transferência de malha-fechada é 

Cis) = K 
R(s) Js 1 + Fs + K 

Para uma entrada rampa unitária, R(s) = I Is 1 - Portanto. 


E(s) _ R(s) — C(s) Js 2 -F Fs 

R(s) ~~ R(s) Js 2 + Fs + K 


307 





ou 


l 

\ 


Eis) = 


Js 2 + Fs 1 
Js 2 + Fs 4- K s 2 


O erro estacionáno é 


e iS = e{oo) — lim *£(*) = -p 

i-0 A 

Vemos que podemos reduzir o erro estacionano e «, aumentando o ganho K ou diminuindo o 
coeficiente de atrito viscoso F. Entretanto, aumentando o ganho ou diminuindo o coeficiente 
de atnto viscoso, obtém-se um decréscimo no coeficiente de amortecimento, resultan- 
do em uma resposta transitória mais oscilatória. Dobrando K. e„ diminui para a metade 
do seu valor original, enquanto que £ é diminuído para 0.707 do seu valor original visto que £ é 
inversamente proporcional a raiz quadrada de K . Por outro lado. diminuindo F para metade do 
seu valor original, tanto e u como £ diminuem para as metades dos seus valores originais, 
respectivamente. Portanto, e recomendável aumentar o valor de K ao invés de diminuir o 
valor de F . Após o transitono ter desaparecido e ter-se alcançado um estado estacionano. a 
velocidade de saída se toma igual a velocidade de entrada. Entretanto, há um erro posicionai 
estacionáno entre a entrada e a saída. Exemplos da resposta a rampa unitária do sistema para 
trés valores distintos de K são ilustrados na Fig. 6.49. 



Fig. 6.49 Curvas de resposta a rampa unitána do sistema considerado no Problema A. 6. 4. 


Problema A.6.S Obtenha a resposta a rampa unitária do sistema dado por 

ÇÇs) có| 

R(s) s l 4- 2 Ccü„í -f (úl 

Obtenha também o erro estacionário. 

Solução. Para uma entrada rampa unitária. R(s) = 1/s*. A saída C(s ) pode ser escrita 

C(s) = - — -K 

s 2 + 2{<ú„s -f O) 2 s- 
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Para o caso subamoftecido (0 s { < 1), eíO. » transformada inversa de Laplace de C(s), pode 
ser obtida como 


_ t _ 4- £-co>*' ( — cos cdj/ 4 — -'Sencojt) 

c{t) ~ t co„ \(0. W.vl - í ' 




(ú„ co n \ 1 - ç 


í , 2CVi -T 2N í 

=sen í üv - tan ) 


(/> 0 ) 


a> d = cú k *J 1 - í 2 

a,., 

tan 2Í 2 - 1 í 

Para o caso de amortecimento crítico (£ * >)• e 

rt<) = ,_?£. + — ( 1 +^) «só) 

co„ Cü„ \ 2 / 

Para o caso sobreamortecido (£ > D. é 

2C 2Í 2 - 1 - 2ÇVÇ 2 - 1 r -tc-pN / c T ^T) 


2Ç 2 - 1 -F 2C«/Ç 2 - T e _({-»;«-i 


20;,%/ C 2 - 1 


>“■* (r ;> 0) 


( A resposta a rampa unitána ‘^naSo « coníames de fntegraçáo. usando-se 

a^condi çáo de qu e 'as^cmíi ç^c* s* miciai s na s»da são nulas.) O sinal de erro neste caso e 


e(t) = r(i) - c(t) = t - c(t) 

O erro estacionário. f B , para £ > 0 é então 

, , 2C 
<•.. = ■*<*> = ã. 

Probkma *.*.< 

tipo proporcional-mais-denvada. como visto na ng o., oiui. 
escolhido. 


Solução. A função de transferência de malha-fechada do sistema visto na Fig. 6.50<b) é 

C(s) (1 4- ks)col 
R(s ) j 2 4- 2Ío>„í 4- o). 2 


LO 

«-«-(W&rt*)" 
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Fig. 6.50 Sistemas de controle 

C(s) 


(bi 

Se a entrada for uma rampa unitária, então o erro estacionário e 
e(oo) = r(oo) — doo) 

i— 0 \ S 2 ~ 2C COnS + coi ) s 1 

_ 2Ç(ú„ - (Olk 
co; 

Portanto, se k é escolhido como sendo 



entáo o erro estacionáno ao se seguir uma entrada em rampa pode ser feito igual a zera 
Observe que se houver quaisquer vanações nos valores de i e/ou devido a vanaçoes 
ambientais ou envelhecimento, então um erro estacionário nao nulo poderá resultar para uma 
resposta a rampa. 

Problema A.6.7 Considere o servomecamsmo visto na Hg. 6.5 1 . 1 [^instante 

k de tal forma que o sobre-sinal máximo na resposta a degrau urutano sej 
do pico seja 2 s. 

Solução. O sobre-sinal máximo é 

M, = *-K/''T=P). 



Fig. 6-51 Diagrama de blocos de um servomecamsmo. 
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que é especificado como sendo 2 5%. Portanto. 


e -i c/''T=F)« - 0,25 


donde temos que 


n = 1,39 


c =0,4 

O instante do pico t „ é especificado como sendo 2 s. Portanto, 


lp ~w á ~ 2 


(új = 1,57 

Entáo. a frequência natural não amortecida a», é 


o = , 1,3 - — — 1,71 

Vl - í> n/1 - 0,4 : 

Do diagrama de blocos, obtemos 

C(5) K 

R(s) s 1 + Kks + K 

Observando que 




obtemos 


K = cú 2 h = 1 ,71 2 = 2,93 

_ 24cd„ 2 x 0,4 x 1,71 na? 

k ~ K ~ 2,93 ' 


Problema A.6.8 A Fig. 6.52(a) mostra um sistema mecânico vibratório. Quando uma força 
(entrada em degrau) dc 2 lb é aplicada ao sistema, a massa oscila, como visto na Fig. 6.52(b). 
Determine m.ftk do sistema a partir desta curva de resposta. 

Solução. A função de transferência deste sistema é 


X(s) = 1 

P(s ) ms 2 + fs + k 
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Então / e determinado a partir de 


l 

] 


2íú)„ = - 

' m 

ou 

/= 2ÇüVm = 2 x 0.6 x 1.96 x 5.2 = 12,2 lb/ft/s 

Problema A.6.9 Considere um sistema cujos pólos de malha-fechada e zeros de rnalha-fecha- 
da estão localizados no plano 5 em uma linha paralela ao eixo jw. como visto na Fig_6._ 3. 
Mm “ e que a resposta impulstva de um s.stema como e,,c e uma função co-senotdal arnorte- 

cida. 



Fig. 6.53 Configuração de pólos e zeros de 
malha-fechada. 


Solução A função de transferência de malha-fechada é 

C(s) K(s - 1 - O) 

R{s) (s + a +ja> d ){s + a - ja> 4 ) 

Para uma entrada impulso unitário. R(s) = 1 e 


C(í) = 


K(s 4 - a) 

( s + a ) 1 -f o)} 


A transformada inversa de Laplace de ((sj é 
c(t) — Ke °‘ cos c o d i (r > 0) 


que é uma função co-senoidal amortecida. 

Problema A 6 10 Considere o sistema visto na Fig. 6.54. Este sistema é excitado por doi 
entrada. 

Solução A função de transferencia que relaciona a entrada de referencia e a saída correspo 


3 



Perturbação 

Ms) 



Fig. 6.54 Sistema de controle. 


* dente, sem considerar a- perturbação externa, é 

G(s} _ £|(/i 

/?(s) 1 -j- G\GiH 


(6.57) 


A função de transferência que relaciona a perturbação externa e a correspondente saída na 
ausência da entrada de referência é 


C(s) G 2 

N(s) 1 + G X G Z H 


(6.58) 


Note que os denominadores das Eqs. (6.57) e (6. 58» são os mesmos. A equaçao característica 
é 


1 -f G x G 2 H = 0 

Esta contém a informação necessária para determinar características básicas da resposta do 
sistema. (Lembre-se que para um dado sistema ha apenas uma equação característica. Isto 
significa que a equação característica de uma dada função de transferência é a mesma 
independentemente de qual sinal é escolhido como entrada.) 

Problema A. 6. 1 1 Os zeros de malha-aberta e os zeros de maJha-fechada são idênticos para um 
sistema a malha-fechada? 

Solução. Não. Considere um sistema a malha-fechada cuja função de transferência do elo 
direto éG(s) = p(s)lq(s) e a função de transferência do elo de realimentaçãoê/f(s) = n(s)ld(s ), 
onde p(s), q(s), n(s) e d{s) são polinómios em s. Então, 


C(s) _ G(s) 

R(s) 1 + G{s)H(s) 

q{s)d(s) + p(s)n{s) 


Vemos que os zeros da função de transferência de malha-fechada são aqueles valores de s que 
fazem pisuHs) = 0 e que os zeros da função de transferência de malha-aberta são aqueles 
valores de s que fazem pis)n{s) = 0. (Portanto, alguns dos zeros da função de transferência de 
malha-fechada são os mesmos dos da função de transferência de malha-aberta.) 


314 



Fig. 6.55 Pêndulo invertido montado em um camnho 
motorizado. 


Problema A. 6. 12* Considere o pêndulo invertido montado em um carrinho motonzado visto 
na Fig. 6.55. Este é um modelo do controle de atitude de um foguete por ocasião do 
lançamento. O objetivo do problema do controle de atitude é manter o foguete na posição 
vertical. No problema presente, queremos manter o pêndulo na posição vertical. O foguete 
(ou o pêndulo invertido neste problema) é instável e pode cair a qualquer instante e em 
qualquer direção. 

Neste problema, consideramos apenas um problema bidimensional de tal forma que o 
pêndulo visto na Fig. 6.55 se move apenas no plano da folha do livro. Para manter o pêndulo 
invertido na vertical, suponha que medimos 6 e6 continuamente e que usamos um controlador 
do tipo proporcional-mais-derivada para produzir a força de controle u. ou 

u = M(aO — bÒ) 

Determine as condições para a e b de tal forma que o sistema seja estável. Suponha que não há 
atrito no eixo ligando o pêndulo ao carrinho nem nas rodas do carrinho. Suponha também que 
8 e è são pequenos. 

Solução. Usando os símbolos definidos na Fig. 6.55. podemos obter as equações diferenciais 
descrevendo a dinâmica do sistema como segue: Observando que 6 e 6 são pequenos, de tal 
forma que sen 6 = 8, cos 0=1, temos 


(7 + ml z )6 -f mly — mglQ = 0 

(6.59) 

ml 6 + (M -f m)y = u 

(6.60) 

M{ad + bÒ) = u 

(6.61) 


ondeie o momento de inércia do pêndulo invertido relativo ao centro de massa. Como./ pode 
ser dado por 



•O problema de controlar sistemas instáveis como o pêndulo invertido montado em um camnho moton- 
zado é visto com detalhes na Referência H-6. 
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a Eq. (6.59) pode ser escrita 


-y ml z Õ + mly — mglQ = 0 
do qual 

y = — y/0 + gô 

Substituindo as Eqs. (6.62) e (6.61) na Eq. (6.60). temos 
ml 9 + (M + m )^ — jlÕ -f gÔ ^j = M(aB + bò) 
Vamos definir 



Então, a Eq. (6.63) se toma 


ô 3 b a 3[a - (1 + Li)g]a _ Q 

6 + ÜT+W e + (Ü + 4 V 0 - 0 


(6.62) 


(6.63) 


Para haver estabilidade, os coeficientes de (J e0 devem ser positivos. Portanto, as condições 
de estabilidade são 


b > 0, a > (1 - fi)g 

Se os valores de a e b são escolhidos satisfazendo estas condições, qualquer pequeno desvio 
na inclinação pode ser recuperado sem causar a queda do pêndulo. 

Problema A. 6. 13 Determine a resposta a degrau unitáno de um sistema com reaümentação 
unitária cuja função de transferência de maJha-aberta é # 

ri . 5(i 4- 20) 

' ' ~ 5(5 + 4,59)(5 2 + 3,415 + 16,35) 


Solução. A função de transferência de malha-fechada é 


C(5) 5(5 -1- 20) 

R(s ) “ 5(5 + 4,59)(5 2 + 3,415 + 16,35) + 5(5 + 20) 

5 5 4 - 100 

_ 5 4 + 85 3 - 325 : T 805 - 100 

_ 5(5 4 20) 

(5 : -ri 25 -r 10)(5 2 + 65 T 10) 



i 
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A resposta a degrau unitário deste sistema é então 


C(5) = 


5(5 + 20) 

KS : - 2i + lOjfs- + W + tuf 


1 j» +!)-■¥■ -¥(^3 

S (J T 1 )- + i Á < S + V + 


A resposta temporal cfrf pode ser achada lomandcvse a transformada inversa de Laplace de 
C(s) como segue: 

c (t) = i + ie~‘ cos 3/ - i|e-'sen3/ - -^- J 'cosr - J r‘ r3 ' sení {t ^ 0) 
PROBLEMAS 


'Te Memtòmetroe colocadoem « banho, cuja temperatura varia linearmente auma taxa 
de 10°/min. quanto erro haverá na leitura do termômetro. 

Problema B.6.2 Qual seria o erro se o circuito visto na Fig. 6.56 fosse usado como um 
integrador? 

Problema B.6.3 Determine a resposta a degrau unitáno de um sistema com realimentaçao 
unitária cuja função de transferência de malha-aberta e 


G(5) = 


4 

5(5 - 5) 



Problema B.6.4 Considere a resposta a degrau unitáno de ^ sistema de controle com 
^alimentação un.tána cuja função de transferencia de malha-aberta e 


C(5) = 


1 

5(5 -b 1) 



Fig. 6.57 Sistema de controle de atitude de uma nave espacial. 
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Determine o tempo de subida, o instante do pico. o sobre-sinaJ máximo, e o tempo de 
acomodação . 

Problema B.6.5 Considere o sistema a malha-fechada dado por 


C(s) _ C úl 

R(S) s 2 ~v 2^(ú„s - (úl 

Determine os valores de { e tu B de tal forma que o sistema responda a uma entrada em degrau 
com aproximadamente 5% de sobre-sinal e com um tempo de acomodação de 2 s. (Usar o 
criténo de 2%.) 

Problema B.Ó.6 A Fig. 6.57 e um diagrama de blocos de um sistema de controle de atitude de 
uma nave espacial. Supondo a constante de tempo T do controlador como 3 s e a relação do 
torque para inércia K\J como 2/9 rad 2 /s 5 . determine o coeficiente de amortecimento do 
sistema. 

Problema B.6.7 Considere um sistema de controle com realimentação unitária cuja função de 
transferência de maJha-aberta é 


G(s) = 


0,45 + 1 
s{s + 0,6) 


Determine a resposta a entrada degrau unitário. Qual é o tempo de subida deste sistema ? Qual 
é o sobre-sinal máximo? 


Problema B.6.8 Determine a resposta a impulso unitário e a reposta a degrau unitário de um 
sistema com realimentação unitána cuja função de transferência de malha-aberta é 



Problema B.6.9 Considere o sistema visto na Fig. 6.58. Mostre que a lunçào de translerência 
YisilX(s) tem um zero no semiplano direito do planos. Em seguida obtenha y(t) quando x(t) é 
um degrau unitário. Faça um gráfico de y(t) em função de i. 



Fig. 6.58 Sistema com um zero no semiplano direito do planos (Sistema não de mínima fase.) 


Problema B.6.10 Aplique o critério de estabilidade de Routh para a seguinte equação: 

s* + Ks* + J 2 -f 5 -f 1 =0 
e determine a gama de valores de K para haver estabilidade. 
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Problema B.6.11 Determine a gama de valores de K para haver estabilidade de um sistema de 
controle a realimentação unitana cuja função de transferência de malha-aberta c 


i 


G(s) = 


K 

sfs + 1 )(s + 2) 


Problema B.6.12 Os dois sistemas abaixo são estáveis? 



H(S) = 1 

H(s) = 1 


Problema B.6.13 Considere o sistema visto na Fig. 6.59<a). O coeficiente de amortecimento 
deste sistema é 0.137 e a frequência natural não amortecida e 3.16 rad/s. Para melhorar a 
estabilidade relativa, usamos uma realimentação por tacómetro. A Fig. 6.59(b) mostra o 
sistema com realimentação com tacómetro. 



(o) 



(b) 

Fig. 6.59 (a) Sistema de controle; (b) sistema de controle com realimentação por tacómetro. 


Determine o valor de K„ de tal forma que o coeficiente de amortecimento do sistema seja 
0.5. Desenhe curvas de resposta a degrau unitário tanto para o sistema original como para o 
sistema com realimentação a tacómetro. I>esenhe também as curvas de erro em função do 
tempo para a resposta a rampa unitária para ambos os sistemas. 

Problema B.6.14 Faça um diagrama de computação analógica para o sistema de mola- 
massa-viscosidade descrito por 

X -T- 2x + 3x = u(r) 
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onde 


jf(0) = 2 ft, JC(0) = 5 ft/s 
A entrada uit) e uma funçào degrau e é dada por 
u(/) = 10 lb 

Problema B.6.15 Suponha que a característica dinâmica de um processo é dada por 


C(5) = a; 

R{s) s 1 + 2{cú„s + (úl 


(0 < Ç < 1) 


A resposta deste sistema a uma entrada em degrau a 1(0 bem como para umaentrada em 
degrau atrasado b\(l - / ,) é vista nas Figs. 6.60(a) e 6.60(b). respectivamente Podemos ver a 
partir destas curvas de resposta que, se escolhermos os valores de a.b et, de forma adequada, 
podemos então obter a resposta com tempo de acomodação Gmto sem oscilaçao como visto na 
Fig. 6.60(c). O método de controle de se aplicar uma entrada em degrau e uma entrada em 
degrau atrasado para obter uma resposta com tempo de acomodação finito e sem oscilaçao e 
chamado controle posicast. (Este nome foi dado por O.J.M. Smith.) 

Se a característica dinâmica de um processo pode ser representada por uma tunçat de 
transferência de segunda-ordem subamortecida. então este método pode ser aplicado conve- 
nientemente para ajustar a entrada de referência do controlador para iniciar o ciclo do 

P Suponha que desejamos iniciar o processo e levar a saída cW para h através de controle 
posicast. Determine os valores de a.b e t x vistos na Fig. 6.60(c) em termos de h. ç e ca,. 



(o) 



Fig. 6.60 (a! Entrada em de- 
grau e curva de respostá; (b) en- 
trada em degrau atrasado e cur- 
va de resposta: (c) curvas de en- 
trada e resposta mostrando a ca- 
racterísticadeconlroleposicflj/. 


(O 
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Análise de Erros 
e Introdução à 
Otimização de 
Sistemas 

7.1 COEFICIENTES DE ERRO ESTÁTICO 

As características de resposta transitória discutidas no Cap. 6 sao facetas 
As caraciensiiLo. y sistemas de controle. Uma outra característica 

, mpor.an.es do d e«n>IKnho de s, iste “ erros em um sist<:ma de conlro | e 

Dodemlse^atribuídos a muitos fatores. Variações na entrada de referência causarao 
errol^neviláveis durante periodos transitórios e podem lambem ocas.onar erros 
estacionários Imperfeições nos componentes do sistema como por exemplo, 
atrito estático, folga ibacklash,. e deriva de tunpUfú *£££“> envelheC '- 
mento ou M ^"o es“no°é uma medida da 

precisai de um sistema de controle. O desempenho em regime estacionário de um 
s.sTema de controle estável é geralmente julgado pelo erro estactonano devido a 
entradas^em degrau, rampa, ou aceleração. Nesta seção, investigaremos tal desem- 
nhntn, lí estacionário . Mais precisamente, pesquisaremos um tipo de erro 
esmctonáno que é causado pela incapacidade de um sistema de seguir certos ttpos 

de CI OuaJauer sistema de controle fisico sofre inerentemente de erro estacionário 
em Su a «nos tipos de entradas. Um sistema pode não apresentar erro 
estacionário para entrada em degrau, mas o mesmo sistema pode apresentar erro 
estacionário não nulo para uma entrada em rampa. ( A uraca maneira de se eliminar 
este erro é modificando a estrutura do sistema.) O fato de um dado sistema 
aoresentar erro estacionário para um dado tipo de entrada depende do tipo de 
função de transferência de malha-aberta do sistema, o que será d.scut.do a seguir. 

Classificações de sistemas de controle. Sistemas de controle podem ser classifi- 
cados de àcordo^om a sua habilidade para seguir entradas em degrau, entradas em 
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rampa, entradas parabólicas etc. Este é um esquema razoável de classificação 
porque as entradas reais podem ser frequentemente consideradas como combina- 
ções de tais entradas. Os valores dos erros estacionanos devidos a estas entradas 
individuais são indicativos da qualidade do sistema. 

Considere a seguinte função de transferência de malha-aberta G(s)h(s): 


G(s)H(s) = 


K(T.s + l)Çr»s t 1) • • • ( T m s 

1 )(T 2 S+ 1) {T,S~ 1) 


Ela envolve o termo s A no denominador, representando um pólo de multiplicidade 
N na origem. O presente esquema de classificação é baseado no numero de 
integrações indicadas pela função de transferência de malha-aberta. Um sistema e 
chamado de tipo 0. tipo 1. tipo 2, ... se N = 0. N = \.N = 2 respect.vamente. 
Note que esta classificação é diferente daquela de ordem de um sistema. 
Aumentando-se o número do tipo. melhora a precisão mas piora o problema da 
estabilidade. Um compromisso entre precisão em regime estacionano e estabili- 
dade relativa sempre é necessário. Na prática, raramente se tem um sistema de tipo 
3 ou maior porque geralmente é difícil projetar sistemas estáveis com mais do que 
duas integrações no ramo direto. 

Veremos mais tarde que, se G(s)H(s) é escrita de tal forma que cada termo no 
numerador e denominador, exceto o termo s\ tende à unidade quando s tende a 
zero. então o ganho de malha-aberta K está diretamente relacionada com o erTO 
estacionário. 


Errps estacionários. Considere o sistema visto na Fig. 7. 1 . A função de transfe- 
rência de malha-fechada é 


C(s) G(s ) 

R(s) ~ 1 + G(s)H(s) 



Fig. 7.1 Sistema de controle. 

A função de transferência entre o sinal de erro atuante e(t) e o sinal de entrada r( t) é 

E(s) = , C(s)H(s) 1 

Ws) Ws) • + G(s)H(s) 

onde o erro atuante e(t) é a diferença entre o sinal de entrada e o sinal de realimenta- 
ção. 

O teorema do valor final provê uma maneira conveniente de se determinar o 
desempenho estacionário de um sistema estável. Como E(s ) é 
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“ 1 + G(j)//(í) £(5) 


O erro atuante estacionário e 


= lim e(t) - hm j + G (s)ff(s) 

Os coeficientes de erro estático definidos a seguir são figuras de mento de 
sistemas de controle Quanto maiores os coeficientes, menor o erro estacionano. 
Êm um daSo a saída pode ser posição, velocidade, pressão, temperatura 
etc A forma física da saída é. entretanto, imatenal nesta analise. Portanto, daqu 
em diante chamaremos a saída de ••posição”, a taxa de vanaçao da saída de 
“velocidade” etc. Isto significa que em um sistema de controle de temperatura 
“posição” representa a temperatura de saída, “velocidade representa a ta 
variação da temperatura de saída etc. 

Coeficiente de erro de posição estático K„. O erro atuante estacionário do 
sistema para uma entrada degrau unitário é 


s 1 

- 1 + G(s)H(i) s 


- 1 + G(0)HW) 

O coeficiente de erro de posição estático K p é definido por 
K. = lim G(s)H(s) = G(0)H(0) 

P I — 0 

Portanto, o erro atuante estacionário é dado em termos do coeficiente de erro de 
posição estático K p pela expressão 


1 + K p 

Para um sistema do tipo 0. 

(7,1+ \)(T 2 s + 1) • 
Para um sistema do tipo 1 ou maior, 


Kp ~ s N {T,s+ ixr 2 j+ 1) 


= oo (N> 1) 


Portanto, para um sistema do tipo 0. o coeficiente de erro de posição estático K p e 
finito enquanto que para um sistema do tipo 1 ou maior K p e infinito. 

Para uma entrada degrau unitário, o erro atuante estacionano pode ser 

resumido como segue: 


1 +K 


e.. = 0 


para sistemas do tipo 0 

para sistemas do tipo 1 ou maior 
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Da análise feita, vemos que a resposta de um sistema de controle com reali- 
mentação unitária para uma entrada em degrau envolve um erre se " a ° 
há integração no ramo direto. (Se erros pequenos podem ser íoíerados para entra 
das em degrau, então um sistema do tipo 0 pode ser admissível planto que o 
ganho K seja suf.cientemente grande. Entretanto, se o ganho l e n 0 
fica difícil se obter uma estabilidade relativa adequi 
estacionário nulo para uma entrada em degrau, enta p 
ou maior. 

Coeficiente de erro de velocidade estático K r . O erro atuante estacionário do. 
sistema com uma entrada rampa unitária (entrada velocidade umtana) e dado po 

s 1 

“ [ ]? Q 1 -f G(s)H{s] s‘ 

- lim 

* ,, 0 sG(s)H(s) 

O coeficiente de erro de velocidade estático K, é definido por 

K v = lim sG(s)H(s ) 

»-0 

Portanto, o erro atuante estacionário é dado em termos do coeficiente de erro de 
velocidade estático K r pela expressão 


O termo erro de velocidade e usado aqui para significar o erro para uma entrada 
em rampa. A dimensáo do erro de velocidade é a mesma que a do erro do eterna, 
isTo e o erro de velocidade nâo é um erro na velocidade, mas um erro na posição 
devido a uma entrada em rampa. 

Para um sistema do tipo 0. 

_ ü l)(7>-r 1) — _ o 

.5 (T,í +ixr 2 í+i) ••• 

Para um sistema do tipo 1 , 

K ’~To s(T t s + 1X^+1) • 

Para um sistema do tipo 2 ou maior, 

K - Um sK ( T - s + \)iT b s + 1) — = (N>2) 

A ’ - Í!lj"(r 1 í+ ixr 2 í +!)•■■ 


O erro atuante estacionário e u para a entrada rampa unitária pode ser resumido 
como segue: 
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para sistemas do tipo 0 




1 _ J_ 
K r - K 



para sistemas do tipo 1 

para sistemas do tipo 2 ou maior 


A atólUe feita mostra que um shiemadou^OéinM^dese^umaem^a 

em rampa no regime estacionaria s ' s erro f ml ^ 0 p m operaçào eslaaonana. a 
pode seguir a entrada em ramp velocidade de entrada, mas há um erro na 

velocidade de saída e exata ™. ent * | * . jdade ja entrada e inversamente propor- 
posição. Este erro e P r ° p ° r ?°" oslra um exe mplo da resposta de um sistema do tipo 
cional ao ganho K. A Fig..~ entrada em rampa. O sistema de ordem - ou 

« nui ° em r - mc es,aci " 

nário. 


r(t) 
c(t ) 


O 1 

fÍB . 7.2 Resposta de um sistema com realimemação unitária. do tipo para uma entrada em 
rampa. 


por 

r(t) = Jl para / > 0 
= 0 para t < 0 
é dado por 

s 1 _ ! _ — 

= 11 1 + G(S)HÍJ) S 3 lim s z G(s)H(s) 

l "0 
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O coeficiente de erro de aceleração estático K a é definido pela equação 

K, = lim s z G(s)H(s) 

1-0 

O erro atuante estacionário é então 


Note que o erro de aceleração, o erro estacionário devido a uma entrada em 

parábola, é um erro na posição. 

Os valores de K a são obtidos como segue: 

Para um sistema do tipo 0, 

s'K(T.s + l)(T t s + !)•■• _ n 

A * (r,í+ i)(r 2 i+ í)- - 

Para um sistema do tipo 1 , 

_ h ;TO+ixr,i + p- = o 

K ‘ - '!™ s(T,s+ IXT.S+ !)•■• 

Para um sistema do tipo 2, 

K - i im s'-m.s+ 1X7V+ D-" = K 

A * ™ s*(T,s + ixr 2 i + !)••• 

Para um sistema do tipo 3 ou maior. 

K _ um s 2 K(T 0 s + \)(T b s + 1) — = (N > 3) 


Portanto, o erro atuante estacionário para a entrada parábola unitána é 


” K 
e.. = 0 


para sistemas do tipo 0 ou tipo 1 

para sistemas do tipo 2 

para sistemas do tipo 3 ou maior 


Note que tanto sistemas do tipo 0 como do tipo 1 são incapazes de seguir uma 
entrada em parábola em regime estacionário. O sistema do tipo 2 com reahmenta- 
çáo unitária pode seguir uma entrada em parábola com um sinal de erro atuante 
finito. A Fig. 7.3 mostra um exemplo da resposta de um sistema do tipo - com 
realimentação unitária para um entrada em parábola. O sistema do tipo 3 ou maior 
com realimentação unitária segue uma entrada em parábola com erro atuante nulo 
em regime estacionário. 

Resumo. A Tabela 7.1 resume os erros estacionários para sistemas do tipo 0. 
tipo 1 e tipo 2 quando sujeitos a várias entradas. Os valores finitos para erros 
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Fig. 7.3 Resposta de um sistema com realimentação unitána. do tipo 2. para uma entrada na 
parábola. 


Tabela 7.1 Erro estacionário em termos do ganho K 



Entrada em 
degrau 
rit) = 1 

Entrada em 
rampa 
rit) = t 

Entrada de 
aceleração 
rit) = '/i/* 

Sistema do tipo 0 

1 

1 + K 

ac 

X 

Sistema do tipo 1 

0 

i 

K 

X 

Sistema do tipo 2 

0 

L: 

1 

1 1 


estacionários aparecem na linha diagonal. Acima da diagonal, os erros estacioná- 
rios são infinitos: abaixo da diagonal eles são nulos. .... . 

Lembre-se de que os termos erro de posição, erro de velocidade, e erro de 
aceleração significam desvios em regime estacionário na posição de saída. Um erro 
de velocidade finita significa que depois de os transitórios desaparecerem a entrada 
e a saída se movem com a mesma velocidade mas com uma diferença de posição 

f,n,ta Os coeficientes de erro K r e K a descrevem a habilidade de um sistema em 
reduzir ou eliminar erros estacionários. Portanto, eles sao indicativos do desempe- 
nho em regime estacionário. Em geral é desejável aumentar os coeficientes d e err °; 
enquanto se mantém a resposta transitória dentro de limites aceitaveis Se ha 
qualquer conflito entre o coeficiente de erro de velocidade estático e o coeficiente 
de erro de aceleração estático, então o último pode ser considerado menos impor- 
tante do que o anterior. Nota-se que para melhorar o desempenho em regime 
estaconario. podemos aumentar o tipo do sistema adicionando uma integração ou 
A . r Fntrctantn ktn introduz Drob emas adicionais ae 
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estabilidade. 0 projeto de um sistema satisfatório com mais do que duas integra- 
ções no ramo direto é geralmente difícil. 


Correlação entre a integral do erro na resposta a degrau e erro estacionário na 
resposta a rampa. Discutiremos a seguir a correlação entre a integral do erro na 
resposta a degrau unitário de um sistema e o erro estacionário na resposta a rampa 

unitária do mesmo sistema. _ . , . . . 

Em um sistema de controle com realimentação unitána. a area total abaixo 

da curva de erro |x e( i)dt como resultado da resposta a degrau unitário fornece o 

Jo 

erro estacionário na resposta a entrada rampa unitária. Para provar isto. vamos 
definir 

&[e(t)] = J~ e~"e(0 dt = E(s) 

* Então 

lim f~ fi'M /) dt = f“ e(t) dt = lim E(s ) 
f _o J 0 J 0 *-o 

Note que 

E(s)_ , C(s ) 1 

R(s) R(s) 1 -r G(s) 

Portanto 



Para uma entrada degrau unitário, 

í e(t) dt = lim í -7^ — . — 

Jo ,~o I_1 -r G(5) s J 

= lim J— 

/—o su{s ) ? 

~ K, 

= erro estacionário na resposta a rampa unitária 
Portanto em um sistema de controle com realimentação unitária, temos 

J“ e(t) dt = e„ t (7.1) 

onde 

e(t) = erro na resposta a degrau unitário 

e Kr = erT0 estacionário na resposta a rampa unitária 
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Se év r é nulo. então e(t) deve mudar de sinal pelo menos uma vez. Isto significa que 
um sistema com erro de velocidade nulo (um sistema tendo A' r *) apresentara 
pelo menos um sobre-sinal. quando o sistema é sujeito a uma entrada em degrau. 

Exemplo 7 I Considere o sistema visto na Fig. 7.4. Vamos obter a resposta a degrau unitário 
do sistema, esboçar a curva de resposta, calcular graficamente a integral do sinal de erro. 
i*e(Odi. e verificar a Eq. (7.1). (0 limite superior de integração deve. naturalmente, sei 

aproximado por algum tempo finito T. onde T e o tempo além do qual a saída praucamente 
permanece unitána.) 
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Fig. 7.4 Sistema de controle. 


A função de transferência de malha-fechada para este sistema é dada por 

C(J) G(s) 

R(s) 1 + G(J) 

E06 

s{s -r l)(s + 2) -t- 1,06 

1.06 

= (s + 2,33)(J 4-0.33 +yU t 58K-S + 0.33 — >0,58) 

Para uma entrada degrau unitário. 


A resposta a degrau unitáno é então obtida como 


dl) = #~'[C(s)) 




+ 2,33)[(j + 0,33 ) 2 + 0, 


Referindo-se à fórmula, 


_ r 1 1 = 1 

' Ids - a)[(5 + teu.) 2 + cal ] J *ui ift - í<a«) 2 + ^i] 

cie -w “ á) cos + 7 ( 2 < 2 “ ã - 0 sen **] 


e observando que no presente sistema 


a = 2,33, t = 0,5, eu. = 0,667, co d = 0,58 
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(b) 

Fig. 7.5 (a) Resposta a degrau urutario do sistema visto na Fig. 7.4; (b) resposta a rampa 
unitária do sistema visto na Fig. 7.4. 


obtemos cit) como segue: 

dl) = 1 — 0,103 e~ 2 ' 33 ' - e-°- 33 '(0,897 cos 0,58/ + 0,933sen 0,58/) (/ ^ 0) 

(7.2) 

A Eq. (7.2) fornece a resposta a entrada degrau unitário: veja a Fig. 7.5(a). 

Agora examinaremos a resposta do sistema a uma entrada rampa unitária. Quando todas 
as condições iniciais são nulas, a resposta a rampa umtária do sistema pode ser obtida 
integrando a curva de resposta a degrau unitário. A Fig. 7.5(b) mostra a curva de resposta a 
rampa unitária para o presente sistema. [Note que a área 5, abaixo da curva de resposta a 
degrau unitário de/ = 0a/ = /,dáo valor da saída em / = /, com uma entrada rampa umtaria. 
Veja Figs. 7.5(a) e (b).] 

No sistema presente, a resposta a degrau unitário se acomoda em aproximadamente / - 
20. Portanto, a diferença entre 20 e a área abaixo da curva de resposta a degrau unitário de / = 
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0 a / = 20 dá o erro estacionário na resposta a rampa unitária. Este valor do erro deve ser igual 
ao valor dado por 1/Um sGisb 

Da curva de resposta da Fig. 7.5<a). obtemos os seguintes dados: 


/ 

Area 5 abaixo da curva de resposta 
a degrau unitário de 0 a / 

Área de erro 

1 x / - S 

0 

0 

0 

2 

0,16 

1.84 

4 

1.50 

2,50 

6 

3,80 

2,20 

8 

6,10 

1.90 

10 

8,15 

1,85 

12 

10,10 

1,90 

14 

12.06 

1.94 

16 

14,07 

1.93 

18 

16,08 

1,92 

20 

18.08 

1.92 


A área de erro em regime estacionário é determinada como 1,92. _ 

O coeficiente de erro de velocidade estático para este sistema é obtido a partir da função 
de transferência de malha-aberta como 

K u = lim sG(s) 

i—O 

1,06 

2 

= 0,53 

Portanto o erro estacionário na resposta a rampa unitária é dado por 
e„=^- = 1,89 

O valor obtido graficamente e o valor obtido analiticamente do erro estacionano na 
resposta a rampa umtária estão próximos um do outro. Portanto, venficamos a fcq. (/■ )■ 

( Note que se estes dois valores diferirem consideravelmente, entào confenmos para verificar 
de onde vem a discrepância, achamos os erros e os corrigimos.) 

7.2 COEFICIENTES DE ERRO DINÂMICO 

Uma característica da definição de coeficientes de erro estático é que apenas 
um dos coeficientes assume um valor finito para um dado sistema. Os outros 
coeficientes são ou nulos ou infinitos. O erro estacionário obtido através dos coefi- 
cientes de erro estático ou é nulo, ou um valor finito não nulo. ou é infinito. 
Portanto, a variação do erro com o tempo não pode ser obtida através do uso de tais 
coeficientes. Os coeficientes de erro dinâmico apresentados nesta seção fornecem 
alguma informação sobre como o erro varia com o tempo; ou seja. se o erro 
estacionário do sistema com uma dada entrada cresce ou nao proporcionalmente a 
/. r 2 etc. 

Sistemas com erros dinâmicos diferentes mas com coeficientes de erro estático 
idênticos. Primeiro demonstraremos que dois sistemas com erros dinâmicos dite- 
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rentes podem ter coeficientes de erro estático idênticos. Considere os seguintes 
sistemas: 


G,(í) = 


s(j+ 1) 


G 2 (s) = 


s(5s — 1) 


Os coeficientes de erro estático são dados por 


K pl = oo, K p , = oo 

K tl = 10, K lZ = 10 

K ol = 0, K al = 0 


Portanto, os dois sistemas tém o mesmo erro estacionário para a mesma entrada cm 
degrau. Comentários semelhantes se aplicam a erros estacionários para entradas 
em rampa e em parábola. Esta análise indica que é impossível estimar o erro 
dinâmico do sistema a partir dos coeficientes de erro estático. 


Coeficientes de erro dinâmico. Agora introduziremos coeficientes de erro di- 
nâmico para descrever erros dinâmicos. Limitaremos nossos sistemas para os de 
realimentação unitária. Dividindo o polinómio do numerador de Els)IR(s) pelo seu 
polinómio do denominador. E(s)IR(s) pode ser expandido em uma série em potên- 
cias ascendentes de s como segue: 

E(s) _ 1 = 1 < ±,,1*2 _ ... 

R(s) 1 -j- G(s) k l k 2 k 3 

Os coeficientes k j, k 2 .k 3 , ... da série de potências são definidos como os coefic ien- 
tes de erro dinâmico. Ou seja. 

A, = coeficiente de erro de posição dinâmico 
k 2 = coeficiente de erro de velocidade dinâmico 
k 3 = coeficiente de erro de aceleração dinâmico 

Em um dado sistema, os coeficientes de erro dinâmico estão relacionados com 
os coeficientes de erro estático. Considere o seguinte sistema do tipo 0 com 
realimentação unitária: 


n/ , K 

C(I) - rr+i 

Os coeficientes de erro de posição estático, os coeficientes de erro de velocidade 
estático, e os coeficientes de erro de aceleração estático são. respectivamente. 


K, = K 
K, = 0 
K a = 0 

Como E(s)IR(s ) pode ser expandido como 

£(5) 1 + Ts 1 , TK ç 

R(s) ~\~K+Ts~l + K (1 + K? 
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os coeficientes de erro dinâmico são dados em termos dos coeficientes de erro 

estático como segue: _ , 

O coeficiente de erro de posição dinâmico e 

k l = \~rE=\~R p 

O coeficiente de erro de velocidade dinâmico é 


k z = 


d +/Q 2 

TK 


Como um outro exemplo, considere o sistema de controle com realimentação 
unitária com a seguinte função de transferência no ramo direto: 



Os coeficientes de erro estático são dados por 


K. = lim G(s) = oo 

1-0 


K v = lim sG{s) = ^ 

K a = lim s'G(s) = 0 

i — 0 

Como E(s)IRls) pode ser expandido como 

E(s) = s z + 2 Çoy 
R(s) s z + 2 Cco K s + cu; 



o coeficiente de erro de velocidade dinâmico é igual ao coeficiente de erro de 
velocidade estático, ou seja. 



O coeficiente de erro de aceleração dinâmico é dado por 



Se uma análise similar é feita para sistemas de ordem superior, podemos 
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mostrar que paira um sistema do tipo N. os coeficientes de erro dinâmico são dados 
por 

k n+ \ = oo para n < N 

k n +i = lim s*G(s) para n = N 

s- 0 

onde n = 0. 1.2 Os valores de k n+l para n > K são determinados pelos 

resultados da expansão de E(s)tR(s) em tomo da origem. 

Vantagem dos coeficientes de erro dinâmico. I ma vantagem dos coeficientes 
de erro dinâmico se toma clara quando E(s ) é escrita da seguinte forma. 

e(s) = £-/?(*) + + r 3 s2R(s) + 

* A região de convergência desta série é a vizinhança de s = 0. Isto corresponde a 
/ = x no domínio do tempo. A correspondente solução no tempo ou o erro 
estacionário é dado como segue, supondo todas as condições iniciais iguais a zero e 
desprezando impulsos em / = 0: 

lim e(í ) = lim \ — */) 4- — r(t) + ~ *0 + * ' * ] 
i— i— L*i k 2 k 3 J 

O erro estacionário devido à função de entrada e suas derivadas pode então ser 
dado em termos dos coeficientes de erro dinâmico. Esta é uma vantagem dos 
coeficientes de erro dinâmico. 
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No domínio do tempo, o erro estacionário é dado por 

lim = lim [0,1*0 + 0,09*/) - 0,019*0 + * •] 

I—. m I— • eo 

Os coeficientes de erro dmámico são 



Da análise apresentada pode-se ver que, s eE(s)IR(s) é expandido em tomo da 
origem em uma série de potências, os coeficientes sucessivos da série indicam o 
erro dinâmico do sistema quando este é sujeito a uma entrada que varia lentamente. 
Os coeficientes de erro dinâmico fornecem uma maneira simples de se estimar o 
sinal de erro para entradas arbitrárias e o erro estacionário, sem a necessidade de se 
resolver o sistema de equações diferenciais. 

Uma observação sobre os coeficientes de erro de velocidade dinâmico. E impor- 
tante ressaltar que o coeficiente de erro de velocidade dinâmico k j pode ser 
» estimado a partir da constante de tempo do sistema de primeira-ordem que apro- 

xima a dada função de transferência de malha-fechada nas vizinhanças de s = 0. 

Considere um sistema de controle com realimentação unitária com a seguinte 
função de transferência de malha-fechada: 

C(s) 1 + T„s + T k s 1 + • • • 

R(s) ~ 1 + 7\J+ T 2 s 2 H 

Nas vizinhanças de s = 0, 


To R{s) - 1 + (r, - T.)s + . • - 
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O coeficiente de erro de velocidade dinâmico k 2 é então dado por 



Isto pode ser verificado expandindo-se a função EisilRl M em tomo da ongem como 
segue: 

E(s)_ , C(s) 

R(s) R(s) 

— \ 1 

i + (r, - t.)s 

= 1-1 + (r, - rjj + ■ • • 

= (r, - r.)j + • • ■ 

O coeficiente de erro de velocidade dinâmico e então dado pela Eq. (7.3). 

Da análise que vimos, podemos concluir que se C(s)IR(s) é aproximado por 


C(s) _ 1 

R(s) 1 + T tq s 


para s 1 


então o coeficiente de erro de velocidade dinâmico k 2 é 



Note que o coeficiente de erro de velocidade dinâmico An obtido desta torma e o 
mesmo que o coeficiente de erro de velocidade estático. Como C(s)IR(s) pode ser 
escrito como 


C(s) 1 

R{s) 1 4- T^s 

1 

", , 1 


<Ks) 

1 + G(s) 


o coeficiente de erro de velocidade estático K T é 


K , = lim sG(s) 

1—0 


= lim JtJ— 

i—o 



k 
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7.3 CRITÉRIOS DE ERRO 


No proieto de um sistema de controle, é importante que o sistema satisfaça as 
especificações de desempenho dadas. Como os sistemas de controle sao dinami- 
cof i especificações de desempenho podem ser dadas em termos do comporta- 
mento da P resposta transitória para determinadas entradas, como entradas em 
degrau, entradas em rampa etc., ou em termos de um índice de desempenho. 

índices de desempenho. Um índice de desempenho é um número que indica a 
qualidade do desempenho do sistema. Um sistema de controle e considerado otimo 
se os valores dos parâmetros são escolhidos de tal forma que o índice de desemp - 
nho escolhido é minimizado ou maximizado. Os valores otimos dos parâmetros 
dependem diretamente do índice de desempenho selecionado. 

Características necessárias para índices de desempenho. Um índice de desem- 
penho deve oferecer seletividade; isto é. um ajuste otimo dos parâmetros deve ser 
distinguido claramente de um ajuste nao otimo dos parâmetros. Adicionalrneme 
um índice de desempenho deve fornecer um único numero positivo ou nulo com o 
último sendo obtido se e apenas se a medida do desvio e identicamente nula. Paia 
ser útil um índice de desempenho deve ser uma função dos parâmetros do sistema e 
deve apresentar um máximo ou mínimo. Finalmente, para ser pratico, um índice de 
desempenho deve ser computado com facilidade, analítica ou expenmentalmen e. 

índices de desempenho de erro. Em seguida, discutiremos vários critérios de 
erro em que os correspondentes índices de desempenho sao integrais de alguma 
função ou função ponderada do desvio da saída do sistema real relativo a saída 
deseiada. Como os valores das integrais podem ser obtidos como funções dos 
parâmetros do sistema, uma vez especificado o índice de desempenho, o sistema 
ótimo pode ser projetado ajustando-se os parâmetros para fornecer, por exemplo, o 

mC0 Vários^ndices de iksempenhode erro têm sido propostos na literatura especia- 
lizada. Discutiremos os quatro seguintes nesta seção. 

Considere um sistema de controle cuja saída desejada éx(t) e cuja saída real e 
y(t). Iremos definir o erro e(t) como 

<?(/) = 4 /) - y(t) 

Note que a menos que 
lim e(t) = 0 

/-*oo 

os índices de desempenho tendem a infinito. Se lim e(l) não tende a zero. podemos 
definir 

e(t) = >>(°°) — y(t) 

Com esta definição do erro. os índices de desempenho resultarão em números 
finitos. 
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Critério da integral do erro quadrático. De acordo com o critério da integral do 
erro quadrático (1SE. integral square-error). a qualidade do desempenho do sis- 
tema é avaliada pela seguinte integral: 


J 1 e z (t) dt 

onde o limite superior * pode ser substituído por T que e escolhido grande o 
suficiente para que e( t) seja desprezível para T < t. O sistema ótimo é aquele que 
minimiza eSta integral. Este índice de desempenho tem sido usado frequentemente, 
tanto para entradas determinísticas (como entradas em degrau) quanto para entra- 
das aleatórias, por causa da facilidade de se computar a integral tanto analítica 
quanto experimentalmente. A Fig. 7.6 mostraxri). yit). eit). e^t). e | e*U)dt quando 
a saída desejada xit) é um degrau unitário. A integral de e*U) de 0 a T é a área total 

abaixo da curva e*it). t 

Uma característica deste índice de desempenho e que ele da grande peso para 
erros grandes e pequeno peso para erros pequenos. Este critério não é muito 
'seletivo pois. para o seguinte sistema de segunda-ordem. 

CU) , 1 

R(s) s 2 + 2£> + 1 

uma variação em £ de 0.5 a 0.7 não causa muita vanação no valor da integral. 

Um sistema projetado usando este critério tende a apresentar uma rápida 
diminuição em um erro inicial grande. Portanto a resposta é rapida e oscilatória. 
Desta forma, o sistema tem baixa estabilidade relativa. 

Note, entretanto, que o critério de integral do erro quadrático frequentemente 




Fig. 7.6 Curvas mostrandoasaídadesejadajcíO. a saída real y(t). oerro eit), o erro quadrático 
e a integral do erro quadrático / e"Ht\ dt em funçáo de t. 


é de significáncia prática porque a mimmizaçáo do índice de desempenho resulta na 
minimização do consumo de potência para alguns sistemas, como por exemplo, 
sistemas de naves espaciais. 

Critério da integral do erro quadrático multiplicado pelo tempo. O índice de 
desempenho baseado no critério da integral do erro quadrático multiplicado pelo 
tempo (ITSE. integral-of-time-multiplied square-error) é 

le\t) dt 

O sistema ótimo é aquele que minimiza esta integral. 

Uma característica deste critério é que, na resposta a degrau unitário do 
sistema, um em) inicial grande é ponderado com peso baixo, enquanto que erros 
que ocorrem mais tarde na resposta transitória são bastante penalizados. Este 
critério tem melhor seletividade do que o critério da integral do erro quadrático. 

Critério da integral do erro absoluto. O índice de desempenho definido pelo 
critério da integral do erro absoluto (IAE. integral absolute-error ) é 


£i*mi * 


Este é um dos índices de desempenho de mais fácil aplicação. Se este critério é 
usado, tanto sistemas altamente subamortecidos como altamente sobreamorteci- 
dos não podem ser feitos ótimos. Um sistema ótimo baseado neste critério é um 
sistema que tem um amortecimento razoável e uma característica de resposta 
transitória satisfatória: entretanto, a seletividade deste índice de desempenho não é 
muito boa. Embora este índice de desempenho não possa ser facilmente computado 
analiticamente, ele é particularmente conveniente para estudos com computador 
analógico. A Fig. 7.7 mostra a curva de eit ) versus t e a curva \e(t)\ versus t. 

Note que a minimização da integral do erro absoluto está diretamente relacio- 
nada com a minimização do consumo de combustível de sistemas aeroespaciais. 


e(t)i 




Fig. 7.7 Curvas mostrando e(t ) em funçáo de 
/ e | eit) | em função de t. 


r 


Critério da integral do erro absoluto multiplicado pelo tempo. De acordo com 
este critério, o critério ITAE ( integral-of-time-multiplied absolute-error). o sis- 
tema ótimo é aquele que minimiza o seguinte índice de desempenho: 
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f“ t\e{t)\dt 

Como nos cnténos precedentes, um i g ”" d q ‘ ^"^^rTmais tarde na 

unitário é ponderado com pequeno peso. e erro. q 

resposta transitória sao bastante ^pen 1 q que usa este critério é que o sobre-si- 

A caractenstica de um sistema p . § sàQ b€m am0 rtecidas. Este 

nal na resposta transitória e peq j ■ melhora sobre o critério de íntegra 

ntérim (\e erro A Fig. 7.8 mostra varias curvas de 

Comparação dos vanos cntenos de erro A g 

desempenho de erro. O sistema considerado e 

C(5) __ \ 

* R(s) s 1 + 2 í j -fl 



(2) (D 


(D ^jfV dt © J=j”n\e\ «■ lèl) di 

Fig. 7-8 Curvas de desempenho de erro. 
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índice de desempenho é mínimo. A adição do quadrado da taxa de erro ao inte- 
grando do índice de desempenho, ou 

J“[e 2 (f) + é 2 (f)] dt 

leva o valor ótimo de Ç para 0.70 . mas a seletividade é novamente ruim. Da Fig. - .8 
vemos claramente que os outros índices de desempenho tem boa seletividade. 

As curvas na Fig. 7.8 indicam que . no sistema de segunda-ordem em considera- 
ção. C = 0.7 corresponde ao valor ótimo ou quase-ótimo com relação a cada um dos 
índices de desempenho utilizados. Quando o coeficiente de amortecimento i é 0. . 
o sistema de segunda-ordem resulta com uma resposta rapida para entrada em 
degrau com aproximadamente 5% de sobre-sinal. 

Aplicação do critério ITAE para sistemas de ordem n* O criténo ITAE foi 
utilizado para o seguinte sistema de ordem n: 

C(s ) a» 

R{s) s n + + • • • - a„_ x s t a n 

e os coeficientes que minimizam 

D M* 



t 


Fig. 7.9 Curvas de resposta a degrau de sistemas com funções de transferência ótimas 
baseadas no cnténo ITAE. 

•Referência G-5- . 
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foram determinados. Clarameme. esta função de transferencia resulta em um erro 

estacionário nulo para entradas em degrau. _ > h racha 

\ Tabela 7 2 mostra a forma ótima da função de transferencia de malha-fecha 
da baseada neste cnteno IT AE. A Fig. 7.9 mostra as curvas de resposta a degrau 
dos sistemas ótimos. 


Tabela 7.2 Forma otima da função de transferencia de malha-techada 
baseada no criteno 1TAE (sistemas de erro nulo para degraus) 


CU) = 

R(s) s K - oiJ "" 1 + • • • -r a«-\S + 


j 2 4 1 ,4íu„ 5 -f cu; 

^ 1,75cu»í 2 + 2,15cu;í + £U 3 

j* - 2,la»„5 3 + 3,4íu 2 j 2 t 2,7tu„U - (o* 

jí 4- 2.8cu^ 4 - 5,0cu 2 s 3 -f 5.5c u 3 í 2 4- 3,4cu;jj 4- tol 

s 6 3,25cu„s 5 - 6.60cu;í 4 4- 8,60cu 3 j 3 — 7,45cuj5 2 4- 3,95cu 3 5 - cu^ 


7.4 INTRODUÇÃO À OTIMIZAÇÃO DE SISTEMAS 

Nesta seção, resolveremos problemas simples de otimização em que minimi- 
zamos certos índices de desempenho de erro. Introduziremos a tecmca direta e a 
técnica da transformada de Laplace para resolver este problema. Apresentaremos 
uma técnica alternativa (Liapunov) para a solução de problemas de otimização 
similares no Cap. 16. 

Computação direta dos índices de desempenho “ISE”. Considere o sistema de 
controle visto na Fig. 7. 10. Suponha que uma entrada degrau unitário r(t) e aplicada 
ao sistema em t = 0. Supomos que o sistema está imcialmente em repouso, ü 
problema é determinar o valor ótimo de £ > 0 de tal forma que 


J = J“ x 2 (0 dt 

seja mínimo, onde x(t) é o sinal de erro. 



Fig. 7.10 Sistema de controle. 
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Da Fig. 7.10. a equação do sistema é obtida como segue: 
c 4 2Có 4- c = r 

Em termos do sinal de erro x = r - c, 

x 4 2£i 4- x = 0 (/ > 0) (7.5) 

A solução da Eq. (7.5) pode ser escrita como 

x(t) = k je* 1 ' 4 k 2 e i,t • (7.6) 

onde 



k, e k 2 são determinados das condições iniciais. 

Substituindo a Eq. (7.6) na Eq. (7.4) e observando que k x e \ 2 tém partes reais 
negativas, obtemos 

7= 

= í“ 4 2k l k 2 e u,+l,)t 4 k\e u ") dt 

k\ lkyk 2 k\ 

~ 22, X7T2, 22 2 

Como + X 2 = - 2 (. A, X 2 = 1, podemos simplificar J como segue: 

/_ k\X 2 — Ar|2 , , k y k 2 n 

J- 2 c 

As constantes ky e k 2 são determinadas das condições iniciais como segue: 

1 = k { — k 2 , 0 = A',2, 4 k 2 k 2 



Substituindo os valores de A, e k 2 na Eq. (7.7), obtemos 


1 : 3 1 3 I 22,2 2 \ 

2(2 Z - 2j) 2 v 2 ^ Ai ~r) 

2[j — — 2 ) 2 l^i — — £ _J ! ] 
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O valor ótimo de { pode ser obtido diferenciando J com relação aí- equacionando 
dJIdí a zero. e resolvendo para í. Como 

dJ _ i L = 0 

3J 1 < 2 

o valor ótimo de £ > 0 é 

C = 0,5 

t Claramente , £ = 0,5 corresponde aum mínimo poisdV/dÇ 1 > 0. 1 0 valor mínimo de 
J é 

mín. J = 0,5 + 0,5 = 1 

Teorema da integração real. A seguir computaremos fdidi usandi 
do da transformada de Laplace. Fazendo isto. usaremos o seguinte teorema da 

T^m^átegração real: Sefiv é de ordem exponencial, então a transformada 
de Laplace de j^JUfdt existe e e 




F(s) = J5f[/(0 1 

Para provar este teorema, usamos integração por partes. 

= lim 1+ÍL> 

Como /(O é de ordem exponencial, quando a parte real de s é suficientemente 
grande, obtemos 


lim — f /(/)*—► o 


Portanto 




Isto prova o teorema. 
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Técnica da transformada de Laplace para a computação de índices de desempe- 
nho “ISE”. Usando os teoremas da mtegraçao e do valor final, obtemos 


[“/(/) dl = lim f' o /(r) dt = lim = Hm F(s) 


} 0 JV)ai = um j 0 jvt «• - 5 V-o ' * 

Esta e a equação basica para calcular o índice de desempenho ISE. No problema 
presente. 

m = x\t) 

Portanto 


lim f' x 2 (r) dt = lim Fís) 

J 0 *-o 


F(s) = ^[x 2 (r)] 

Considere outra vez o sistema de controle visto na Fig. 7.10. Para este sistema, 

X(s ) _ 5 2 -F 2 Çs 

R(s ) s 2 + 2Í5 + 1 

Portanto, para a entrada degrau unitário. 

. s 2 — 2Cs 1 5 — ( 

= 5 i _ 2Çs — í ~s s 2 + 2Çs — ■ 1 s 2 -f 2C s 4- 1 

A transformada inversa de Laplace c 

*(,) = e+cos senVl - í 2 /) « > 0) 


Portanto 


x 2 (0 = e‘ 2C ' 


1 J_ 1 - 2C 2 

2(1 -V) ~ 2 1 


~ = Vt 


Então. 


F{s) = if[x 2 (0] 


1 , 1 - 2Í 2 


5+24 


2(1 1 H JT2Í + íõ^t 5 ) (Í + 20 J + 4(1 - 1.-1 


T^T(5 + 20 : + 4(i -C 2 ) 
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Tomando o limite quando s tende a zero. resulta 


lim F(s) = 

»- o 


1 1 1 - 2Í 2 1 _ í_ 

2(1 2(1 - 2 2 


Portanto 

7 = r *>(/)<* 

_ u 

4C 

Este valor de 7. convém mencionar, é o mesmo que foi obtido pelo método direto, e 
portanto o valor ótimo de £ que minimiza 7 é 0.5. 

Teorema da diferenciação complexa. Ao calcular o índice de desempenho 

r« achamos conveniente usar o seguinte teorema da diferenciação 

Jo 

T^rèma da diferenciação complexa: Se/l I) é transformável segundo Luplace. 
então, exceto em pontos singulares de F(s), 

n<m = 


&V<M = f(s) 

Para provar isto. note que 

Portanto está provado o teorema. 

Técnica da transformada de Laplace para a computação de índices de desempe- 
nho “ITSE”. Considere a seguir o sistema visto na Fig. 7.10. com o seguinte ind 
de desempenho: 

/ = «HO* 

Novamente supomos que o sistema está em repouso ames que a entrada degrau 
unitário seja aplicada. Achemos o valor ótimo de £ que minimiza o índice de 

Usando os teoremas de integração real e diferenciação complexa, temos 
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onde 


^l«H01 = -jjfW 


F(s) = <ew(t)\ 


No problema presente. F(s) é dado pela Eq. (/.8). 


= -j/w 


1 1 , 1 - 2C 2 (s + 2Ç) 2 - 4(1 - Ç 2 ) 

2(1 -f r )(j + 2{) s 2(1 -í I )[(s + 2í) 1 +4(l 

4í(j + 20 

+ [( s - 20 ‘ +4(1 - t 0 ) J 


Usando o teorema do valor final. 

f‘«H0* = i™[-£ÍW] 

Tomando o limite de - dF(s)lds quando r tende a zero, obtemos 


“ 2(1 -C r )4í 2 


1 , 1 - 2 Ç 1 2( 2 ^_1 _ j _ 


2(1 - C 5 ) 4 7 2 


= í 2 + ^ 


Portanto 


7= \~tx\t)dt 

= n - 1 (7.10) 

^8C 2 

Para se obter o valor ótimo de £ que minimiza 7. diferenciamos 7 com relação 


sr 2 í - 4 T >=° 

que resulta no seguinte: 

C = 0,595 

Claramente. 7*7 /7£ 2 >0.0 valor ótimo de £ é 0.595. e o valor mínimo de 7 e 


min. 7 — 0,595 2 + g x Q 5952 


= 0,71 
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Problemas Ilustrativos e Soluções 


Problema A.7.1 Determine o erro estacionário na saída de um sistema de controle linear com 
realimentação unitária quando a entrada é dada por 

r(t) — r 0 + r,/ + y ' 2 

Solução. O erro estacionário e a soma dos erros devidos a cada componente de entrada. 
Portanto, o erro estacionário e determinado como 

1 + K p K t K e 

O erro estacionário se toma infinito a menos que o sistema seja de ordem 2 ou maior. 

„ Problema A.7.2 Considere o sistema de controle com realimentação unitária com função de 

transferência do ramo direto G(s). Suponha que a função de transferência de malha-lechada 
pode ser escrita como 

C(s) _ G(s) (TgS 4- l)(7ys 

R(s) 1 +G(j) 1)(7 2 j + ])••• (7> 4 1) 

Mostre que 


f" e{t)dt = (T, 4- T z -4 • ■ • 4- T„) - (T. - T b 
J 0 


onde e(t) é o erro na resposta a degrau unitário. Mostre também que 


lim sG(s) 

1-0 


= (T, 4 T 2 


r„)-(T a ~ r b 


Solução. Vamos definir 

(7> 4 1 )<J b s + I) - - • (T m s 4 1) = P(s) 


(T x s + 1 XT l5 + 1) • • • (Tj + I) = Q(s) 


C(s) _ P(s) 
R(s) Q(s) 


r( . _Q(s)-P(s) p 

£(J) W) R{) 


Para uma entrada degrau umtano. R(s\ = Ms. Portanto. 
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= C<*> ~ f il> 

t[s> sQtsi 
E usando o fato de que 


í g/t) dl — lim = lim £($) 
J ,-o 5 m~o 


obtemos 


r- , . . , 0(s) — P(s) 

f «war-to iQ(s — 


Q'(s) - TO 

" K Q(S) 4 sQ (s) 
= lim [Q'(í) - Pis)] 

i-O 


lim P'(s) = T a 4- T b 4 • • • 4 T m 

i-O 

lim Q'(í) = T x 4 T z + • • • 4 T n 

t—0 


j e(t)dt = (T x 4 7*2 4 * * ■ 4 (T a 4- T b 4 


Observe que. como 


, _ i L_ 

\ ei ndí ^ lim 5G(5) 

0 í -o 


imediatamente obtemos a seguinte relação 


lim sG(s) 

t—0 


= (7, + r 2 4- • ' • 4 Tn) — (T a 4 T b 4 • * • + £m) 


Observe que zeros irão melhorar A r . Pólos perto da origem causam coeficientes de erro de 
velocidade baixos a menos que haja zeros na vizinhança. 

Problema A.7.3 Compare os erros dos sistemas de controle com realimentação unitária 
tendo as seguintes funções de transferência de ramo direto: 

C ' W = S7TT)’ C:W = D 

Supõe-se que a entrada é 


r(t) = 5 — 2/4 3/ : 
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Solução. Como 

£,(5) _ 1 _ 


R(s) 1 Hr C,(J) 10 - j + 5 2 

= 0,1* + 0,09* 2 - 0,01 9* 3 + 


E z (s) 1 s - 2 * 2 


Ris) 1 - G 2 (s) 10 - * + 2* 2 

= 0,1* - 0,19* 2 - 0.039* 3 + ••• 

ai funções têmporas de erro são dadas por 

lim e,(r) = lim [0,1(2 + 6/) + 0,09 X 6] 


lim e/r) = lim [0,1(2 + 6r) + 0,19 X 6] 

/—et (— ot 


Segue-se que 

lim e x (t) < lim ejÕ) 


Problema A.7.4 Considere o sistema cuja função de transferência de malha-fechada e 


Ris) s‘ - 2Çs -f- 1 


(0 < C < D 


Calcule f’ cHudt para uma entrada impulso umtano. 

'</ 

Solução. Para uma entrada impulso unitário. Ris) - 1. Portanto. 


j ! -2(s + i vi — ç- -t- C>- + i -í ! 


A transformada inversa de Laplace de C(s> é 


c(0 = - - e~ { *sen «/l — C z * (*>0) 


Como c*Oj é 


c 2 (r) = ^e" 2f 'sen 2 «/l — í 2 f 


~~r 2 e ~ K, \( 1 — cos 1 — C 2 0 


l-£ 2 2 
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obtemos 



jcHO = k]k]e 2X '‘ + 2k,k 2 X^ 2 e“" l ' u - k\k ie lx « 

O índice de desempenho então se toma 
J= f“[x 2 (/) + JC 2 (/)]<// 

= J”[A: 2 (1 4- Afie 22 ’' + 2M : (1 - A,Â 2 )* w,+i,> ' + + ti)e u "]dt 

Fazendo a integração e calculando em / = * e t = 0. e obsedando que as panes reai s de X , e X, 
são negativas, obtemos 
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é o valor ótimo de Ç. Portanto, se Ci ' e< : ent ®° 


min. J = C + Xf — ^ 414 


Se c\ > 0.62ci. então a Eq. (7. 14) se toma 
r _ jc\ — cl ^ 0 9 

^V“sr > \2 2 

Mas £ está limitado entre 0 e 0.9. Ponamo a Eq. (7. 14, não fornecera o valor ótimo de {. Para 
se determinar o valor otimo de £. definimos 

c\ = (0,62 + lh)c\, h > 0 

Então podemos escrever a Eq. (7.13) como segue: 

r -(r+°*y^U+c,c, 


. /r.or-ariafifi<;valoresderiecnpodeserobtidominimizando-se 

O valor ótimo de Ç que minimiza./ para dados valores ae c ,c c . ^ 
a seguinte expressão I com relação a £. 


/ = í + 


0,81 - h 


, «oi . i, Fnirptanto este valor de C não pode ser obtido 

p°or í:^ e c~0< an f* { 0.9. Comoovalordelaomenuquandoídrmmniapadrrde 

7/0.81 + h. o valor ótimo de £ quando rj > O.o-r, e u. . 

Resumindo, o valor ótimo de £ é 


7edá0,62n 

= 0,9 se C 1 > 0,62c! 


Problema A.7.6 Calcule os seguintes índices de desempenho: 


JjKOWc 

f o / 1 e(t) | df, 

f~/[k( 0 l + \é(t)\\dt 

J 0 


para o sislema 


cíí) ! (C > D 

R(s) “ j- - r 2C í - 1 

£( 5 ) = = R(s) - C(s ) 


Suponha que o sistema está inicialmentc em repouso eé sujeito a uma entrada degrau unitário. 
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Solução. Para uma entrada degrau unitário, R(s) - l/s e 

EY \ _ fS + 2 C 5 J_ 

~ 5* + 2Cs + 1 s 

-Ç + v / C rzr i 1 I C -/C 73 ! * — 

2VC 2 - i 5 + C + Ví 2 — 1 2 Ví : - 1 j + C - vC- - 1 

Paraç» 1. o sistema não apresenta sobre-sinal. Portanto \eit) = c(r) para todo; s* 0. Oi 
dados índices de desempenho podem então ser computados como segue: 


1. (” \e(t)\dt = ^~e(t)dt 


= lim E(s) 

í-0 


-O VÇ 2 - i 1 C + ^C 2 - 1 1 

' 2 \^ z - 1 í + Ví 2 - 1 2 VC 2 - 1 C - VC 2 - 1 

= 2Í (C>1) 


J/IKOI* = \“te(t)dt 

= s[ _ s £(s) ] 


-cwnZí 


~ V-o L 2v^í^^i (í-C+V^-D 1 

_ ' 

2 a/Í 2 - 1 " (5 + í “ ^í 2 - D 2 J 

= 4Í 2 — 1 (Í^D 

3. Observando que èil) < 0 e | élt) = — élt) para 1 ^ 0. obtemos 

J“ /(ie(/) | + | é(t) I) dl = J~ [/e(/) - té{t)) dt 

=', ,n ;[-s £(I)+ á i£(í> ] 

= lim [(— 1 + 5 ) ^£(í) + £(*)] 

= 4Í 2 — 1 -F 2Í (í > 1) 

Para fins de comparaçáo. forneceremos alguns outros índices de desempenho calculados 
para o mesmo sistema.[ Referir-se às Eqs. (7.9), (7.10) e (7.15).] 


J e 2 (t) dt = í + ^ (í > 0) 
J" W*(0 * -C 2 +jp (C > 0) 

j” [e 2 (0 + è 2 (01 dt = í + ^ (í > 0) 
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Gráficos destes seis índicesde desempenho são vistos na Fig. 7.8 em função de UNote que as 
cuj-vas vistas na Fig. 7.8 são validas para í > 0. Os tnes índices de desempenho calculados 
neste problema são válidos apenas para ç ^ 1.) 


Problemas 

Problema B.7.1 Mostre que o erro estacionano na resposta a entradas em rampa pode ser 
feito nulo se a função de transferência de malha-fechada e dada por 

C(s) 0n-iS ^ o» 

R(s) s" + fliS'’" 1 — • • • — a„-iS -r 0 » 

Problema B.7.2 Obtenha os coeficientes de erro de velocidade dinám.co dos seguintes siste- 
mas: 

C(s) 10 

!• R(s) (s + 1 >(5^ 2 +2s + 10) 

C(í) 3r ri- 10 

2- /?(s) ' 5s z — 2s -r 10 


Problema B.7.3 Considere o sistema de controle com reaiimentaçáo unitária cuja função de 
transferência de malha-aberta é 



Problema B.7.4 Considere o sistema visto na Fig. 7.11. Suponha que a entrada é uma entrada 
em rampa, ou 


r(f) = at 

0nd 'Most U requ?rju“^Xle^equadamenle o valor de K„ o erro estacionano na resposta a 
entradas em rampa pode ser feito nulo. 



Fig. 7.11 Sistema de controle. 


Problema B.7.5 Considere um sistema descrito por 
x + 2íx + * = 0 
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Determine o valor do coeficiente de amortecimento Ç de tal forma que 
i * (x : -r V* 2 ) dt ÍM>0) 
seja minimizado. 

Problema B.7.6 A função de transferência de malha-fechada para uma entrada de perturbação 
n(t) e dada por 

C(s ) _ s(s - a) 

Ms) s 2 + as - 10 

Determine o valor da constante a de tal forma que a integral do erro quadrático devido a uma 
perturbação em degrau seja minimizada. 

'Problema B.7.7 Considere um sistema de controle com reaiimentação unitária com a função 
de transferência de malha-aberta 

v (a + b)s + ab 
G(s) = 

Para uma entrada degrau urutáno. calcule os seguintes índices de desempenho: 

J. = f " e 2 (t) dt 
y, = f “ te 2 (t) dt 

J 0 

S e a = h quais são os valores de J , e J;' 1 
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8 


O Método do 
Lugar das 
Raízes 

8.1 INTRODUÇÃO 

A característica bási ca da re sp osta transitória de_ jLm_sisl£im. em_ malha- 
fechada é délêrífunãaãa^ da malha-fec hada. Portanto, em proble- 

mas' 'de - áriálTsê7Fim?íõrtairtêlõcãlizar os pólos em malha-fechada no plano s . No 
projeto de sistemas em malha-fechada. queremos ajustar os polos e zeros de 
malha-aberta de modo a colocar os pólos e zeros em malha-fechada nas posiçoes 

desejadas do plano s. _ . 

Os pólos de malha-fechada são as raízes da equaçao característica. Para 

determiná-los necessitamos fatorar o polinómio característico. Em geral, este 
procedimento e trabalhoso se o grau do polinómio característico e tres. ou maior. 
As técnicas clássicas de fatoração de polinómios não são convenientes porque 
conforme varia o ganho da função de transferência em malha-aberta. devem ser 

repetidos os cálculos. . _ . . e ■ 

Um método simples para determinar as raízes da equaçao característica toi 

desenvolvido por W. R. Evans e é extensivamente usado em engenharia de con- 
trole. Este método, denominado método do lugar das raizes, é um método pelo qual 
as raízes da equação característica são colocadas em um grafico para todos os 
valores de um parâmetro do sistema. As raízes correspondentes a um valor particu- 
lar deste parâmetro podem então ser localizadas no gráfico resultante . Note que o 
parâmetro usualmente é o ganho, porém qualquer outra vanavel da função de 
transferência em malha-aberta pode ser utilizada. Salvo menção em contrano 
suporemos que o ganho da função de transferência em malha-fechada e o parametro 
a ser variado através de todos os seus valores, isto é. de zero a infinito. 

Método do lugar das raízes. A idéia básica na qual se baseia o método do lugar 
das raízes é que o valor de s que faz a função de transferência pelo laço ser igual a - 
deve satisfazer a equação característica do sistema. 

O lugar das raízes da equação característica do sistema em malha-tecnaoa. 
conforme o ganho é variado desde zero até infinito, dá ao método o seu nome. U 
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gráfico con-espondente mostra claramente as contribuições de cada polo ou zero de 
malha-aberta nas localizações dos pólos em malha-fechada. 

0 método do lugar das raízes nos possibilita determinar os polos em malha- 
fechada a partir dos pólos e zeros de malha-aberta, considerando o ganho como 
parâmetro. Consequentemente, evita dificuldades inerentes as técnicas classicas. 
fornecendo uma imagem gráfica de todos os pólos de malha-fechada para todos os 
valores do ganho da função de transferência em malha-aberta. 

No projeto de um sistema de controle linear, venticamos que o método do 
lugar das raízes se toma muito útil desde que indica a maneira pela qual os polos e 
zeros em malha-aberta devem ser modificados de modo que a resposta satisfaça as 
especificações de desempenho do sistema. Este método é particularmente conve- 
niente para se obter resultados aproximados muito rapidamente. 

Desde que o método e grafico na determinação das raizes da equaçao carac- 
terística. ele fornece um procedimento gráfico eficaz para determinar as raízes 
de qualquer equação polinomial que resulte de um estudo de sistemas físicos. 

Esboço do capítulo. Na Seção 8.2 introduziremos os conceitos que sustentam o 
método do lugar das raízes. A Seção 8.3 apresenta o procedimento geral para 
esboçar os lugares das raízes. Seguindo esta apresentação, na Seção 8.4 analisare- 
mos sistemas de malha-fechada pelo uso do método do lugar das raizes. ( A aborda- 
gem de lugar das raizes no projeto de sistemas será discutida no Cap. 10.) 

8.2 DIAGRAMAS DE LUGAR DAS RAÍZES 

Condições de ângulo e amplitude. Considere o sistema indicado na Fig. 8. 1 . A 
função de transferência em malha-fechada é 

C(s) G(s) (8.1) 

R(s) 1 - G{s)H(s) 

A equação característica para este sistema em malha-fechada é obtida igualando-se 
o denominador da fração do segundo membro da Eq. (8.1) a zeio. Isto é. 

1 - G(s)H(s) = 0 

ou 

G(5)H(S )=- 1 (8 - 2) 

Desde qu eG<s)H(si é uma quantidade complexa, a Eq. (8.2) deve ser desmembrada 
em duas equações a fim de se igualar os ângulos e os módulos de ambos os membros 
da equação, respectivamente, para obter 

Condição de ângulo: 

IG(s)H(s) = ±m°(2k -f 1) (Ar = 0, 1, 2, . . .) (8.3) 

Condição de módulo: 

\G(s)H(s)\= 1 (84 > 

Os valores de s que satisfazem as condições de ângulo e módulo são as raízes 
da equação característica, ou os pólos de malha-fechada. Um gráfico (ou diagrama) 
dos pontos do plano complexo que satisfazem apenas a condição do ângulo é^o lugar 
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Fig. 8.1 Sistema de controle. 


das raízes. As raízes na equação característica (os pólos em malha-fechada) corres- 
pondentes a um dado valor do ganho podem ser determinadas a partir da condição 
de módulo. Os detalhes da aplicação das condições de ângulo e módulo a fim de se 
obter os pólos em malha-fechada estão apresentados na Seção 8.3. 

Gráficos de lugar das raízes para sistemas de segunda-ordem. Antes de apresen- 
tarmos um método para construção destes gráficos em detalhes, será ilustrado um 
gráfico do lugar das raízes para um sistema simples de segunda-ordem. 

Considere o sistema indicado na Fig. 8.2. A função de transferência em 
malha-aberta G{s)H(s) é 

A função de transferência em malha-fechada é então 

C(5) _ K 
Ris) — s z -j- s -F Â' 

A equação característica é 

— j -F A = 0 (8 5) 

Desejamos determinar o lugar das raízes desta equação conforme K varia desde 
zero até infinito. 

A fim de ilustrar claramente qual o aspecto do gráfico do lugar das raízes para 
este sistema, obteremos inicialmente as raízes da equação característica analitica- 
mente em termos de K. e então variaremos K desde zero até infinito. Deve ser 
notado que este não é o modo apropriado para construir o gráfico do lugar das 
raízes. O modo apropriado é através de uma abordagem gráfica de tentativa-e-erro. 
e o trabalho gráfico pode ser muito simplificado aplicando-se as regras gerais a 
serem apresentadas na Seção 8.3. (Obviamente, se puder ser encontrada facilmente 
uma solução analítica para as raízes da equação característica, não há necessidade 



R{S) 

K 

C(s) 

* 


s(s + 1) | 



Fig. 8.2 Sistema de controle. 
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de se utilizar o mélododo lugar das raizes.) As raizes da equação característica. Eq. 
(8.5). são 



raízes são reais para A « 1/4 e complexas para A > 1/4. 

O lutar das raizes correspondente a todos os valores de k esta indicado na Hg. 

8 ’.lal oluear das raízes está graduado com K como parametro. (O movimento da- 
raizes conformeA 1 jumenta é indicado por setas.) Uma vez desenhado o grafico^ 
rmdemoHmediatajnente determinar o valor de K que fornecera uma raiz. ou um 
polo em malha-fechada. em um ponto desejado. Desta analise, e claro que os po o 
em malha-fechada correspondentes a K = 0 são os mesmos polos deGI.wW.tr 
Conforme o valor de K aumenta desde zero ate 1/4. os polos de malha-fechada 
movem se nara o nonto (- 1/2; 0). Para valores de K entre zero e 1/4. todos os polo. 
d^malha^fechada^estão sobre o eixo reid Esta e a situação correspondente a um 
sistema superamortecido. e a resposta impulsiva nao e oscilatona. Em A. - I/4.0S 
do, s pólos de malha-fechada reais se igualam. Esta situação corresponde ao caso do 
sistema criticamente amortecido. Conforme K aumenta a ''''/'ffioà 

malha-fechada tomam-se complexos, posicionando-se fora do eixo retd. e de ido a 

parte real dos pólos de malha-fechada ser constante para K > 1/4. os polos de 
rmlha fechada movem-se ao longo da reta s - — 1/-- Portanto, para A • 
sistema comporta-se como subamortecido. Para um dado valor de^umdos polos 
conjugados de malha-fechada move-se para s I- J * Q 
move-se para a = - 1 /2 —j x . 
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Mostraremos que qualquer ponto sobre o lugar das raizes satisfaz a condição 
de ângulo. A condição de ângulo dada pela Eq. (8.3) é 


K - =. — Is — Is — 1 — ±180°(2A: + 1) (k = 0, 1, 2, . . .) 
5 ( 5 + 1 ) k- 


Considere o ponto/ 5 sobre o lugar das raizes indicado na Fig. 8.3(b). Os numeros 
complexos .v es + 1 possuem ângulos 0, e 6*. respectivamente, e módulos |.v| e .v ^ 

I respectivamente. ( Note que todos os ângulos são considerados positi v os quando 
são medidos no sentido anti-horário. ) A soma dos ângulos 6 , e nitidamente e 1 80°. 

Se o ponto/ 5 estiver localizado sobre o eixo real entre 0 e — 1 , então 6] = 180° e 

= 0° Portanto, verificamos que qualquer ponto sobre o lugar das raízes satisfaz a 

condição de ângulo. Notemos também que se o ponto P não for um ponto sobre o 
lugar das raízes, então a soma de 0, e d 2 não e igual a ± 180°(2/; +1). onde k - 
0. 1. 2. .. Portanto, os pontos que não estiverem sobre o lugar das raizes nao 
satisfazem a condição de ângulo e. portanto, não podem ser pólos de malha-fechada 
para quaisquer valores de AC 

Se os pólos de malha-fechada forem especificados no lugar das raizes, então o 
valor correspondente de K é determinado pela condição do módulo Eq. (8.4). Se. 
por exemplo, os pólos de malha-fechada selecionados saoí,= - 1/2 ~j 2. então o 
valor correspondente de A é determinado de 


\G(s)H(s)\ = 


A 

s(s — 1) * = -(!,' l) + j 


ou 


K = |í(5 + 1 ) |i = - (1/D+/2 — -Ç 


\ Desde que pólos complexos são conjugados, se um deles por exemplo, s [/- 

+j2, é especificado, então o outro é automaticamente fixado. No calculo do valor 
de K. qualquer um dos pólos pode ser utilizado. 

Do gráfico do lugar das raízes fornecido na Fig. 8.3(a). verificamos claramente 
os efeitos de variações no valor de K no comportamento da resposta transitória em 
relação ao sistema de segunda-ordem. Um aumento no valor de A diminuira a 
. relação de amortecimento ç. resultando em um aumento na sobrelevaçao da res- 

posta Um aumento no valor de K também resultará em um aumento nas frequên- 
cias natural não amortecida e amortecida. (Se K é maior do que o valor cnUco que 
corresponde a um sistema criticamente amortecido, um aumento no valor de A nac 
afetará o valor da parte real dos pólos em malha-fechada.) A partir do grafico do 
lugar das raízes, é evidente que os pólos de malha-fechada sempre estarao no 
semiplano esquerdo do plano5; consequentemente, mdependentemente de quanto 
o parâmetro K for aumentado, o sistema sempre permanecera estável , desta forma, 
o sistema de segunda-ordem é sempre estável. ( Note. entretanto, que se o ganho for 
ajustado em um valor muito alto. os efeitos de alguma das constantes de tempo que 
foram desprezadas podem tomar-se importantes, e o sistema que e supostamente 
de segunda-ordem, porém efetivamente de ordem maior, pode lomar-se tnsUveU 
A Tabela 8 1 fornece uma coleção de gráficos simples de lugares de raizes. 
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Tabela 8.1 Coleção de gráficos de lugares das raizes simples 


G(S)M (s) j 

Localizações do 
pólo-zero de malha- , 
aberta e lugares 
das raizes 

G(s)H(s) 

i 

Localizações do 
pólo-zero de malha- ( 
aberta e lugares 
das raízes 

K_ 

s 

jw | 

— 1 

1 

a 

K 

S* 



a 

K 

jw 1 

* 


K 

jw 1 

í y«*M 

j-yj; 

s + p 

- p 

<T 

S 2 -*• U>1 2 

K"(S+/) 

S+P 

(/ > p) 

1 n 

JU , 

■ 

K 

1 '“' 

j* 1 

-p 

a 

(S + c) 2 + wi 2 

— <T 

LJJ 

o 

- jMiy 

1 

K{S +z) 

1: 

í 

K 

1 

jw, 


S + P 

U< P> 

-p -* 

cr 

(S +0,1(5 +P 2 ) 

li 

1 " Pl 

-Pz 

<J 


Lugares de ganho constante. A Fig. 8.4 mostra um gráfico dos lugares de ganho 

constante do sistema indicado na Fig. 8.2. 

Os lugares de ganho constante para este sistema foram obtidos a partir da 

condição de módulo: 



Fig. 8.4 Grafico dos lugares de ganho constante do sistema indicado na Fig. 8.2. 


plano G(s)Hls>, como indicado na Fig. 8.5. [Note que o plano complexo aqui 
empregado não é o plano s. mas o plano G(s)H<s).} 

Os lugares das raízes e os lugares de ganho constante no plano s constituem 
mapeamentos conformes dos lugares de Gls)H(s) - ~180°(2Á- + 1) e de 
G(s>H<s) = constante no plano G(s)H(s). 

Desde que os lugares de fase constante e ganho constante no plano G(s)Hls) 
são ortogonais, os lugares das raízes e os lugares de ganho constante no plano s 
também sáo ortogonais. A Fig. 8.6{a) mostra os lugares das raízes e os lugares de 
ganho constante para o seguinte sistema: 


G(s) = 

w s z + 2s 


2 ) 


3’ 


ms) = i 


\G(s)H(s)\ = 


K 

+ 1 ) 


= 1 


ou 


Verifique que devido à configuração de pólo-zero ser simétrica em relação ao eixo 
real. os lugares de ganho constante também são simétricos em relação ao eixo real. 

A Fig. 8.6(b) mostra os lugares das raízes e de ganho constante para o sistema: 


|j(s+l)| = * 

Os pontos do plano complexo que satisfazem a Eq . (8 .6) para um dado K constituem 
um lugar de ganho constante. 

Ortogonalidade entre os lugares das raízes e os lugares de ganho constante. Con- 
sidere o sistema indicado na Fig. 8.1 . No plano G(s)H(s) os lugares de \G(s)H(s)\ = 
constante são circunferências com centro na origem . e os lugares correspondentes a 
Gls)H(s) = ± 1 80°(2Á + \)(k = 0. 1.2....) permanecem sobre oeixo real negativodo 


C «> = ÍIFTWT)' "«=' 

Note que devido à configuração dos pólos no plano s ser simétrica em relaçáo ao 
eixo real, e em relação à reta paralela ao eixo imaginário passando pelo ponto (<r = 
- I . w = 0). os lugares de ganho constante são simétricos em relaçáo à retaoi = 0 
(eixo real) e à reta cr = - 1. 
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Fig. 8.5 Gráficos dos lugares de ganho constante e fase constante no plano GtsiHls). 




8.3 DOIS EXEMPLOS ILUSTRATIVOS 

Nesta seçáo apresentaremos dois exemplos ilustrativos para construção dos 
gráficos de lugar das raízes. Utilizaremos determinações gráficas, combinadas com 
inspeção, para determinar os lugares das raizes sobre os quais as raizes da equação 
característica do sistema de malha-fechada devem permanecer. Embora empre- 
guemos apenas sistemas simples para fins de ilustração, o procedimento para 
determinar os lugares das raízes para sistemas de ordem maior não e mais compli- 
cado. 

O primeiro passo no procedimento para construção do gráfico do lugar das 
raizes é determinar os lugares das possíveis raizes utilizando a condição de ângulo. 
Posteriormente, os lugares das raízes são calibrados ou graduados usando-se a 
condição de módulo. 

Como as medidas gráficas de ângulos são envolvidas na análise, esboçando-se 
o lugar das raizes em um papel de gráfico, verifica-se a necessidade de usar as 
mesmas escalas nos eixos das abscissas e das ordenadas. 


Exemplo 8.1 Considere o sistema indicado na Fig. 8.7. (Suporemos que o valor do ganho A' é 
positivo.) Para este sistema. 


malha-aberia são indicadas por cruzes. ( As posições dos zeros de malha-aberta serão indica- 
das neste livro por pequenas circunferências.) Note que os pontos de partida dos lugares das 
raízes (os pontos correspondentes a K = 0). são os pólos de malha-aberta. O número de 
lugares das raízes individuais para este sistema é três. que é igual ao número de pólos de 
malha-aberta. 

Para determinar os lugares das raizes sobre o eixo real. selecionamos um ponto de teste s . 
Se o ponto de leste estiver sobre o eixo real positivo, então 

[s_ = ls 4- 1 = Is + 2 = 0 o 

isto indica que a condição de ângulo não pode ser sausfeita. Consequentemente, não há 
nenhum lugar das raizes sobre o eixo real positivo. Postenormenie. selecione um ponto de 
teste sobre o eixo real negativo entre 0 e - 1. Então. 

/_s_ = 180', Is + 1 = is + 2 = 0 e 

Portanto. 

— I s — -f 1 — /s • 4* 2 — — 1 80° 

c a condição do ângulo é satisfeita. Portanto, a parte do eixo real negativo entre 0 e - 1 
constitui uma parte do lugar das raízes. Sc um ponto de teste for selecionado entre - 1 e - 2. 
então. 


G{S) ~ s{s - IX* - 2)’ H{S) 1 

Esbocemos o gráfico do lugar das raizes e determinemos postenormente o valor de A' para que 
a relação de amortecimento £ de um par de pólos de malha-fechada complexos conjugados 
dominantes seja 0.5. 

Para o sistema dado. a condição de ângulo fornece 


IM - l Ss - il + 2) 

= — / s — js -t- 1 — fs -F 2 
= ±180'-(2* + 1) (k = 0, 1,2, ...) 


jj_ = js + 1 = 180', ,ls 2 = 0' 


Verifica-se então que a condição de ângulo não será satisfeita. Portanto, o eixo real negativo 
desde - I ate -2 não corresponde a uma parte do lugar das raizes. Analogamente, se um ponto 
de teste for localizado no eixo real negativo desde -2 ate — a condição de ângulo scra 
satisfeita. Consequentemente, existirá um lugar das raizes sobre o eixo real negativo entre 0 e 
- | e entre -2 e 

2. Determine as assintotas dos lugares das raizes. As assintotas dos lugares das raizes, 
conforme s tende a infinito, podem ser determinadas como segue: Se um ponto de teste é 
selecionado muito distante da origem, então 


lim G(s ) — lim 


;""s[s + IX* + 2) 


lim 


K 

s* 


A condição de modulo é 


|CWI = 


K 

sis - IX* 4- 2) 


= I 


c a condição de ângulo fornece 

— 2[_s_ = ±180°(2A + I) (* = 0,1,2,...) 


ou 


Um procedimento típico para esboçar o gráfico do lugar das raizes é o seguinte: 

1 . Determine os lugares das raizes no eixo real. O primeiro passo na construção de um 
gráfico do lugar das raízes é localizar os pólos de malha-aberta. s ~ 0. j = - 1 . e j = -2 no 
plano complexo. (Não há zeros de malha-aberta neste sistema.) As posições dos pólos de 



K 


1 

r i 

s(s *,l)(s + 2) 


Fig. 8.7 Sistema de controle. 


Ângulo da assintota = 


±180°(2A + 1) 
3 


Desde que o ângulo se repete conforme k é variado, os ângulos distintos para as assintotas são 
apenas 60°. -60° e 180°. Portanto, há três assintotas. Aquela correspondente ao ângulo de 
180° está sobre o eixo real negativo. 

Antes de desenhar estas assintotas no plano complexo, devemos determinar onde elas 
interceptam o eixo real. Desde que a equação caracteristica deste sistema é 


sis -r 1)(* - 2) 


367 


366 


ou 

s 3 — 3 s 2 +2. s = — À' 

se j é suposto muito grande, podemos então aproximar esta equação característica pela 
seguinte equação: 

(4 + l) 3 - 0 

A abscissa da mtersecção da assintota no eixo real pode ser obtida substituindo-se 4 = (T„ e 
determinando-se a solução da equação paraov Portanto. 


O a = — 1 

e o ponto da origem das assintotas e (— I , Ü). Estas assintotas constituem partes do lugar das 
raizes nas regiões muito distantes da origem. 

3. Determine o ponto de separação de partida. Para desenhar precisamente o gráfico do 
lugar das raizes devemos determinar o ponto de separação de partida, onde os ramos do lugar 
das raizes originários dos pólos 0 e - 1 separam-se (conforme K é aumentado) do eixo real e 
movem-se para o plano complexo em pontos com parte imaginária não nula. 0 ponto de 
separação corresponde a um ponto no plano 4 onde são encontradas raízes múltiplas da 
equação característica. 

O ponto de separação ( -<r b . 0) pode ser determinado como segue: Suponha um ponto de 
teste que esteja próximo ao eixo real negativo entre 0 e - 1 conforme indicado na Fig. 8.8. Se 
denotarmos a distância vertical do ponto de teste, medida a partir do eixo real negativo, por 5. 
então os ângulos 0,. 0. e0 3 dos números complexos4. 4 - 1 ei t 2. respectivamente, podem 
ser escritos como segue: 



Juí 




rJ 1 

f*- Ofi*- 



\ 

0 2 




Fig. 8.8 Determinação do ponto de separação de partida. 
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Para um valor pequeno de ô. 


9, = 180= - í 


-O b + 1 


A condição de ângulo 

0 , - 0 ; -03 - 180 " 


ò <L_ 

a b — a b - 


a b o b — 1 a b - 2 
Resolvendo a Eq. (8.7). obtemos 

3 aj - 6a b - 2 - 0 

resultando 

a b = 0.423, o b 1,577 

posteriormenle fazendo uma correção para este valor aprox.mado de 

É disponível um método alternativo para detentt, nação do pontode separação de partida. 
Apresentaremos este método a seguir: Vamos escrever a equaçao característica como 

/(5) = Ais) -r KBis) = o (8 - 8) 

onde Aís) e B(s) não contém K. Note qu efis, = 0 possui raízes múltiplas nos pontos onde 


Da Eq. (8.8). obtemos 


= A (s) 4- KB\s) = 0 
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onde 


•4'U) = 


BM = 

0 valor particular de K que fornece raízes múltiplas da equação caractenstica e obtido da Eq. 
(8.9i como 

_ ,4'(j) 

~ B\s) 

Se substituirmos este valor de K na Eq. (8.8). obtemos 

fU) = AU) - ^B(s) = 0 


A(s)B'(s) - A'0)B(s) = 0 (8.10) 

Se a Eq. (8.10) for resolvida em relação ai. os pontos onde ocorrem raízes múltiplas podem 
ser obtidos. Por outro lado. da Eq. (8.8) oblemos 

v _ /4(j) 


dK = A’(s)B(s) - /l(i)g'( 5 ) 

ds B 2 (s) 

SedKids é igualado a zero, obtemos uma equação idêntica a Eq (8. 10». F^rtanto. os pontos de 
separação de partida podem ser simplesmente determinados das raizes de 

ds 

Deve ser notado que nem todas as soluções da Eq. (8. 10) ou àedKlds = 0 correspondem a 
pontos de separação de partida verdadeiros. Demonstraremos este fato utilizando o exemplo 
presente, onde 

fis) = s> + 3 j j + ls + K = 0 ( 811 ) 

Refenndo-se ao gráfico de ficr) versus cr indicado na Fig. 8.9. note que os pontos P e Q 
correspondem a dflcritdcr = 0. É claro que o ponto 0 corresponde a Á'< 0. o que significa que o 
ponto Q não pode ser um ponto de separação de partida do sistema sob consideração. (Se num 
ponto no qual df\s)lds = 0 o valor de K corresponder a um valor real positivo, então o ponto 
considerado é um ponto de separação de partida verdadeiro.) 

Para o presente exemplo, da Eq. (8.11) obtemos 


À' = -sis + 1)(j t 2) = — is* + 3$ 2 + ls) 
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Impondo que dKlds — 0, obtemos 


d A = —Os 1 - 6s - 2) = 0 
ds 


-0,423, 5 = — 1,577 


Desde que o ponto de separação de P^‘ d * ^ o cãlculo dos valores de 


K correspondentes a í = -0.423 e i = - 1.577 fornece 


K = 0,385 para j = -0.423 
K = -0,385 para s= -1,577 


4. Determine o* pomos onde os lutm.es das ^^^3^0^ 


4. Determine os pontos onucw Tf”.. rnt ério de estabilidade de Routh como segue 
pontos podem ser determinados util.zando-se o cntenc > 

Desde que a equação característica para o prestn 


t 3 _(_ 3*1 + 2 j + K = 0 


o arranjo de Routh resulta em 


6 - K 
3 




3 


O valor de A que faz com que o termoí 1 na primeira coluna seja igual a zero e A' = 6. Os pontos 
do cruzamento do eixo imaginário podem ser determinados pela solução da equação auxiliar 
obtida a partir da linha isto e. 

3 5 : - A' = 3i : — 6 = 0 
que fornece 

* = =/VT 

As frequências dos pontos de cruzamento no eixo imaginano são portanto w = r \ T O valor 
ilo ganho correspondente aos pontos de cruzamento é A' = 6. 

Uma abordagem aJtemauva é substituir s = jiu na equação característica, igualar tanto a 
parte real como a parte imaginaria a zero. e então resolver param e A Para o sistema dado. a 
equação característica, com .s - jw, é 

( jcoy - MJ(ú) 2 - 2 Oto) + K = 0 

ou 

( K - 3o) 2 ) 4- j(2(o — cu 3 ) = 0 

Igualando-se a zero as partes real e imaginaria desta última equação, obtemos 
K - 3 ü) 2 = 0, Iço — (o 3 = 0 
da qual 

Cd = ±*fl % K = 6 

Portanto, os iugares das raizes cruzam o eixo imaginário em w = r \ e o valor de K nos 
pontos de cruzamento é 6. 

5. Escolha um ponto de tesie na vizinhança do ei xo /m cda origem, como indicado na Pig 
8. 10. e aplique a condição do ângulo. Se um ponto de teste estiver sobre um lugar das raizes, 
então a soma dos três ângulos ff x $« + deve ser 1 80". Se o ponto de teste não satisfizer a 
condição do ângulo, selecione um outro ponto de teste ate que este a satisfaça. (A soma dos 


i 


lugar das raízes. 
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ángu los do ponto de teste indicara em que direção e senüdo o ponto de teste deve ser movido. ) 
Continue este processo e localize um numero suficiente de pontos que satisfaça a condição do 
ângulo. 

6. Baseado na informação obtida dos passos anteriores, de-senhe um gráfico completo do 
lugar das raízes, como indicado na Fig. 8.1 1. 

7. Determine um par de pólos de malha-fechada complexos conjugados dominantes tais 
que a relação de amortecimento £ seja 0.5. Os pólos de malha-fechada com £ = 0.5 estão sobre 
as retas passando pela origem e fazendo ângulos de - cos -1 £ = ± cos~‘0.5= ± 60° com o 
eixo real negativo. Da Fig. 8.11. os pólos de malha-techada possuindo £ = 0.5 são obtidos 
como segue: 

r, = —0,33 + y'0,58, í 2 - -0,33 -y’0,58 


O valor de K que fornece estes pólos é determinado a partir da condição de módulo como 
segue: \ 

t? of ' • 


K = \sis + 1)(J 4 2) |, = -0,33+J0,S8 
= 1.06 



Fig. 8.11 Gráfico do lugar das raízes. 
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Usando este valor de K, é obüdo o terceiro pólo em a = -2.33. 

Note que. do Passo 4. pode ser venficado que para* = 6 os poios em malha-fechada 
dominantes estáo sobre o eixo imagmano em j = ; j \ 2. Com este valor de K . o sistema 
exibira oscilações mantidas. Para K > 6 os pólos de malha-fechada dominantes estão no 
semiplano direito do plano 5 . resultando em um sistema instável. 

Finalmente note que. se necessário, os lugares das raizes podem ser calibrados tacil- 
mente em termos de K pelo uso da condição do modulo Simplesmente escolhemos um ponto 

sobre um lugar das raízes e medimos os módulos dos tres números complexos a. s - eA * ■■ 

multiplicando estes três modulos. e o produto e igual ao valor do ganho K naquele ponto, ou 

\s\-\s + 1 M5-f2| = * 


Exemplo 8.2 Neste exemplo, esboçaremos o gráfico do lugar das raizes de um sistema com 
pólos de malha-aberta complexos conjugados. Considere o sistema indicado na rig. 8.I-. 
Para este sistema. 



Um procedimento típico para esboçar o gráfico do lugar das raizes e o seguinte 

1 . Determine os lugares das raizes sobre o eixo reai. Para qualquer ponto de teste s sobre 
o eixo real. a somadas contribuições angulares dos pólos complexos conjugados é 360°. como 
mostrado na Fig. 8.13. Portanto, a contribuição líquiaa dos pólos complexos conjugados e 
zero sobre o eixo real. A localização do lugar das raízes sobre o eixo real é determinada pelo 
zero de malha-aberta sobre o eixo real negativo. Um teste simples revela que a pane do eixo 
real negativo, entre - 2e constitui uma pane do lugar das raizes Deve ser verificado que. 
desde que este lugar permanece entre dois zeros (em s = — 2 e s = - x ). e na realidade uma 
parte de dois lugares das raízes, cada um partindo de cada um dos pólos complexos con juga- 
dos. Em outras palavras, duas raizes devem coincidir na região sobre o eixo real negativo 
entre - 2 e — 

Desde que há dois pólos e um zero de malha aberta, há uma assintota que coincide com o 
eixo real negativo. 

2. Determine o ângulo de partida dos pólos de malha-aberta complexos conjugados. A 
presença de um par de pólos de malha-aberta complexos conjugados requer a determinação do 
ângulo de partida deste pólo. É importante o conhecimento dos ângulos desde que o lugar das 
raízes próximo ao pólo complexo fornece informação de como o lugar das raizes originário do 
pólo complexo migra para o eixo real ou estende-se para a assintota 

Referindo-se à Fig. 8.14. se escolhermos um ponto de teste e mové-loem uma vizinhança 
muito próxima do pólo complexo de malha-aberta em j = ~P\. verificamos que a soma das 
contribuições angulares do pólo 5 = -p 2 e do zero s = no ponto de teste pode ser 
considerada constante em um mesmo valor. A soma de ój e -0'» permanece a mesma 
conforme o ponto de teste é movido em uma vizinhança muito próxima do pólos = -pi- Se o 
ponto de teste estiver sobre o lugar das raízes, então a soma de ó -0, e - 0 ' ; deve ser ± 180° 
(2 à + 1). onde k = 0. 1.2 Portanto, neste exemplo. 

< i>\ - (0, +0:) = ±m ( 2 k - D 


ou 

0 , = 180 a - 0 ; -F 0 ; - 180'- - 0 : - 0 , 
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j 

I 


Fig. 8.13 Determinação do lugar das 

raizes sobre o eixo real. Fig. 8.14 Determinação do ângulo de partida. 


O ângulo de partida é então 

0 , - 180 - 0 ; + 0 , = 180 - 90 - 55 " = 145 ° 

Desde que o lugar das raízes é simétrico em relação ao eixo real. o ângulo de partida do pólo 
ems = -p 3 é — 145°. 

3. Determine o ponto de separação de chegada no eixo real. O ponto de separação de 
chegada no eixo real é aquele onde um par de ramos do lugar das raízes coincide conforme À’ é 
aumentado. O ponto de separação localiza-se entre - 2 e -* sobre o ei xo real negativo e pode 
ser determinado como segue: Se um ponto de teste é escolhido sobre o eixo real. então a soma 
das contribuições angulares de um par de polos complexos conjugados é sempre 360°. Se o 
ponto de teste estiver ligeiramente fora do eixo real. entretanto, então as contribuições 
angulares não somam 360°. 

Para determinar a contribuição angular, suponha que um par de pólos complexos conju- 
gados esteja localizado conforme a Fig. 8. 15. A contribuição angular total dos pólos pode ser 
escrita 360° -Aó. onde Aó é obtido como segue: Da Fig. 8.15. 

, a . a — ò 

yr, = tan -1 Vi = tan — 

Portanto. 

. a . a — ô 
V\ - Vz = tan " 1 j - tan — y- 

ou. 

a — 6 

b b bÔ 

tan (\u ■ — Vi) t = ~r~. : j 

r T , a(a — o) b‘ — a — aò 

1 b 1 
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Se 61a « 1, então. 


. / -v uw 

V: - - ^2) = a z _ fri 

A soma das contribuições angulares de um par de pólos complexos conjugados e igual a duas 
vezes (Ui, - ti/?), ou 

aw.-yj-sm: 

Portanto, em um ponto de teste próximo ao eixo real. a soma das contribuições angulares de 
um par de pólos complexos conjugados e dada por 


Av = ± — 

| a- -r 0* 1 

onde o sinal mais é utilizado se os pólos estiverem a direita do ponto de teste s. enquanto o 
sinal negativo é utilizado se eles estiverem localizados à esquerda. Referindo-se a Fig. 8.15. 
verificamos que no ponto de teste j a soma dos ângulos dos trés números complexos s + /?,. s 
+ p 2 , e s + z é 


(180 - A0) - ( 360 - ) 



Se o ponto de teste está sobre 0 lugar das raízes, então a soma dos ângulos dos trés números 
complexos deve ser * 180°; isto é. 




Fig. 8.15 Determinação do ponto de 

separação de chegada. Fig. 8.16 Gráfico do lugar das raizes. 
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ou 


1 


1 


Substituindo os valores de a. b e ; nesta última equação, obtemos 

1 2(0 — 1 ) _ 0 
0-2 2+(<7-1) 2 

O valor de a deve ser maior que dois porque o ponto de separação de chegada deve estar 
localizado entre -2 e Resolvendo esta última equação, obtemos 


O = 3,73 

Portanto, o ponto de separaçáo de chegada dos lugares das raizes no eixo real e (-3,73. 0). 

4. Baseado na informação obtida dos passos antenores. esboce um gráfico do lugar das 
raízes. A fim de determinar precisamente os lugares das raízes, vários pontos devem ser 
determinados por tentativa-e-erro entre o ponto de separação e os pólos complexos de 
malha-aberta. ( De modo a facili tar o esboço do gráfico do lugar das raizes, de vemos verificar a 
direção na qual 0 ponto de teste deve ser movido para. mentalmente, somar as variações dos 
ângulos devidos aos pólos e zeros.) A Fig. 8. 16 mostra um gráfico completo do lugar das raízes 
para o sistema considerado. 

O valor do ganho K em qualquer ponto do lugar das raízes pode ser determinado 
aplicando-se a condição do módulo. Por exemplo. 0 vaJorde/f para 0 qual os pólos complexos 
conjugados de malha-fechada resultam em uma relação de amortecimento £ = 0,7 pode ser 
determinado pela localização das raízes, como indicado na Fig. 8. 16, e calculado o valor K 
como segue: 

K __ (* - 1 -y\/ ~2)(s -t- 1 - 7 V T) 

S — 2 |j=-l,6*-Jl > 70 

= 1,33 


Dos exemplos anteriores, pode-se verificar claramcnte que é possível esboçar 
um gráfico do lugar das raízes razoavelmente preciso, para um dado sistema, por 
meio de regras simples. Em etapas preliminares de um projeto, pode-se não necessi- 
tar das posições precisas dos pólos de malha-fechada. Muitas vezes são necessárias 
apenas suas localizações aproximadas para se fazer uma estimativa do desempenho 
do sistema. 

8.4 SUMÁRIO DAS REGRAS GERAIS PARA CONSTRUÇÕES DOS 
LUGARES DAS RAÍZES 

Para um sistema complicado com muitos pólos e zeros de malha-aberta. a 
construção do gráfico do lugar das raízes pode parecer complicada, porém, na 
realidade, não é difícil se forem aplicadas as regras para construção dos lugares das 
raízes. Pela localização de pontos particulares e assintotas, e pelo cálculo de 
ângulos de partida de pólos complexos e ângulos de chegada em zeros complexos, 
podemos construir a forma geral dos lugares das raízes sem dificuldade. De fato. a 
vantagem completado método do lugar das raízes é poder ser realizado nos casos de 
sistemas de ordem superior para os quais outros métodos dc determinação dos 
pólos em malha-fechada são extremamente trabalhosos. 

Algumas das regras para construção dos lugares das raízes foram dadas na 
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Seçáo 8.3. A finalidade desta seção é sumariar as regras gerais para construção dos 
lugares das raizes do sistema indicado na Fig. 8.17. Embora o método do lugar das 
raízes seja baseado essencialmente em uma técnica de lentativa-e-erro. o numero 
de tentativas necessárias pode ser reduzido significativamente se usarmos estas 
regras. 

Antes de sumariar as regras gerais, recordemos que os ângulos dos números 
complexos originários dos pólos de malha-aberta e dos zeros de malha-aberta até o 
ponto de teste s são medidos no sentido anti-horário. Por exemplo, para o sistema 

g <^ ) = (, + p,X.-';.x/4-Vx. T7 7) 

onde -p 2 e —p 3 são pólos complexos conjugados, o ângulo de G(s)H(s) é 

/g(s)h(s) = <t> l -e l -e z -e 3 -e< 

onde d>, , 0,, 0 2 , 0 3 e 0 4 são medidos no sentido anti-horário conforme indicado nas 
Figs. 8.18(a) e (b). O modulo de Gts) H(s ) para este sistema é 


\G(s)H(s) | = 


A l A z A 3 A i 


ondeA j. A 2 . A 3 . A 4 eB ] são os modulos dos números complexos s - p,. s + p : . .s - 
p 3 , s + p 4 e + Ci. respecm amente, como indicado na Fig. 8.18(a). 

Note que em virtude de o* pólos .omplexos conjugados de malha-aberta e 
zeros complexos conjugados de malha-aberta. se houver, sempre estarem localiza- 
dos simetricamente em relação ao eixo real. os lugares das raizes são sempre 
simétricos em relação a este eixo. Consequentemente, necessitamos apenas cons- 
truir a metade superior dos lugares das raizes e desenhar a imagem da metade 
inferior, na metade inferior do piano s . como se fosse a imagem de um espelho plano 
posicionado sobre o eixo horizontal. 

Regras gerais para construção dos lugares das raízes. Forneceremos agora um 
sumário das regras e procedimentos gerais para construção dos lugares das raízes 
do sistema mostrado na Fig. 8.17. 

1. Obtenha iniciaJmente a equação característica 

I + G(s)H{s) = 0 

e rearranje esta equação de modo que o parâmetro de interesse apareça como um 
fator multiplicativo na forma 


K(s -f ^i)Q — r 2 ) •• - (s - z m ) = 
U +Pi)(s ~ Pi) ■ ‘ (s 4 - pj 
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Ponto 



(O) Fig. 8.18 Construção do lugar 

das raízes. 



(b) 


Nas discussões presentes, suporemos que o parâmetro de interesse é o ganho K. 
onde K > 0. (Se K < 0. que corresponde ao caso de realimentação positiva, a 
condição de ângulo deve ser modificada. Vide Problema A. 8. 6.) Note. entretanto, 
que o método ainda é aplicável a sistemas com parâmetros de interesse diferentes 
do ganho. 

A partir da forma fatorada da função de transferência em malha-aberta. loca- 
lize os pólos e zeros de malha-aberta no planos. [Note que os zeros de malha-aberta 
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são os zeros de G(s)H(s ). enquanto os zeros de malha-fechada consistem nos zeros 

de Gisi t nõs"pólos de , iino „ c j. c 

2 Determine os pontos de partida e os pontos de chegada dos lugare. da. 

raízes e também o número de lugares das raizes separados Qs pontosdos lugares 
das raizes correspondentes a À' = 0 são os pólos de malha-aberta. ste atopo eser 
verificado a partir da condição de módulo fazendo-se A tender a zero. ou 


ijn- U — Z \ ) (•? — z 2 ) • • • -m} _ j 1ITi 

í-c (s +Pi)(s +p 2 ) • ’ ' ( J * 


O C 


Esta última equaçáo implica que o valor de .s deve se aproximar de um dos polos de 
malha-aberta. Cada lugar das raizes, portanto, ongina-se em um polo da tunçaode 
transferência de malha-aberta Gis)H(s). Conforme K e aumentado para infinito, 
cada lugar das raizes se aproxima ou de um zero da tunçao d e translere ncia _ d e 
malha-aberta ou de um infinito no plano complexo . Isto pode ser visto como segue: 
SéTizernTos K tender a infinito na condição do modulo, então 


.. (5 + 2,)(5 + 2 2 ) ••• (5-4-rJ 

(s 4" P,)(S + Pl) • • • (s + Pn) 



Então, o valor de s deve aproximar-se de um dos zeros de malha-aberta ou de um 
zero de malha-aberta no infinito. (Se os zeros no infinito forem incluídos na 
contagem. G(s)H(s ) possui o mesmo número de polos e zeros.) 

Um gráfico do lugar das raízes possuirá tantos ramos quantas torem as raizes 
da equaçáo característica. Desde que o número de pólos em malha-aberta geral- 
mente excede o número de zeros, o número de ramos é igual ao dos po os. Se o 
número de pólos em malha-fechada é o mesmo do numero de polos de malha-aber- 
ta, então o número de ramos individuais do lugar das raízes tei minando em um zero 
finito de malha-aberta é igual ao número m de zeros de malha-aberta. Os restantes n 
- m ramos terminam no infinito (n - m zeros implícitos no infinito) ao longo das 

assintotas. . , , . 

É importante notar, entretanto, que se considerarmos um problema puramente 
matemático, então, pode-se fazer com que o numero de pólos de malha-fechada se 
iguale ao número de zeros de malha-aberta ao invés do número de polos e 
malha-aberta. Neste caso. o número de ramos do lugar das raízes é igual ao numero 
de zeros de malha-aberta. Por exemplo, considere a seguinte equaçao polinomial: 


s” — s -f- 1 — 0 


Esta equaçáo pode ser reescrita 


s 4- 1 


Então a função de transferência s z l(s + 1) pode ser considerada a função de 
transferência de malha-aberta. Ela possui dois zeros e um pólo. Portanto, o numero 
de zeros finitos é maior do que o número de pólos finitos. O número de ramqsjJo 
lugar das raízes é igual àquele dos zeros de malha-aberta. 

Se incluirmos os pólos e zeros no infinito, o número de pólos de malha-aberta e 
igual ao número de zeros de malha-aberta. Consequentemente, podemos sempre 
estabelecer que os lugares das raízes iniciam-se nos pólos de G<s)H(s) e terminam 
nos zeros de G(s)H(s). conforme K aumenta de zero a infinito, onde os pólos e zeros 
incluem tanto aqueles no plano j finito como aqueles no infinito. 
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3 Determine os lugares das raízes sobre o eixo real. Os lugares das raizes no 
eixo real são determinados pelos pólos e zeros de malha-aberta nele contidos. Os 
pólos e zeros complexos conjugados da função de transferencia de malha-aberta 
não afetam a localização dos lugares das raízes sobre o eixo real porque a contribui- 
ção angular de um par de pólos ou zeros complexos conjugados e 360 no eix ° real. 
Cada parte do lugar das raizes sobre o eixo real estende-se em um intervalo desde 
um pólo ou zero até um outro pólo ou zero. Na construção dos lugares das raizes 
sobre o eixo real. escolhemos um ponto de teste sobre o mesmo eixo. Se o numero 
total de pólos reais e zeros reais à direita deste ponto de teste for impar, então este 
ponto P e P rtence a um lugar das raízes. O lugar das raizes e sua forma complementar 

alternam segmentos ao longo do eixo real. . t f 

4. Determine as assintotas dos lugares das raizes. Se o ponto de teste a lor 
localizado distante da origem, então o ângulo de cada numero complexo pode ser 
considerado o mesmo. Um zero de malha-aberta e um polo de malha-aberta 
cancelam os efeitos um do outro. Portanto, os lugares das raizes para valores muito 
grandes de s devem ser assintóticos com retas cujos ângulos (inclinações) sao dados 

por 

- . . - -M80°(2fc — 1) d. — n 1 2 'l 

Angulo da assintota = ~ n _i ~ v* - u, i, z, . . .j 


onde 

n = número de pólos finitos de G(s)H(s) 
m — número de zeros finitos de G(s)H(s) 

Neste caso. k = 0 corresponde a assintotas com os menores ângulos em relação ao 
eixo real. Embora A possua um número infinito de valores, conforme k aumenta o 
áneulo se repete e o número de assintotas distintas é n - m. 

g Todas as assintotas se interceptam entre si sobre o eixo real. O ponto no qual 
elas se interceptam é obtido como segue: Se tanto o numerador como o denomina- 
dor da função de transferência de malha-aberta forem expandidos, o resultado e 


_ . , K[s m ± íz, - z 1 -r 

G(s)H(s) — s m -r(p i —Pt + 


-4-zjr- 1 
+ PJ 5 "’ 1 " 


• -r p l p 2 


Se um ponto de teste está localizado muito distante da origem . então G<s)H(s) pode 
ser escrita 


G(s)H(s) = 

K 

= 5"‘ m -f [(/>, — P 2 + • * ‘ — Pn) * ( Z 1 ~~ 2 2 * * ’ + ■ 

Desde que a equação característica é 
G(s)H(s)= -1 
ela pode ser escrita 

j"“" 4- [(Pi + Pz 4- • • • +Pm) — 

- (*i + 4- * * • + OK'""* + • * • = ~ K 

( 8 . 12 ) 
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Para um valor grande de s, a Eq. (8.12) pode ser aproximada por 

' . _ (Pr J rPi+'--+P,)-( z I -i- z, + • • • -r z m y - = Q 
n — m J 

Se a abscissa da intersecçáo das assintotas e o eixo real for indicada por -t t„. então 
_ ( P\ 4* Pl ‘ 4~ Pm) (^1 H~ Z 2 • • • — z m ) (8.13) 

n — m 

Como todos os pólos e zeros complexos ocorrem em pares conjugados. -cr a é 
sempre um numero real. Note que — cr 0 é o centróidedos pólos e zeros de G(s)H(s). 
onde o centróide é calculado considerando-se que todos os pólos possuem massa 
+ 1 e todos os zeros possuem massa - 1 . Uma vez determinada a intersecçáo das 
assintotas e o eixo real, elas podem ser realmente desenhadas no plano complexo. 

5. Determine os pontos de separação de partida e chegada em relação ao eixo 
teal. Devido à simetria conjugada dos lugares das raízes, os pontos de separação de 
partida e de chegada ou permanecem no eixo real. ou ocorrem em pares complexos 
conjugados. 

Se um lugar das raízes estiver entre dois pólos de malha-aberta adjacentes 
sobre o eixo real. então existe pelo menos um ponto de separação de partida entre 
os dois pólos. Analogamente, se existir um lugar das raizes entre dois zeros 
adjacentes (um zero pode estar localizado em — «) sobre o eixo real. então sempre 
existirá pelo menos um ponto de separação de chegada entre os dois zeros. Se 
existir um lugar das raízes entre um pólo e um zero (finito ou infinito) de malha- 
aberta sobre o eixo real. então não podem existir pontos de separação de partida ou 
de chegada, ou então, lá existirá tanto pontos de separação de partida como de 
chegada. 

Se a equação característica é dada por 
A(s) — KB{s) = 0 

os pontos de separação de partida e de chegada podem ser determinados das raízes 
de 

dK /Í'fí)5(i) — A{s)B'(s) _ ~ 
ds ~ B 2 (s) 

onde o apóstrofo indica diferenciação em relação a s . Se o valor de K correspon- 
dente a uma raiz s = de dKlds = 0 é positivo, o ponto s = Jj é um ponto de 
separação de partida ou chegada real. (Desde que se supõe que o valor de A é 
não-negativo, se o valor de AT é obtido negativo, então o ponto 5 = s ( nãoé um ponto 
de separação de chegada ou partida.) Note que esta abordagem pode. obviamente, 
ser utilizada quando houver pólos e/ou zeros complexos. 

6. Determine os ângulos de partida (ou ângulos de chegada) dos lugares das 
raízes dos pólos complexos (ou de zeros complexos). De modo a esboçar os lugares 
d^s raízes com razoável precisão, devemos determinar as direções dos lugares das 
raízes próximas aos pólos e zeros complexos. Se for escolhido um ponto de teste e 
este for movido em uma vizinhança muito próxima de um pólo complexo (ou zero 
complexo), pode-se considerar que a soma das contribuições angulares de todos os 
outros pólos e zeros permanece a mesma. Portanto, o ângulo de partida (ou o ângulo 
de chegada) do lugar das raízes de um pólo complexo (ou de um zero complexo) 
pode ser determinado subtraindo-se de 180° a soma de todos os ângulos dos 
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Fig. 8.19 Construção do lugar das raízes. [Ângulo de partida = 180° - (0, ■+ 0» - éj] 


números complexos desde os outros pólos e zeros até o pólo complexo (ou zero 
complexo) em questão, incluindo-se os sinais apropriados. O ângulo de partida é 
indicado na Fig. 8.19. 

7. Determine os pontos onde os lugares das raízes cruzam o eixo imaginário. 
Os pontos onde os lugares das raízes interceptam o eixo jw podem ser facilmente 
determinados pelo uso do critério de estabilidade de Routh através de uma aborda- 
gem de tentativa-e-erro ou peia substituição de 5 = jw na equação característica, 
igualando a zero tanto a parte real quanto a parte imaginária e resolvendo para 
obter-se wtK . O valor de w assim determinado fornece a frequência na qual o lugar 
das raízes cruza o eixo imaginário, e o valor de K corresponde a um ganho crítico 
para estabilidade. 

8. A equação característica do sistema cuja função de transferência de 
malha-aberta é 


G(s)H(s) = 


K(s m 4 - b ] s m ~' — • • • 4 - b m ) 

S" -j" Ü 1 S"~ 1 — • • • -f ú, 


( n > m) 


é uma equação algébrica em .s de grau n. Se a ordem do numerador de G(s)His) é 
inferior àquela do denominador por dois ou mais (o que signiíica que há dois ou mais 
zeros no infinito), então o coeficiente a, é a soma negativa das raízes da equação e é 
independente de K. Neste caso. se alguma das raízes move-se para a esquerda 
sobre o lugar das raízes conforme K é aumentado, então as outras raízes devem 
mover-se para a direita, conforme K é aumentado. Esta informação é útil na 
determinação da forma geral dos lugares das raízes. 

9. Determine os lugares das raízes na vizinhança do eixo jw e da origem. A 
parte mais importante dos lugares das raízes não está nem sobre o eixo real nem nas 
assintotas mas na parte da vizinhança do eixojw e da origem. A forma dos jugares 
das raízes nesta importante região do plano s deve ser obtida com precisão sufi- 
ciente. 

Na construção de um gráfico do lugar das raizes, necessitamos apenas de um 
transferidor e uma régua. Um dispositivo denominado Espírula. consistindo em um 
transferidor e uma régua gjrante a ele acoplada, é particularmente conveniente para 
verificação da condição de ângulo em pontos de teste. (Uma escala logarítmica 
espiral impressa na Espírula pode ser utilizada na determinação do ganho K a partir 
da condição do módulo.) 
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Alguns poucos comentários sobre os gráficos do lugar das raizes. Qualquer 
ponto sobre os lugares das raizes e um pólo de malha-fechada possível um ponto 
particular será um polo de malha-fechada quando o valor do À saustizer a condição 
do módulo. Portanto, a condição do módulo nos possibilita determinar o valor do 
ganho K para qualquer localização específica de uma raiz sobre o lugar das raizes. 
(Se necessário, os lugares das raízes podem ser graduados em termos de A. Us 

lugares das raizes são contínuos com K.) 

Se o ganho fCda função de transferência de malha-aberta e dado no problema, 
então, aplicando-se a condição de módulo podem-se determinar as posições corre- 
tas dos pólos de malha-fechada. para o K especificado, sobre cada ramo do lugar 
das raizes através de uma abordagem de lentativa-e-erro. 

Uma vez determinados os polos de malha-lechada dominantes tou os polos de 
malha-fechada mais próximos do eixojoj ) pelo método do lugar das raízes, então os 
pólos de malha-fechada restantes podem ser obtidos dividindo-se a equaçao carac- 
terística pelos fatores correspondentes aos pólos de malha-fechada dominantes, u 
resto corresponde aos pólos de malha-fechada restantes. Muitas vezes esta divisão 
pode não ser efetuada exatamente. Isto é inevitável devido às imprecisões introdu- 
zidas pela análise gráfica. , _ 

Como um comentário final, note que uma pequena variação na configuração de 
pólos e zeros pode acarretar variações significativas na configuração do lugar das 
raízes. A Fig. 8.20 demonstra o fato de que uma pequena modificação na posição do 
zero resultará em uma configuração do lugar das raizes bastante diferente. 



Hg. 8 .20 Gráficos do lugar das raízes. 


Cancelamento de pólos de Gís) com zeros de H(s). É importante notar que se o 
denominador de G(s) e o numerador de H(s ) envolvem fatores comuns, então os 
pólos e zeros de malha-aberta correspondentes se cancelarão entre si. reduzindo o 
grau da equação característica de um ou mais. Por exemplo, considere o sistema 
mostrado na Fig. 8.2l(a). (Este sistema possui realimentação de velocidade.) A 
função de transferência de malha-fechada Qs)IR(s) é 

C(s) K 

R(s) s(s -I- 1 )(s t2)+ K(s -b 1 ) 
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I 


G(s) 


H(si 

(q) . Fig. 8.21 Sistemas de controle. 


(b) 


A equação característica é 

[s(s + 2) + 4 - 1 ) = 0 

Devido ao cancelamento dos termos (s + I) que aparecem em C(s, e Hls,. entre- 
tanto, temos 

l + G(s)W(i) = 1 + J(J^thT+T) 

-j- 2) 4- K 
— s(s + 2) 

A equação característica reduzida e 
s(s -r 2) -r A — 0 

O grafico do lugar das raízes de G(s)Hts) não mostra todas as raízes da equação 

CaraC paraobtêr^ > con]unto r complelo e de pòíosde malh^t-fechada. devemos adicionar 
-i I j -. c .ia» í'i .• t/Yí ç i aos dóIos de malha-fechada obtidos do grafict dt 

a '™ b r é ° pol ° r c fr, e 

Ghlllh) éumpólo de malha-fechada do sistema, conforme visto na Fig. 8.2l(b). 

8.5 ANÁLISE DE SISTEMAS DE CONTROLE PELO MÉTODO DO 
LUGAR DAS RAÍZES 

Nesta secão. examinaremos inicialmente os efeitos de um zero na conf.gura- 

desempenho de um servomecanismo de posiç «.: sternas f aS e não mínima, 
análise de um sistema condicionalmente estável e sistemas 
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Finalmente, voltaremos nossa atenção à análise das variações de dois parâmetros 
do sistema. 

Efeitos de um zero nos lugares das raizes de sistemas de segunda- 
ordem. Considere o sistema indicado na Fig. 8.22(a). A função de transferencia dc 
malha-aberta G(s>H(s) é 

Examinaremos os lugares das raizes deste sistema para os trés casos seguintes: 

Caso 1 : z > Pi > Pi 

Caso 2: p x > Pi > 2 

Caso 3: Pi > 2 > Pi 

Para o Caso 1 . os pontos de separação podem ser obtidos como segue: Desde 
que a equação característica para este sistema é 

( s -1- Px)(s + p 2 ) — K(s — z) = 0 

ou 

K = _ (s -f p { )(s -p 2 \ 
s + z 



as raízes de dKtds — 0 peidem ser obtidas de 


i 


(j 4- P,)(s + Pi) - (2 s-r p x + Pi)(s 4- 2) - 0 


como segue: 


s= -z± V(z - Px)(z - Pi) 


(8.14) 


Desde que : > p \ > Pi- a quantid ade dentro da raiz quadrada e positiva. O valor de 
K correspondente as = — z + \/(: - Pd ~ Pd e 

K = Wz-p t ~ Vz - p 2 ) 2 > 0 

Analogamente, o valor de K correspondente a s = -z - y/(z - p-j tz - p z i e 


K = (Vz - p x + Vz - p 2 y > o 


C onsequentement e, tanto s = - z + V(z - p i) iz —pz) como s — 

V(z -/?,) (: - Pi) são pontos de separação. 

Para o Caso 2. embora o argumento da raiz quadrada da Eq. (8.14) seja 
positivo, e portanto os valores de s dados pela Eq. (8.14) sejam reais, os valores 
correspondentes de K tornam-se negativos desde que 


K = -WPx - z ± *Jp 2 - r z) 2 < 0 


Isto significa que para o Caso 2 os pontos dados pela Eq. (8.14) não são pontos de 
separação, e. portanto, não existem pontos de separação. 

Para o Caso 3. o argumento da raiz quadrada da Eq. (8.14) toma-se negativo, 
significando que os pontos dados pela Eq. (8.14) são complexos conjugados. Desde 
que os pontos de separação de chegada e de partida, se existirem . devem estar sobre 
o eixo real no presente exemplo, os pontos dados pela Eq. (8.14) não correspondem 
a pontos de separação. Portanto, não existem pontos de separação no Caso 3. e os 
lugares das raizes são simplesmente dois segmentos do eixo real negativo. 

A Fig. 8.22(b) mostra os gráficos do lugar das raízes correspondentes aos tres 

casos considerados. 


Comparação dos efeitos do controle derivativo e reaümentaçáo de velocidade 
(realimentaçâo tacométrica) no desempenho de servomecanismos de posição. O bis- 
lema I mostrado na Fig. 8.23 é um servomecanismode posição. (A saidae posição.) 
ü Sistema 11 mostrado na Fig. 8.23 é um servomecamsmo de posição utilizando 
ação de controle proporcional-mais-derivativo. O Sistema 111 mostrado na Hg. 
8 23 é um servomecanismo de posição utilizando realimentaçâo em velocidade ou 
realimentaçâo tacométrica. Vamos comparar os méritos relativos do controle 

derivativo e da realimentaçâo de velocidade. a ^ n 

O gráfico do lugar das raízes para o Sistema 1 e mostradona Fig. 8.24(a). Us 
pólos de malha-fechada estão localizados em 5 = -0.1 ±j 0.995. 

A função de transferência de malha-aberta do Sistema II e 


G u (s)H u (s) = 


5(1 4- 0,85) 
s(5s 4* 1) 


A função de transferência de malha-aberta do Sistema 111 é 
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Sistema III 

Fig. 8.23 Servomecanismos de posiçáo. 


G— 1 s )Hni( s ) 


5(1 + 0,8 s) 
5(55 + 1) 


Portam; os Sistemas II e III possuem funções de transferência de malha-aberta 
idêntica-, i Ambos os sistemas têm os mesmos pólos e zeros de malha-aberta.) Os 
gráfico do lugar das raízes dos Sistemas II e 111 são portanto idênticos e são 
fomecKios nas Figs. 8.24 (b) e (c). respectivamente. 

Noie. entretanto, que a função de transferência de malha-fcchada do Sistema 
11 e evioentemente diferente daquela do Sistema I II. O Sistema 1 1 possui dois pólos 
de mai/sa-fechada e um zero de malha-fechada finito, enquanto o Sistema 111 possui 
dois pó»os de malha-fechada e não possui zero de malha-fechada finito. (A reali- 
mentação de velocidade, ou realimentação lacométrica. possui um zero de malha- 
aberta mas nenhum zero de malha-fechada. ) Os pólos de malha-fechada dos Siste- 
mas 1 1 e III são s = -0.5 ± 7O.866. 

A função de transferência de malha-fechada do Sistema II é 


Cj/s) _ 1 + 0,85 

R s) (s + 0,5 + 70,866X5 + 0.5 -j 0,866) 

Para uma entrada impulsiva-unitária. 

r , rl _ _0,4 +70.346 0.4 - /0, 346 

u 5 + 0,5 + 70,866 5 - 0.5 - y0,866 
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(b) (c) 

Fig. 8.24 Gráficos do lugar das raizes dos sistemas indicados na Fig. 8.23. 

O resíduo do pólo de malha-fechada s = —0.5 — 7O.866 ê 0.4 + /0. 346. e aquele do 
polo de malha-fechada 5 = -0.5 ^y0.866é 0.4 - y0.346. A transformada inversa de 
Laplace de C,/s} resulta 

c u(f ) impuiw = é’"°' 5 '(0.8 cos 0,866/ + 0.693 sen 0,866/j (/ > 0) 

A função de transferência de malha-fechada do Sistema III é 

Cin(-0 ! 

R(s) (5 + 0,5 +7‘0,866Xí + 0,5 - 70,866) 

Para uma entrada impulsiva-unitária. 

r (A 70,577 , -70,577 

:= 5 + 0,5 -70,866 5 + 0,5 -70,866 

O resíduo no pólo de malha-fechada 5 = -0.5 - 7 O , 866 éyO. 577, e aquele no pólo de 
malha-fechada 5 = -0.5 + y0.866é -y0.577. A transformada de Laplace inversa de 
C„{s) resulta 

cin(/) 1,1 55e -0 » 5 ' sen0,866/ (/ > 0) 
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As respostas ao impulso-unitário dos Sistemas II e III são evidentemente 
diferentes porque os resíduos no mesmo pólo são diferentes para os dois sistemas. 
(Lembre-se que os resíduos dependem tanto dos pólos como dos zeros de malha- 
fechada.) A Fig. 8.25 mostra as curvas de resposta ao impulso-unitário para os trés 

sistemas. , .. ,. . 

Note que a resposta aodegrau unitário pode ser obtida, ou diretamente, ou pela 
integração da resposta ao impulso unitário. Por exemplo, para o Sistema HL a 
resposta do degrau unitário é obtida como segue. 

fiuíOdem-HÍr | 0 c m(0tmpui!io dt 

= J' o 1,1 55£>'°’ s ' sen 0,866/ dl 
= 1 _í>- 0 ' 5 '(cos 0,866/ -F 0,577 sen 0,866/) 

A Fig. 8.26 mostra as curvasde resposta ao degrau unitário para os trés sistemas. O 
sistema utilizando ação de controle proporcional-mais-derivativa apfesenta o 
menor tempo de subida. O sistema com realimentação de velocidade possui a 
mínima sobrelevação. ou a melhor estabilidade relativa dos trés sistemas. 

A Fig. 8.27 mostra as curvas de resposta a rampa-unitária para os Sistemas II e 
111. O Sistema II possui a vantagem da resposta mais rápida e menor erro em 
regime permanente para a entrada em rampa. 

A principal razão de o sistema que utiliza ação de controle proporcional-mais- 
derivativa possuir características de resposta superiores é que o controle dem ativ o 
responde a taxa de variação do sinal de erro e pode produzir ação corretiva antes de 
a amplitude do erro tornar-se grande. 

Note que a saída do Sistema III é a saída do Sistema 1 1 atrasada por um termo 
atrasador de primeira ordem 1/(1 + 0.8 í). A Fig. 8.28 mostra a relação entre a sai a 
do Sistema II e a saída do Sistema 111. 


c(/)i 



0 12 3 4 5 6 / 


Fig. 8.27 Curvas de resposta à rampa unitária para os Sistemas II e III indicados na Fig. 
8.23. * 
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Ris) 





i w I i 

C hj(s) 

‘ 

1+0, 8s r—j s(5s + 1 ) 


1 1 + 0,85 








Fig. 8.28 Diagrama de blocos indicando a relação entre as saídas dos Sistemas II c 111. 
indicados na Fig. 8.23. 


dade condicional é perigosa, porém ocorre em alguns sistemas, em particular um 
sistema que possui um caminho instável no ramo direto. Este caminho pode ocorrer 
se o sistema possuir um pequeno laço. É aconselhável evitar esta estabilidade 
condicional desde que. se o ganho cair além do valor critico por alguma razao. o 
sistema toma-se instável. Note que a adição de uma rede de compensação apro- 
priada eliminará a estabilidade condicional. [Uma adição de um zero causará o 
deslocamento dos lugares das raízes para a esquerda. (V ide Seção 10.3.) Portanto a 
estabilidade condicional pode ser eliminada pela adição de uma compensação 
apropriada.] 


Sistemas condicionalmente estáveis. Considere o sistema indicado na Fig. 
8.29<a). Os lugares das raízes para este sistema podem ser construídos aplicando-se 
as regras e procedimentos gerais para construção dos lugares das raízes. Um 
gráfico do lugar das raízes para este sistema e fornecido na Fig. 8.29(b). Pode ser 
visto que este sistema é estável apenas em intervalos limitados do valor de K : isto é . 
14 > K > 0e 195 > K > 64. O sistema torna-se instável para 64 > K > 14 eÀ' > 195. 
6e K possuir um valor correspondente à operação instável, o sistema pode deixar de 
funcionar ou tomar-se não linear devido à existência de uma não linearidade por 
saturação. Um sistema deste tipo e denominado condicionalmente estável. 

Na prática, sistemas condicionalmente estáveis não são desejáveis. A estabili- 


Ris) _ /Os 

*(s 2 + 2s + 4) 

C(s) f 

1 


s(s-«)ts + 6)(s 2 + yis + 1) 1 




Fig. 8.29 (a) Sistema de controle; íbi gráfico do lugar das raizes. 


Sistemas de fase não mínima. Se todos os pólos e zeros de um sistema estive- 
rem no semiplano esquerdo do piano s . então o sistema é chamado de fase mínima. 
Se um sistema possuir pelo menos um polo ou um zero no semiplano diieito do 
plano s , então o sistema é denominado sistema de tase não-mínima. O termo ‘fase 
não-mínima" provém da característica de deslocamento de fase de tais sistemas 
quando sujeitos a entradas senoidais. (Vide Seção 9.2.) 

Considere o sistema indicado na Fig. 8.30<a). Neste sistema . 


c ( i) = ( T . > 0), m = 1 

Este é um sistema de fase não-minima desde que há um zero no semiplano dii eito do 
planos. Para este sistema, a condição de ângulo resulta 

,n(* - /_ *(?>- O = I KT.S-J ) __ 180 o 

/ s(7s-p 1) 

(k = 0,1,2,...) 


/ s(Ts^\) 

= ±180°(2A' -r 1) 


Ris) /O. 

tf(l-Çs) 

Cis) 

« 

| 

H 

s(7s+1) 




(a) 


Rg. 8.30 (a) Sistema realimentado; 
(b) gráfico do lugar das raízes. 
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ou 


MTj- D _ Qo 
is(Ts-\) 


(8.15) 


Os lugares das raizes podem ser obtidos da Eq. (8.15). A Fig. 8.30(b) mostra um 
gráfico do lugar das raízes para este sistema. Deste gráfico, verificamos que o 
sistema é estável se o ganho A. e menor do que \:T a . 


Sistemas com atraso de transporte ou tempo morto. A Fig. 8.31 mostra um 
sistema térmico no qual é circulado ar quente a fim de manter constante a tempera- 
tura de uma câmara. Neste sistema o elemento de medida é colocado no retorno do 
fluxo a uma distância L do forno, sendo a velocidade do ar t e o tempo decorrido, 
antes de qualquer variação na temperatura do forno ser sentida pelo termómetro, 
considerado T. Este atraso na medida, atraso na ação do controlador, ou atraso na 
operação do atuador etc . é chamado tempo morto ou atraso de transporte. O tempo 
jporto existe na maioria dos sistemas de controle de processos. 

A entradajrri; e a saídayí/; de um elemento com tempo morto são relacionadas 

por 


y(t) = x(t - T) 


onde T é o tempo morto. A função de transferência do tempo morto é dada por 


Função de transferência do tempo morto ou 


atraso de transporte = 


X>[x(t - T)\(t - 77 
^[x(t)Ut)] 


X(s)e~ T ' _ 
X(s) 



Ffg. 8.31 Sistema térmico. 


EDulidor 
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Suponha que a função de transferência do ramo direto deste sistema térmico 
possa ser aproximada por 

Ifp-Ti 

G ‘ s > = 7T1 

conforme indicada na Fig. 8.32. Vamos construir um gráfico do lugar das raízes 
para este sistema. A equação característica para este sistema de malha-fechada é 


/fT>i r 

Ke ' r ‘ 

te) r 

LU 



Fig. 8.32 Diagrama de blocos do sistema indicado na Fig. 8.31. 

Da Eq. (8.16), obtemos 
Ke Tl _ , 

5 - 1 

Portanto, a condição de ângulo resulta 

= je- Tl - Is -4- 1 = ± 1 8072* ± I ) (* = 0, 1 , 2, . . . ) (8. 17) 

/ s — I ‘ ‘ 

Para determinar o ângulo de e~ Tf . vamos escrever 5 = a + jw. Obtemos então 

e ~Ti __ ç-To-jwT 

Desde que e~ Ta é um número real. o ângulo de e~ Ta é zero. Portanto, 

je' T ‘ = je~ JuT — j cos coT — j sen co T 
= — coT (radianos) 

= — 57,3cur (graus) 

A condição do ângulo, Eq. (8.17). toma-se 

— 57,3o) r - /s+ 1 = ±180 c (2* + 1) 

Desde que T é uma constante dada. o ângulo de e' T ‘ é uma função apenas de ta. 

Determinemos agora a contribuição angular devido ao termo e~ T ‘. Para * = O.a 
condição de ângulo pode ser escrita 

/J+ 1 = =Fl80 o -57,3°a>r ( 8 - l8 > 
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Desde que a contribuição angular de e~ Tt é zero para w = 0, o eixo real desde - I até 
constitui uma parte do lugar das raízes. Suponha agora um valor parao> e 
calcule 57.3 o w^T. No ponto - I sobre o eixo real negativo, desenhe uma reta que faz 
um ângulo de 180° - 57.3°<o,r com o eixo real. Determine a intersecção desta reta 
com a reta horizontal <u = &>,. Esta intersecção. ponto/ 3 na Fig. 8.33(a). é um ponto 
que satisfaz a Eq. (8.18) e portanto está sobre o lugar das raízes. Continuando o 
mesmo processo, obtemos o gráfico do lugar das raízes indicado na Fig. 8.33(b). 

Note que conforme s tende a menos infinito, a função de transferência de 
malha-aberta 

Ke~ T> 
s -r 1 



-3 -2 -1 |o * 



(b) 


Fig. 8.33 (a) Construção do lugar das raizes; (b) gráfico do lugar das raizes. 


tende a menos infinito, desde que 



= — oc 


Portanto, s =-*éum pólo da função de transferência de malha-aberta. Conse- 
quentemente, os lugares das raízes têm início em 5 = - 1 ou 5 = e terminam em a 
= *. conforme À' aumenta de zero a infinito. Desde que o segundo membro da 
condição de ângulo dada pela Eq. (8.17) possui um número infinito de valores, há 
um número infinito de lugares das raízes, conforme o valor de k (k = 0. 1, 2,...) vai 
de zero a infinito. Por exemplo, se k = 1. a condição de ângulo toma-se * 

js — 1 = ^540* — 51 t 3 c (oT (graus) 

= ^3 7i — cúT (radianos) 



Fig. 8.34 Gráfico do lugar das raízes do sistema indicado na Fig. 8.32 (7 - 1). 
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A construção dos lugares das raízes para k = 1 é a mesma que para k - 0- Um 
gráfico dos lugares das raizes para A. = 0. 1 e 2 quando 7 = 1 e indicado na Fig. 8.34. 

A condição de módulo estabelece que 

I Ke~ Tl _ j 

\s — 1 

Desde que o módulo de e~ T ’ é igual àquele de e~ To . ou 
\e~ Tt = e~ To •\e ' Ja,T , = e' Te 
a condição de módulo resulta 
| s — 1 = Ke~ Te 

Os lugares das raízes indicados na Fig. 8.34 são graduados em termos de A quando 
7=1. Deste gráfico, é claro que o ramo do lugar das raízes correspondente a a: = Ue 
o dominante: os outros ramos correspondentes a k = 1 . 2. 3 .... não são tão 

importantes e podem ser desprezados. . 

Este exemplo ilustra o fato de que o tempo morto pode causar ínstaoiiidaue 
mesmo em sistemas de primeira-ordem porque os lugares das raízes entram no 
semiplano direito do plano 5 para valores grandes de A' . Portanto, embora o ganho A 
do sistema de primeira-ordem possa ser ajustado em um valor alto na ausência de 
tempo morto, ele não pode ser ajustado muito alto se houver tempo morto. (Para o 
sistema aqui considerado, o valor do ganho A deve ser consideravelmente menor do 
que 2 para uma operação satisfatória.) 

Aproximação de atraso de transporte ou tempo morto. Se o tempo morto 7 for 
muito pequeno, então e~ T ’ poderá ser aproximado por 

e~ Tl =1—75 

ou 


Estas aproximações são boas se o tempo morto for muito pequeno e. além disso^a 
função temporal da entrada./?*) para o elemento com tempo morto tor uma tunção 
suave e contínua. (Isto significa que as derivadas de segunda-ordem e ordens 
superiores àeflt) são pequenas.) 

Efeitos de variações de parâmetros nos pólos de malha-fechada. Em muitos 
problemas de projeto, os efeitos sobre os pólos de malha-fechada necessitam ser 
investigados quando são variados outros parâmetros do sistema além do ganho A. 
Os efeitos destes outros parâmetros podem ser facilmente investigados pelo mé- 
todo do lugar das raízes. Quando dois (ou mais) parâmetros são variados, os lugares 
das raízes correspondentes são muitas vezes denominados contornos de raizes. 

Utilizaremos um exemplo para ilustrar a construção dos contornos de raízes 
quando dois parâmetros são variados, respectivamente, desde zero até infinito. 

Considere o sistema indicado na Fig. 8.35. Desejamos investigar o efeito da 
variação do parâmetro a bem como do ganho A. A função de transferência de 
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Fig. 8.35 Sistema de controle. 


malha-fechada deste sistema é 

C(s) = K 
R(s) s 1 + as 4- A 

A equação característica é 

5 2 -F as + K = 0 

que pode ser reescrita 


(8.19) 


ou 

05 _ , (8.20) 
5 J + K 

NaEq (8 20) o parâmetro a é escrito como um fator multiplicativo. Para um dado 
valor de A. o efeito de o nos pólos de malha-fechada podem ser investigados a partir 
da Eq. (8.20). Os contornos das raízes para este sistema podem ser construídos 
seguindo-se o procedimento usual para a construção dos lugares das raizes. 

Construiremos agora os contornos das raízes conforme Aea variam, respecti- 
vamente, desde zero até infinito. Os contornos das raizes começam e terminam nos 

POl ° Constmiremos 1 inicialmente o lugar das raízes quando a = 0. Isto pode ser feito 
facilmente como segue: Substitua a = 0 na Eq. (8.19). Então. 

5 2 -F A == 0 


ou 



Os pólos de malha-aberta. portanto, são pólos duplos na origem. O grafico do lug 

das raízes da Eq. (8.21) é indicado na Fig. 8.36(a). „ , 

Para construir os contornos das raízes, vamos inicialmente supor que A e uma 
constante; por exemplo, A = 4. A Eq. (8.20) então resulta 

as I (8.22) 

s 1 -p 4 
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Os pólos de malha-aberta são s = ±/2. O zero de mal ha-abcrta finito está na ongem . 

O gráfico do lugar das raízes correspondente à Eq. (8.2.) e indicado na Fig. # -36( )■ 
PanT diferentef^alores de K, a Eq. (8.22) fornece os lugares das raizes analogos. 

O contorno das raízes, com o diagrama mostrando ^36, c )E 

correspondentes pode ser esboçado como na Fig. 8.36tc >. t 

claro que os contornos das raízes têm início nos pólos e terminam nos zeros da 
finção de transferência asHs* + K). As setas dos contornos das raizes indicam o 

sentido do aumento no valor de u . .... , _ 

Os contornos das raízes mostram os efeitos das vanaçoes dos parâmetro, 
sistema nos polos de malha-fechada. Do gráfico do contorno das raizes indicado na 
Fig 8 36(c)^erificamos que. para 0 < K < *. 0 < a. os polos de malha-fechada 
ficam no semiplano esquerdo do plano s e o sistema e estável. 

Note que se o valor de K é fixado, digamos A' = 4. então os contornos das raizes 
resultam simplesmente nos lugares das raízes, como mostrado na Fig. 8.3 ( > 
Ilustramos um método de construção dos contornos das raizes quando o ganhi 
K eo parâmetro a são variados, respectivamente, desde zero ate infinito. 

Configurações de pólos e zeros típicas e lugares das raízes corresponden- 
tes. Concluindo esta seção, forneceremos algumas configurações de polos e zeros 
de malha-aberta e seus correspondentes lugares das raizes na Tabela 8 .. A conli- 
guração dos lugares das raízes depende apenas da separaçao relativa dos polos e 
zeros de malha-aberta. Se o número de pólos de malha-aberta excede o numero d c 
zeros finitos por três ou mais, há um valor do ganho K além do qual os lugares das 
raizes entram no semiplano direito do plano 5 . e portanto, o sistema pode tomar-se 
instável. Um sistema estável deve possuir todos os seus polos de malha-fechada n<_ 

SCmi Note que uma vez°tendo alguma experiência com o método, podemos calcular 
facilmente as modificações nos lugares das raízes devidas às variações no numero e 
localização dos pólos e zeros de malha-aberta pela visualizaçao dos graticos do 
lugar das raizes resultantes de várias configurações de polos e zeros. 


Problem as Ilustrativos e Soluções 

Problema A.8.1 Esboce os lugares de ganho constante para o sistema com realimentação 
unitária, cuja função de transferência do ramo direto e 


G(í) = 


K 

As + 1 ) 


Solução. Os lugares de ganho constante deste sistema para vários valores de K são dados pela 
seguinte relação matemática: 


que pode ser reescrita 

\s( s -\)\ = K (823) 

Vamos substituir s = <r + ju> na Eq. (8.23). Então. 


f a l - (ú z + l ) 2 + U 1 = K 
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Coloquemos 

a + -j = a x 

Então, obtemos 

X* = (a- + ci> : )[(ff + 1) : + C0 ! ] = [(ff, - 4-)’ + co2 Jl( 0 ' 1 + t) + “ ! ] 

= (°f - t)' + M* 5 - 1) + 

ou 

[(<T* - -J-) + 0> 2 j 2 = K 2 -(ú 2 (824) 

Os I ugares de ganho constant e podem ser desenhados pelo uso da Eq. (8. 24). Para A = 1,2,5. 

10 e 20. os lugares de ganho constante são indicados na Fig. 8.4. 

Problema A.8.2 Esboce o gráfico do lugar das raízes para o sistema indicado na Fig. 8.37<a). 
( O ganho A é suposto positivo. ) Observe que para valores pequenos ou grandes de K o sistema 
é superamortecido, e para valores médios de K é subamortecido. 



(o) 


Fig. 8.37 (a) Sistema de 
controle, (b) grafico do lu- 
gar das raízes. 
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Solução. O procedimento para construir o gráfico dos lugares das raizes e o seguinte. 

1 . Coiooue os pólos e zeros de malha-aberta no plano complexo. Existem lugares das 
raizes soore o eixo real negativo entre 0 e — 1 e entre -2 e — 3. 

2. O numero de pólos de malha-aberta e de zeros finitos é o mesmo. Isto significa que 
nâo há assintotas na região complexa do plano s. 

3. Determine os pontos de separação de partida e chegada A equaçao característica 
para o srstema e 

j ^ Kis - 2)(s 4- 3) = 0 

íí + 1) 


y _ S(S ~ 1 ) 

A “ - 2 Xs 4- 3) 

Os pontos de separação de partida e de chegada são determinados de 

dK _ (2j 4- 1 )(s 4 2 Xs 4-3 ) — s(j + D(2i - 5) 

ds ~ [(•* 4- 2Kí -r 3)] 2 

4jí 4- 0,634)(i 4- 2,366) 

- ~ [(s + 2 )(i 4 3)P 

= 0 

como segue: 

í = -0.634, s = -2,366 

No oonto j = -0.634. o valor de K é 


À 


-0,634 )(0, 366) 
. 1,366X2,366) 


0.0718 


Analogamente, em s = -2,366. 


. — 2,366)(— 1,366) 
. — 0,366)(0,634) 


Note oue os valores de K em .v = — 0.634 ei = — 2.366 são positivos e estes pontos são 
pontos oe separação de partida e de chegada verdadeiros. Como o ponto s = - 0.634 (j 
= —2.366) está entre dois pólos (zeros), ele é um ponto de separação de partida (de 
chegada). . . 

4. Determine um número suficiente de pontos que satisfazem a condição de angulo. 

( Pode-se verificar que o lugar das raízes é uma circunferência com centro em — 1 .5 que 
passa peios pontos de separação de partida e de chegada. ) O gráfico do lugar das raízes 
para este sistema é indicado na Fig. 8.37(b). 

5. Usando a condição de módulo, calibre os lugares das raízes em termos de K . Para 
um daüo valor de K , os pólos de malha-fechada. que satisfazem as condições de ângulo 
e de modulo, podem ser determinados do gráfico do lugar das raízes. 

Note qut este sistema é estável para qualquer valor positivo de A' desde que todos os 
lugares das nczes permanecem no semiplano esquerdo do plano s. 

Pequenez valores de A (0 < K < 0.0718) correspondem a um sistema superamortecido. 
Valores médios de A' (0.0718 < A' < 14) correspondem a um sistema subamortecido. Final- 
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. a» K ) correspondem a um sistema superamonecido. Com um 

SKíEÍaíiS JÍSS ° — K estacionário em um intervalo de tempo -o 

me "õ tXdeTdeve ]ísS°de d moid que o desempenho do ststema se, a ótimo de 

acordo com um dado índice de desempenho. 


Problema A .8 .3 Determine as tatzes do seguinte poltnómto usando o metodo do lugar das 
raízes: 


35 4 105 3 -f 21.v : - 24s - 16 — 0 


Solução. Inictalmente reantuije o polinômto e eoloque-o na forma 


onde PD, e flw são polinônúos fatomdos. Aphcam-se então as regras gerats apresentadas na 
SeÇà Ã 8 Eq P ^4Tptíe ar se a r' r?a™ÍXm uTmodo conveniente como segue: 


3s« 4 105 3 4 2\s l = 245 + 16 


Neste caso o polinómio pode ser reescrito 


Esta forma possui dois polos na -Tométódo doígar das raizes pode ser 

Desde que a Eq. (8.26) possui a forma l * om 

aplicado para determinar as raizes do pohno ^ man eiras. Por exemplo, pode set 
A Eq. (8.25) pode ser rearranjada em aueiciiu.3 

reescrita 


3v 4 _ iQi-3 =. -21 s 2 - 24 j - 16 


7(s : 4 


Neste caso. entretanto, o s ‘S le ™ e ^ gráfico necess 

na X °para SSSTo' gStoT lugar daTraizes da Eq. (8.271 é quase a mesma daque 

C0TTe ]skne que* se^dois gráficos dos ^Í^^jo^tío 1 mesmo diagrama?^ s n httersecçóés*dos°di 
fomecemírles 1 "dos ^tnónuos 4 for utilizada a condição de modulo, apenas um gru , 

do lugar das raízes necessita ser esboça ° 0 ’ erá r lcodo lugar das raízes baseado na Eq. (8.. 

e *> — A Eq - 
pode ser reescrita 


8 (s - Ü 


* 3 f ~~ 

J2,06 )(s 1,67 ~ j 2 , 06 ) 


Para determinar os lugares das raízes, substitua a constante 8 no numerador da Eq. (8.28) 
por K e escreva 

K(s - j) = _ j 

+(j + 1,67 + y2,06)(j + 1,67 -j 2,06) 

Para esboçar o gráfico do lugar das raízes, siga este procedimento. 

1. Coloque os pólos e o zero no plano complexo. Existem lugares das raizes sobre o 

eixo real entre 2/3 e 0 e entre 0 e ... , 

2. Determine as assintotas dos lugares das raizes. Ha tres assintotas que tazem 

ângulos de 

±180 e (2À- t- D = 60 ^ _ 60 ° j 180° 

4—1 

com o eixo real positivo. Referindo-se à Eq. (8.13) a abscissa da intersecçáo das 
assintotas é dada por 

(0 + 0 + * +72,06 + | -72,06) + § _ 4 

-Oa = 4^n 3 

3. Usando o critério de estabilidade de Routh. determine o valor de A' para o qual o 
lugar das raízes cruza o eixo imaginário. A equação característica é 

s z (s‘ + + 7) = —K(s — f) 


r« + -^s 3 + ls 2 + Ks - \K = 0 

O arranjo de Routh resulta 


r 3 7 - A* -\K 

3 is 2 1 * 3 i/ 

r i ■ ° A T— J ». A o 

7 - A* 


Os valores de A que tomam nulo o termoj 1 na primeira coluna são K = 30, 1 e K = 0. Os 
pontos de cruzamento no eixo imaginário podem ser determinados resolvendo-se a 
equação auxiliar obtida da linha s *, ou 

(7 - A W - §* = 0 

onde K = 30,7. O resultado é 

s = ±73,04 


Os pontos de cruzamento sobre o eixo imaginário são. portanto, s = 

4. Verifique se há pontos de separação de partida ou chegada. Do Passo 3 sabemos 
que há dois pontos de cruzamento com o eixoyw. Portanto, nesta configuração 
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particular de pólos e zeros, não pode existir qualquer ponto de separação de partida ou 
chegada. 

5. Determine os ângulos de partida dos lugares das raizes dos pólos complexos. No 
polo s - - l .67 -e j 2.06, o ângulo de partida 6 é determinado de 

1 10 " - 106 ° - 106 ° - 90 ° - 6 = ± 180 °( 2 k - 1 ) 

como segue: 

6= —12“ 

(O ângulo de partida do pólo s = - 1.67 - 72.06 é 12 o .) 

6. Na vizinhança do eixo ju e da ongem, localize um numero suficiente de pontos que 

satisfaça a condição do ângulo. . 

Baseado na informação obtida até aqui. o gráfico do lugar das raizes para este 

sistema pode ser esboçado conforme a Fig. 8.38. 

7. Use a condição do módulo 


para determinar os pontos sobre o lugar das raizes nos quais A — 8. Utilizando um 
procedimento de tentativa-e-erro. obtemos 

í = -0.79 -72.16 

Pode ser utilizado um procedimento de tentativa-e-erro para localizar as duas raízes 


1.67 -72,06X5-1- 1,67 -72,06) 



Fig. 8.38 Gráfico do lugar das raizes. 
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restantes. Entretanto, pode ser mais stmples fatontr as raues conhecidas do polinómio 
dado. 


3 j 4 - lOs 3 4 21 s 1 4 245 - 16 

= (, - r 0,79 4 ;2,16)(j 4- 0,79 - y 2,1 6)(35 2 4 5,285 - 3,06) 
= 3(5 - 0,79 - y'2,16)(s 4 0,79 - /2,16)(s “ 2 ’ 22 >< 5 “ °> 46) 

Portanto, as raízes do polinómio dado são 

í, = -0,79 — y2,16, J 2 = -0,79 +j'2,!6, Jj = - 2 , 22 , s, = 0,46 

Problema AJ.4 Uma forma s, mpl, ficada da função de transferencia de malha-aberta de 
um avião com piloto automático no modo longitudinal c 


G{s)H(s) = 


K(s 4 a ) 

s(s - óXí 2 + 2 Ccü^ 4 Cdí)’ 


a > 0, b > 0 


Um sistema deste tipo envolvendo um pólo de malha-aberta no semiplano direito do piano 
r^podí^serconcücionaimentc estável. Esboce o grifico do Ingat quando , -» - >. 
i = 0,5 eu, = 4. Determinar o intervalo do ganho K para estabilidade. 

Solução. A função de transferência de malha-aberta para o sistema é 


G(s)H(s) = 


K(s 4 1) 

s(s - 1 )(j 2 + 4í t 16) 


Esboçar o gráfico do lugar das raízes, seguindo este procedimento. 

1. Indique no plano complexo os pólos e zeros de malha-aberta. Existem lugares da. 

raízes sobre o eixo real entre 1 e 0 e entre — 1 e -*• _ ... 

2 Determine as assintotas dos lugares das raízes. Há tres assintotas cujos ângulos 

podem ser determinados como 

- . 180°(2 k + 1) £íy- isn c 

Ângulos das assintotas = j = 0Q , -bU , 

A abscissa da intersecçáo das assintotas com o eixo real é 

(0-1+2+ jlVT + 2 - v2a/ T) - 1 _ _ A 

—O. a i 3 


3. Determine os pontos de separação de partida e de chegada. Desde que a equaçao 
característica é 

. , *(» + o = o 

1 “ s(j - 1XJ ! + 4s + 16) 
obtemos 

s(s - IX* 2 4 4s + 16) 

K - ~ 5+1 


Diferenciando K em relação a s , obtemos 
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dK _ 35 4 + 105 3 + 215* + 245 — 16 

ds (5 -- l) 2 

No Problema A. 8. 3. verificamos que 

35 4 - IO 5 3 4- 215* 4- 245 - 16 

= 3(5 4 0,79 J- y2 ; 16Kí 4 0,79 - y2 ; 16)(5 4 2,22 )(5 - 0,46) 

Portanto, os pontos de separação de partida e de chegada são s = 0.46 e 5 = -2.22. 
respectivamente. (Os pontos s = -0.79 r y‘2. 16 não satisfazem a condição do angulo.) 

4. Utilizando o critério de estabilidade de Routh. determine o valor de K para o qual os 
lugares das raízes cruzam o eixo imaginário. Desde que a equação característica é 

s* 4 35 3 4 125 2 4 (K - 16)5 4 K = 0 


o arranjo de Routh resulta 

j 4 1 12 K 

s* 3 a: — 16 0 



— K lJ r 59K — 832 0 

5 3(52 - K) 

5° K 

Os valores de K que anulam o termo 5 1 na primeira coluna são K = 35.7 eA’ = 23,3. 

Os pontos de cruzamento do eixo imaginário podem ser determinados 
resolvendo-se a equação auxiliar obtida da linha s*. isto é, resolvendo a seguinte 
equação em relação a s : 



K = 


0 


Os resultados são 


5 = ±y‘2,56 

para K = 35,7 

5 = iy'1,56 

para K — 23,3 


Os pontos de cruzamento sobre o eixo imaginário são portanto 5 - iy'2.56 e s ±j 1 .56. 

5 . Determine os ângulos de partida dos lugares das raízes dos polos complexos. Para o 
pólo de malha-aberta em s = -2 + j2\' T, o ângulo de partida 0 e 

106° - 120° - 130,5° - 90° - 6 = ±180°(2* 4 D 


ou 

d = -54,5° 

(O ângulo de partida do pólo de malha-aberta em s = -2- y2\Te 54.5 o .) 

6 Escolha um ponto de teste na vizinhança do eixoyw e da ongem e aplique a condição 
do ângulo. Se o ponto de leste não satisfizer a condição do angulo, selecione um outro 
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ponto de teste até S atisfazé-la. Conünue o mesmo processo e localize um numero 
estável para 23.? < K < 35.7. Caso contrano. e mstavel. 





Fig. 8.39 Grafico do lugar das raizes. 


Problema A.8.5 Considere o sistema com atraso de transporte in d'ÇadonaK^. ^0 ^fc^ce o 
gráfico do lugar das raizes e determine os do.s pares de polos de malha-fechada mais prc x.me 

d ° "ufilTzando apenas os pólos de malha-fechada dominantes, obtenha a resposta ao degrau 
unitário e esboce a curva da resposta. 



Fig 8.40 Sistema de controle com atraso de transporte. 


I 

I 

I 

* 




Solução. A equaçáo característica é 


2e-V' 

s ri- 1 


- 1=0 


que é equivalente às seguintes condições de ângulo e módulo: 




2e~ l 


S ri- 1 


= ±180°(2£ ri- 1) 

= 1 


A condição do ângulo se reduz a 

Is ri- 1 = ri : 7r(2 k ri- 1) - 0,3cü (radianos) 
Para k = 0, 

js ri- 1 = — 0,3<y (radianos) 

= ^180° - 17 ; 2°Có (graus) 

Para A, = 1 , 


js -f 1 = T3 tí — 0,3co (radianos) 

= =F540 c — 17 ; 2°co (graus) 

O gráfico do lugar das raizes para este sistema é indicado na Fig. 8.41. 





Fig. 8.41 Gráfico do lugar das raízes para o sistema indicado na Fig. 8.40. 
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Vamos substituir s = cr + joj na condição do módulo c subsütuir _ por K. Obtemos 
então 


O )* -r Oi- 
-0,3 ff 


Calculando K em diferentes pontos dos lugares das raizes podem-se determinar os pontos 
correspondentes a A =2. Estes pontos são os polos de malha-fechada. O par dominante de 
polos de malha-fechada é 


5 = -2,5 ±j 3 ; 9 

O par de pólos de malha-fechada seguinte e 

s = —8,6 ± y*25,l 

Considerando apenas o par de pólos de malha-fechada dominantes, a tunçao de transfe- 
rência de malha-fechada pode ser aproximada como segue: Venfique que 


C(£) = 2g~°i 3/ 

R(s) ' 1+H- 2e _ °» 3 ’ 


2e -o,3. 



i 


2e -0 ' 3 * 

“3t 0,4í -r 0,09s 2 + ■ ■ ■ 


(s + 2,5 -f/3,9)(í + 2,5 -j 3,9) = s 2 + 5* + 21,46 

Podemos aproximar C(s)IRts) por 

C(s) _ j(21,46)e~ 0 ' 3 * 

R(s) s 1 + 5s -f 21,46 


C(í) 14,31e"°i 3 * 

R(s) ~ (7 + 2,5) 2 + 3,9 2 

Para uma entrada em degrau unitáno. 

r 14,3Ie -0 ; 3 ' 

W “ [ (s + 2,5) 2 + 3,9 2 Js 

Note que 

L 4 cl] 1 . -fj-¥ 

lis + 2,5) 2 + 3,9 2 Jy í *' (s - 2,5) 2 + 3,9 2 
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Portanto. 


C(í) = (f )*-*•” + [„ -r i’,5)- 


A transformada de Laplace inversa de Clst resulta 

d/) = jp _ f-: it-oj) cos 3,9(/ -0,3) - 0,64e -J > M<-c »* ) sen 3,9(/ — 0,3)]l(/ — 0,3) 

onde ltr - 0.3) é a função degrau unitário ocorrendo em i = 0.3. 

\ Fie 8 4"* mostra acurva de resposta aproximada obtida, junto com a cursa de resposta 
ao degrau unitãno exata obtida por cálculo numénco Note que neste s.stema pode-se obter 
uma aproximação muito boa usando os polos de malha-fechada dominantes. 



Fig. 8.42 Curvas de resposta ao degrau unitário para o sistema indicado na Fig. 8.40. 


Problema \ 8.6* Em um sistema de controle complexo, pode haver uma realimentaçao 
po^Tem um laço in.erno conforme indicado na Fig. 8.43. E»e laço normalmeme « 



•Referência W-4. 
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Neste problema nos preocuparemos apenas com o laço interno de reaiimentação posi- 
tiva. A função de transferência de malha-fechada do laço interno é 

Cd) _ Gd) 

R(s) ~ 1 - G{s)H(s) 

A equação caractenstica é 

1 - G(s)H(s) = 0 • (8.29) 

Esta equação pode ser resolvida de maneira análoga ao desenvolvimento do método do lugar 
das raizes nas Seções 8.3 e 8.4. A condição do ângulo, entretanto, deve ser alterada. 

A Eq. (8.29) pode ser reescrita: 


G(s)H(s) = 1 

tjue é equivalente às duas equações seguintes: 

IG(s)H(s) = 0°±*360 & (*«0,1,2,...) 

I G(s)H ( 5 ) | = 1 

A soma total de todos os ângulos dos pólos e zeros de malha-aberta deve ser igual a 0° r k 
360°. Portanto. 0 lugar das raizes segue um lugar de 0 o em oposição ao lugar de 180° 
anteriormente considerado. A condição do módulo permanece inalterada. 

Esboce o grafico do lugar das raízes para o sistema de reaiimentação positiva com as 
seguintes funções de transferência: 


G(s) = 


K(s + 2) 

(5 4- 3X$ 2 -r 2s -r 2)' 


H(s ) = 1 


O ganho K é suposto positivo. 


Solução. As regras gerais para construção dos lugares das raízes fornecidas na Seção 8.4 
devem ser modificadas da seguinte maneira: 

A re g ra 3 é modificada como se g ue: Se o número total de pólos reais e zeros reais á direita de 
um ponto de teste sobre 0 eixo real for par. então este ponto pertence ao lugar das raízes. 


Ângulos dos assintotas = 


±£360° 
n — m 


onde 

n = número de pólos finitos de G(s)H(s) 
m = número de zeros finitos de Gis)H(s) 

A re g ra 6 é modificada como se gue; Quando calcular o ângulo de partida (ou o ângulo de 
chegada) de um pólo complexo (ou um zero complexo) de malha-aberta. subtrair de 0 o a soma 
de todos os ângulos dos números complexos obtidos de todos os outros pólos e zeros para o 
pólo complexo (ou zero complexo) em questão, incluindo-se os sinais apropriados. 

As outras regras para construção do gráfico do lugar das raízes permanecem inalteradas. 
Aplicaremos agora as regras modificadas para construir o gráfico do lugar das raízes. A 
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função de transferência de malha-fechada para o sistema com reaiimentação positiva é dada 
por 

C(s) _ G(s) Ms ~_j) — 

Rd) ~~ 1 - Gd)Hd) d + 3 X * 2 + 25 - 2 ) - Àu - 2) 

1. Indique os polos de malha-aberta (5 = ' ^ ' 7’ ' , . ' ' , ^ 

malha-aberta (5 = - 2) no plano complexo. Conforme K e aumentado desde l ale . os 
polos de malha-fechada iniciam-se nos pólos de malha-aoerta e terminam nos zeros de 
malha-aberta (finitos ou infinitos), como no caso dos sistemas com realimentaçao 

2 eg Deíe a rm.re os lugares das raizes sobre 0 eixo real. Existem lugares das raizes sobre o 

eixo real entre — 2 e + x e entre —3 e — - . 

3. Determine as assintotas dos lugares das raízes. Para o presente sistema. 

* , “4- /c360 1 1 ôac 

Angulo da assintota = - 3 = ± 10U % 

I s to significa simplesmente que os ramos dos lugares das raizes estáo sobre o eixo real. 
f lSSineTs pontos de separação de paruda e de chegada. Desde que a equaçao 
característica é 

(5 + 3)(j 2 + 2s - 2) - K(s + 2) = 0 
obtemos 

„ d -4- 3Xj 2 -25 + 2) 

K ~ FT2 

Diferenciando K em relação a s . obtemos 

dK _ 2 5 3 + 1 1 5- - 205 + 10 
ds ~ is-r 2)- 

Note que 

2s 3 + 1 ls 2 + 205 + 10 = 2(5 + 0,8)(í 2 - 4.7 s - 6,24) 

= 2(5 + 0,8)(5 + 2,35 + ;0 t 77)(s + 2,35 -y 0,77) 

Os pontos í = - 2.35 = ;0.77 não satisfazem a condição do ângulo. No ponto 5 = "0,8, 
ovEr de K resulta positivo. O ponto de separação de chegada e portanto s- 0X 
5 Determine o ângulo de partida do lugar das raizes de um polo complexo. Para o po 
complexo emi = -l + J,o ângulo de partida é e 

45° _ 27° — 90 c - <f> = 0° 

ou 

<f> = -72° 

í O áneulo de partida do pólo complexo cmi= - 1 -j i 72 o .) „ nn AirAa 

6. Escolha um ponto de teste na vizinhança do eixo> e da ongem e apb( J u 
do ângulo. Localize um número suficiente de pontos que satisfazem 9 a 

ângulo. 
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Fig. 8.44 Gráfico do lugar das raízes para o ssiema com realimentação positiva com Gis ) = 
Ktt + 2)/f (s + 3) (s J + 2 í + 2)], Ms, = 1 



A Fig. 8.44 mostra o gráfico do lugar das raizes para o sistema com realimentação positiva 
dado. Os lugares das raízes sáo indicados por retas e curvas tracejadas. 

Note que. se 

K > (s + 3X* 2 + 2* + 2) | =3 


uma raiz real entra no semiplano direito do plano s. Portanto, para valores de K maiores do 
que 3, o sistema torna-se instável. (Para K > 3. o sistema deve ser estabilizado com um laço 
externo.) 

Para comparar o gráfico do lugar das raizes com aquele do sistema de realimentação 
negativa correspondente, mostramos na Fig. 8.45 o gráfico do lugar das raizes do sistema com 
realimentação cuja função de transferência de malha-fechada é 

C(s) K(s + 2) 

R{s) (s 4- 3Xs 2 4 Zr + 2) + Kis - 2) 


Tabela 8.3 Gráficos dos lugares das raizes de sistemas com 
realimentação negativa e com realimentação positiva 



Retas e curvas cheias correspondem a sistemas com realimentação negativa. 

retas e curvas tracejadas correspondem a sistemas com realimentação positiva. 
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A Tabela 8.3 mostra vános gráficos de lugar das raizes de sistemas com «alimentação 
negativa e sistemas com realimentaçáo positiva. As funções de transferencia de malha-fecha- 
da são dadas por 


C G 
R ~ 1 - GH 


para sistemas com realimentaçáo negativa 


C G 
R~ 1 - GH 


para sistemas com realimentaçáo positiva 


onde GH é a função de transferência de malha-aberta. Na Tabela 8.3. os lugares das raizes 
para sistemas com realimentaçáo negativa são desenhados com retas e cursas cheias, e 
aqueles para sistemas com realimentaçáo positiva são desenhados com retas e curvas tra^eia- 
das. 

Problema A. 8 . 7 Considere o sistema mostrado na Fig. 8.46. que tem uma função de transfe- 
rência do ramo direto instável. Esboce o gráfico do lugar das raizes e localize os polos de 
malha-fechada. Mostre que embora os pólos de malha-fechada estejam sobre o eixo real 
* negativo e o sistema não seja oscilatório, a curva de resposta ao degrau umtano possui 
sobrelevaçáo. 



Fig. 8.46 Sistema de controle. 


Solução. O gráfico do lugar das raizes para este sistema é indicado na Fig. 8.4" Os pólos de 
malha-fechada estão localizados em s = -2 e s = -5. 

A função de transferência de malha-fechada resulta 

C(S) _ 10(5+1) 

R(s) s 1 + ls 4- 10 


J w ♦ 



Fig. 8.47 Gráfico do lugar das raízes para o sistema indicado na Fig. 8.46. 
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A resposta ao degrau unitário deste sistema é 


C{s) = 


10(5 + D 
s(s t 2)(í + 5) 


A transformada de Laplace inversa de Cis) resulta 

dt) = 1 - 1 ,666e -2 ' - 2,666e" 5r U ^ 0) 

A curva de resposta ao degrau unitário é indicada na Fig. 8.48. Embora o sistema nao seja 
oscilatório, a curva de resposta ao degrau unitário exibe sobrelevaçao. (Isto e devido a 
presença de um zero em s = - 1.) 



t 


Fig. 8.48 Curva de resposta ao degrau unitário para o sistema indicado na Fig. 8.46. 
Problema A.8.8 Considere um sistema com 

G(5) = 5 ( 7 + 25 ’ = 1 

Mostre que uma parte do lugar das raizes é circular. 

Solução. Sobre o lugar das raízes, a condição do ângulo resulta 

/G(s) = Is — 3 — l_s_ — /s + 2 = 180 ° 

Se .v = a + jtú é substituído nesta última equação, obtemos 

ja - jú) + 3 — to +Jco - /g + jco + 2 = 180 ° 
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que pode ser reescrita 

lan '‘^l- tan “‘f = 180 ° - lan_1 ^2 

Considerando as tangentes de ambos os membros desta ultima equação e usando a relação 


tan (x ±y) = 


tan x ± tan y 
1 ± tan x tan y 


obtemos 


co _ co 

, , co A a>\ ff + 3 a — 3o> 

tan ^tan" ^ + 3 tan ‘ <7 ' , co co ff(ff -r 3 ) + co : 

1 ~ <j ~ 3 ff 


tan ( 180° + tan -1 g j 



( 


! 


Portanto. 

-3 co _ co 
ff(ff - 3) + co 2 (J + 2 

ou 

(ff - 3 ) 2 -f co 2 = (a/T ) 2 

Esta última equação representa uma circunferência com centro em a = -}.w = 0e com raio 
\ 7. Note que 0 centro está no zero da função de transferência de malha-aberta. A Fig. 8 49 
mostra o gráfico do lugar das raizes para o sistema. 




Fig. 8.49 Gráfico do lugar das raízes pa- 
ra o sistema com G(s/ = (s + 3 )l[s(s + 2)]. 
H(s) = 1. 



Problemas 

Problema B.8.1 Esboce os gráficos dos lugares das raízes para as configurações de pólos e 
zeros de malha-aberta indicadas na Fig. 8.50. 
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Problema B.8.2 Esboce os gráficos dos lugares das raízes para as configurações de pólos e 
zeros de malha-aberta indicadas na Fig. 8.51. 



Problema B.8.3 Considere o sistema indicado na Fig. 8.52. Investigue o efeito do aumento do 
valor de K h nos lugares das raizes. Esboce as curvas típicas de resposta ao degrau umtano 
para os casos K h = 0. 0 < K h < 1 e K „ > 1 . Esboce então o grafico do lugar das raizes quando 
= 0.5. Localize os pólos de malha-fechada nos lugares das raizes quando A 10. 



Fig. 8.52 Sistema de controle. 
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Problema B.8.4 Mostre que os lugares das raizes para um sistema de controle com 


G(s) = 


K(s 2 -T 65 + 10) 

*2 - 25 + 10 “’ 


H{s) = 1 

são arcos de circunferências centradas na ongem e com raio igual a \ TTi 
Problema B.8.5 Um sistema de controle com 



H(s) = 1 


' mS Es V ^eTg^co Z « "em^Usando e te grf.co mostre queesle 

sistema^pode° scTestabiüzado ad.conand.vse um zero sobre o mo real negai, vo ou mod.fi. 
cando-se Gis > para Gjs ), onde 

n ( S \ = K ( s + - a -) (0 ^ a < 1 ) 

s\s + 1) v 

Problema B.8.6 Esboce o gráfico do lugar das raizes de um sistema com 
_ K 

G(5) " (s- -r 25 + 2)(* 2 + 25 + 5)’ 

H(s) = 1 

Determine os pontos exatos onde os lugares das raízes cruzam o ei\ojw. 

Problema B.8.7 Esboce o gráfico do lugar das raizes para um sistema com- 


A 

G(í) = s{s + 0,5)(5- + 0,65 + 10)’ 

His) = 1 

Problema B.8.8 Esboce o gráfico do lugar das raízes para o sistema indicado na Fig. 8.53 e 
demonstre que ele se toma instável para valores grandes de A. 



Fig. 8.53 Sistema de controle. 
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Problema B.8.9 Esboce os contornos das raizes para o sistema indicado na Fig. 8.54 quando o 
ganho A e o parâmetro a variam, respectivamente, desde zero até infinito. 



Fig. 8.54 Sistema de controle. 


Problema B.8. 10 Conside e o sistema indicado na Fig. 8.55. Determine os valores do aanho A 
e o coeficiente de realime taçáo de velocidade A, de modo que os polos de malha-fechada 
sejam í = -1 = j\ 3. Posteriormente, usando o valor de A„ determinado, esboce o gráfico do 
lugar das raizes. 



Fig. 8.55 Sistema de controle. 
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9 

Métodos de 
Resposta em 
Freqüência 


abordagem e baseado na interpretação das características dinâmicas desejadas em 
termos das características de resposta em frequência. Esta análise de um sistema de 
controle indica graficamente quais variações ou modificações devem-se fazer na 
funçáo de transferência de malha-aberta a fim de se obter as características de 
resposta transitória desejadas. 

Obtençào de soluções em regime estacionário para entradas senoidais. Provare- 
mos imcialmente o fato básico de que as caractensticas de resposta em frequência 
de um sistema podem ser obtidas diretamente da função de transferência senoidal. 
isto é. a função de transferência na qual j é substituída por/tu. onde tu e a frequência 
angular. 

Considere o sistema linear invariante no tempo indicado na Fig. 9.1. A entrada 
e a saída do sistema, cuja funçáo de transferência é Gls). são denotadas por xlt) e 
ylí). respectivamente. A entrada x(t) e senoidal e dada por 

t 

x(t) = X sen (oi 


*(t) 

*(s) 


■J 6(5) 


y{t) 

Y(s) 


Fig. 9.1 Sistema linear invariante no tempo. 


9.1 INTRODUÇÃO 

Resposta em frequência. O termo “resposta em freqüência significa a resposta 
em regime estacionário de um sistema com entrada senoidal. Nos métodos de 
resposta em freqüência. o método mais convencional disponível aos engenhei- 
ros de controle para análise e projeto de sistemas de controle, variamos a freqüência 
do sinal de entrada em um certo intervalo e estudamos a resposta em freqüência 
resultante. 

O critério de estabilidade de Nyquist. a ser apresentado na Seção 9.5. possibi- 
lita investigar tanto a estabilidade absoluta como a estabilidade relativa de sistemas 
de malha-fechada lineares a partir do conhecimento de suas caractensticas de 
resposta em freqüência de malha-aberta. Usando este criténo de estabilidade, não 
precisamos determinar as raízes da equação caracteristica. Estaé uma vantagem da 
abordagem de resposta em freqüência. U ma outra vantagem desta abordagem é que 
os testes de resposta em freqüência são. em geral, simples e podem ser realizados 
precisamente pelo uso de geradores de sinal senoidal realmente disponíveis e 
equipamentos de medida precisos. Comumente funções de transferência de com- 
ponentes complicados são determinadas experimentalmente através de testes de 
resposta em freqüência. Além disso a abordagem da resposta em freqüência possui 
as vantagens de que um sistema pode ser projetado de modo que os efeitos de ruídos 
indesejáveis sejam desprezíveis e a análise e projeto podem ser estendidos a alguns 
sistemas de controle não lineares. 

Embora a resposta em freqüência de um sistema de controle apresente uma 
imagem qualitativa da resposta transitória, a correlação entre as respostas em 
freqüência e transitória é indireta, exceto no caso de sistemas de segunda-ordem. 
No projeto de um sistema de malha-fechada. devemos ajustar a caracteristica de 
resposta em freqüência usando alguns critérios de projeto (a serem apresentados na 
Seção 9.7) de modo a obter características de resposta transitória aceitáveis. 

Uma vez entendida a correlação indireta entre algumas medidas da resposta 
transitória e da resposta em freqüência, a abordagem de resposta em freqüência 
pode ser utilizada com vantagem. O projeto de um sistema de controle através desta 


Suponha que a funçáo de transferência G<si pode ser escrita como uma relação de 
dois polinómios em s; isto é. 

í7M - Pis* _ PÍll 

qis) (S + 5j)(j + J 2 ) • • • (s + s„) 

A transformada de Laplace da saída Ylsj e então 

r(í)-c(ijjr(í) = |jjf(5) (9-i) 

onde Xis) é a transformada de Laplace da entrada xlt). 

Limitaremos nossa discussão apenas a sistemas estáveis. Para estes sistemas, 
as partes reais das raízes — .v, são negativas. A resposta de regime estacionário dc 
um sistema linear, invariante no tempo e estável, para uma entrada senoidal não 
depende das condições iniciais. (Portanto, podemos supor condições iniciais nu- 
las.) 

Se Yls) possuir apenas pólos distintos, então a expansão em frações parciais da 
Eq. (9. 1 ) fornece 


Y(s) = ^ 


(oX 


q(s) — cu* 
a 


S ~r j(0 S—JCO S -f- 


S + s 2 


K 
s + 


(9-2) 


ondea e6 ( (onde / = 1 . 2 n) são constantes eã é o complexo conjugado de a. A 

transformada de Laplace inversa da Eq. (9.2) resulta em 

>’(/) = ae~ im> — ãe ic * -p b i e~“ l -p Z> 2 e' ,,f -p • • • + b„e~ ,m ' (t > 0) (9-3) 
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Para um sistema estável. -s„ -s-, •• possuem partes reais negativas. Portanto. 

conforme / tende a infinito, os termos e"*' e s~* tendem a zero. Portanto, 

todos os termos do segundo membro da Eq. (9.3). exceto os dois primeiros, se 

anulam em regime estacionário. ... . . 

Se Yls) envohe* pólos múltiplos s, de multiplicidade m,. entao v(f) envolvera 
termos do tipo t h, c~^ r . — 0. 1,2, 1). Desde que as partes reais das raizes 

-s são negativas para um sistema estável, os termos í h v~ tf tendem a zero confor- 
me ! tende a infiniu 

Portanto, inderendentemente de o sistema possuir pólos distintos ou não. a 
resposta em regime estacionário resulta em 

y(t) = ae~ M — áe Ja>t 

onde a constante c pode ser calculada a partir da Eq. (9.2) como segue. 


a = G( s) , Ci - — i (s + jco) 

K ' S 4 - — O) 2 


Note que 


XG( - jCú ) 

2 j 


ã = G(s )~ r 


oX 


S‘ — co 


(s - jCú) 


l * Joj 


XG(jcú) 

2 j 


Desde que e uma função complexa, pode ser escrita na seguinte forma: 
G(J<o) = | Gijo) | e 1 * 

onde 'Gjüüil representa o módulo e <f> representa o ângulo de Glju); isto é. 


<t> = jG(j(ú ) = tg 1 


parte imaginária de G(jio)~ 
parte real de G(/ cu» 


O ângulo é pode >er negativo, positivo ou nulo. Analogamente, para G<-jio) 
obtemos a seguinte evpressâo: 

G{-j<a) = i G\-jco) | e~ J * = | G(jco) | e~ J * 

Então, a Eq. (9.4. pode ser escrita 

pjíatt+i) e -J(cal+*) 

y(t) = * I Oijd) | Tj 

= X | G{j(ü) | sen (cu/ + <f> ) 

= Y sento/ + 0) (9-5) 

onde Y = X \ Gi . Verificamos que um sistema linear, estável, invariante no 
tempo e sujeito a uma entrada senoidal possuirá, em regime estacionário, uma saída 
senoidal com a mesma frequência da entrada. Porem, a amplitude e o ângulo de fase 
da saída, em geral, serão diferentes daqueles da entrada. De fato. a amplitude da 
saída é dada pelo produto da amplitude da entrada por G(j <u )\ . enquanto o ângulo de 
fase da saída difere daquele da entrada de um valor 6 - /GQu>) . Um exemplo de 
entrada e saída com sinais senoidais é indicado na Fig. 9.2. 


I 



Fig. 9.2 Sinais senoidais de entrada e saída. 


Com base no exposto, obtemos este importante resultado: Para entradas 
senoidais, 


I G(j(o) i = 


Y(Joo ) 

X{jco) 


relação de amplitude entre a saída senoidal e a entrada 
senoidal 


IG(jco) = 


mico) 

i X(jo) 


= defasagem da saída senoidal em relação â entrada se- 
noidal 


Portanto, as características de resposta de um sistema para entrada senoidal podem 
ser obtidas diretamente de 


Y(jco) 

X{jo>) 


= G(jco) 


A função de transferência senoidal Gljw). a relação entre Y(j io) eX(jtu). é uma 
tunçâo complexa e pode ser representada pelo módulo e ângulo de fase. tendo a 
treqúéncia como variável ou parâmetro. ( Um ángulode fase negativoé denominado 
atraso de fase e um ángulode fase positivo é denominadoí/iançoí/e fase . ) A função 
de transferência senoidal de qualquer sistema linear é obtida substituindo-se s por 
,/íti na função de transferência do sistema. Para caracterizar completamente um 
sistema linear no domínio de freqüéncia. devemos especificar tanto a relação de 
amplitude como o ângulo de fase como funções da freqüéncia w. 


Exemplo 9.1 Considere o sistema indicado na Fig. 9.3. A função de transferência G(s> é 


G(s) = 


K 

Ts + 1 


X 

K 

y 


Ts + 1 



G(s) 


Fig. 9.3 Sistema de primeira-ordem. 
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Da Eq (9.6) observa-se que para a> pequeno, a amplitude da saída y<l) e praticamente 
igual a K vezes a amplitude da entrada. A defasagem da saída e jequ«na P^ d ™° re * 
pequenos de o>. Para o> grande, a amplitude da saída e pequena e prat.camente inversamente 
proporcional a w. A defasagem tende a -90° conforme w tende a infinito. 

Resposta em frequência a partir de diagramas de polos e zeros. A resposta em 
frequência pode ser determinada graficamente a partir do diagrama de polos e zeros 
da função de transferência. Considere a seguinte tunçao de transferencia. 


G(s) = 


K(s -f :) 
í(í + P) 


onde p e: são reais. A resposta em freqüéncia desta função de transferência pode 
ser obtida de 


GO'®) = 


Kjjco -f z) 
jcaijco + p) 


Os fatores jw + zja> ejw + p são números complexos, conforme indicado na Fig. 
9.4. O módulo de G(Ja>) é 


I G(jCú) | — 


K\jcú — z\ 

\ja>\\j(o + p\ 


K\AP\ 
\OP\ • \BP\ 
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e o ângulo de fase de G(jv) e 

IG(jü ) ) = Ijco -f ' “ Ü® “ U°>±£ 

= tg’ 1 f - 90= - tg- ± 

= <t> - e x - ô z 

onde os ângulos <t> e 0, e 0, são definidos na Fig 9.4. Note que uma rotaçao no 
sentido anti-horário é definida como o sentido positivo para a medida de angulo. 


juí + p ju> + Z 



Fig. 9.4 Determinação da resposta em frequência no plano complexo. 


a A p 

+ ym i * 'lí 


-cr, - y UM x-- 

B 


Fig. 9.5 Determinação da resposta em frequência no plano complexo. 


42 



A partir da análise de resposta transitória de sistemas de malha-fechada. 
sabemos que um par de pólos complexos conjugados próximos ao eixo^cu produzi- 
rão um tipo altamente oscilatorio de resposta transitória. No caso de resposta em 
frequência, este par de pólos produzirá uma resposta com um pico altamente 
significativo. 

Considere, por exemplo, a seguinte funçáo de transferência: 

~ (s + />,)(* + Pz) 

ondep ) tp- sáo complexos conjugados, conforme indicação na Fig. 9.5. A resposta 
em frequência desta função de transferência pode ser determinada de 

' 1 ~ \jcú +/?, \\jeo + p 2 \ 

K 

\AP\\BP\ 

iG(jco) = - e , -e 2 

onde os ângulos 0, e são definidos na Fig. 9.5. Desde que ÃPjj EP ] é muito 
pequeno próximo a <a = oti , | G{j(o l JÍ é muito grande. Portanto um par de pólos 
complexos conjugados próximos ao eixojw acarretara uma resposta em frequência 
com grande valor de pico. . . 

Inversamente, se a resposta em frequência não apresentar um pico significa- 
tivo, então a funçáo de transferência não possui pólos complexos conjugados 
próximos ao eixo jw . Esta funçáo de transferência também não exibirá uma resposta 
transitória altamente oscilatória. Desde que a resposta em frequência indireta- 
mente descreve a localização dos pólos e zeros da função de transferência, pode- 
mos estimar as características de resposta transitória de um sistema a partir das 
características de resposta em frequência. Na Seção 9.7 apresentaremos uma 
discussão detalhada deste assunto. 

9.2 GRÁFICOS LOGARÍTMICOS 

Esta seção, bem como as duas seguintes são relacionadas principalmente com 
a apresentação das características de resposta em frequência de sistemas de con- 
trole lineares. 

A funçáo de transferência senoidal. uma funçáo complexa da frequência w, é 
caracterizada pelo seu módulo e ângulo de fase, com a frequência como parâmetro. 
Há três representações comumcnte utilizadas de funções de transferência senoi- 
dais. Elas são 

1 . gráfico logarítmico ou diagrama de Bode 

2. gráfico polar 

3. gráfico do log-módulo versus fase 

Esta seção apresenta gráficos logarítmicos de funções de transferência senoi- 
dais. Gráficos polares e gráficos log-módulo versus fase sáo apresentados nas 
Seções 9.3 e 9.4, respectivamente. 

Gráficos logarítmicos ou diagramas de Bode. Uma função de transferência 
senoidal pode ser representada por dois gráficos separados, um fornecendo o 
módulo versus freqiiéncia e outro o ângulo de fase versus frequência. Um gráfico 


logarítmico ou diagrama de Bode consiste em dois gráficos: Um deles é um gráfico 
do logaritmo do módulo de uma função de transferência senoidal: o outro é um 
gráfico do ângulo de fase: ambos sáo construídos em funçáo da frequência, esta em 
uma escala logarítmica. 

A representação padrão do módulo logarítmico de G(./oj) e 20 log G(jiü)\ . onde a 
base do logaritmo é 1 0. A unidade usada nesta representação do módulo e o decibel . 
usualmente abreviado db. Na representação logarítmica, as curvas são desenhadas 
em papel monolog. usando-se a escala log para a frequência c a escala linear tanto 
para 0 modulo (porém em db) como para 0 ângulo de fase (em graus). < A taixa dc 
frequência de interesse determina o numero de décadas logarítmicas exigidas na 

abscissa.) ... ... 

A principal vantagem de usar gráfico logarítmico e que a multiplicação dos 
módulos é convertida em uma adição. Além disso, é disponível um método simples 
para esboçar uma curva aproximada do log-modulo. Esta é baseada em aproxima- 
ções assintóticas. Estas aproximações por retas assintóticas são suficientes 
somente se for necessária uma informação grosseira das características de resposta 
em freqiiéncia. Se forem desejadas as curvas exalas, facilmente podem ser feitas as 
correções nas curvas assintóticas básicas. As curvas de ângulo de fase podem 
ser facilmente desenhadas se for disponível um modelo para a curva do angulo de 

fase de 1 + ju>. _ . . 

Note que a determinação experimental de uma função de transferencia pode 
ser realizada de modo simples se os dados de resposta em frequência estão apresen- 
tados na forma de um gráfico logarítmico. , 

A representação logarítmica é útil pelo fato de que mostra tanto as característi- 
cas de baixa frequência como aquelas de alta lreqüéncia. para a funçáo de transfe- 
rência considerada, em um único diagrama. A expansão da faixa de baixa freqüen- 
cia utilizando uma escala logarítmica para a frequência é muito vantajosa desde que 
as características de baixa freqüéncia são mais importantes em sistemas práticos. 
(Note que devido à escala de freqüéncia logarítmica, é impossível construir as 
curvas para a direita até a freqüéncia zero: entretanto, isto não cria qualquer 
problema sério.) 

Fatores básicos de G (/&>)// (/to). Conforme citado anteriormente, a principal 
vantagem em usar o gráfico logarítmico está na relativa tacilidade de desenhai as 
curvas de resposta em freqüéncia. Os fatores básicos que mais frequentemente 
ocorrem em uma funçáo de transferência arbitrária G(ju>)H(ja>) sáo: 

1 . ganho K 

2. fatores integral e derivativo (/cu) =1 

3. fatores de primeira-ordem (1 + jioT)~' 

4. fatores quadráticos [1 + 2£ (Jmluin) + ( /Woi„ í 2 ]* 1 

Uma vez familiarizados com os gráficos logarítmicos destes fatores básicos, e 
possível utilizá-los na construção de gráficos logarítmicos compostos para qualquer 
forma geral de G(j<D)H(j<*>) esboçando-se as curvas para cada fator e adicionando as 
curvas individuais graficamente, porque a adição dos logaritmos dos ganhos cor- 
respondem à multiplicação dos mesmos. . . . 

O processo de obtenção do gráfico logarítmico pode ser ainda mais simplifi- 
cado pelo uso de aproximações assintóticas para as curvas de cada fator. (Se 
necessário, podem ser feitas correções facilmente em um gráfico aproximado para 
obter-se um gráfico preciso.) 

O ganho A. Um número maior do que a unidade possui um valor positivo em 
decibéis, enquanto um número menor do que a unidade possui um valor negativo. A 
curva do log-módulo para um ganho constante K é uma horizontal de valor 20 log A 
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db. O ângulo de fase do ganho K é nulo.* O eteito da vanação do ganhoÀ" na tunçâo 
de transferência é que ele desloca para c:ma ou para baixo a curva do log-módulo da 
função de transferência por uma quantidade correspondente constante, não ate- 
tando porém o ângulo de fase. 



Numeros 


Fig. 9.6 Reta para conversão número-deciòe. 

Uma reta de conversão número-deciDel é fornecida na Fig. 9.6. O valor em 
decibel de qualquer número pode ser obuao a partir desta reta. Quando um numero 
aumenta por um fator de 10. o valor em decibel correspondente aumenta por um 
fator de 20. Este resultado pode ser veniicado a partir do seguinte. 

20 log ( K x 10*) = 20 log K + 20: 

Note que. quando expresso em db. o reciproco de um número difere do seu valor 
apenas no sinal; isto é. para um numero K, 

20 log K = -20 log -jj 7 

Fatores integral e derivativo (jw)* 1 . O módulo logarítmico de 1 [jco em db é 
20 log J- = — 201ogcodb 

JCú 

O ângulo de fase de 1 Ijw é uma constante e igual a -90°. 

*N. do T. O autor está considerando K > 0. 
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Em gráficos logarítmicos, as relações de frequências são expressas em termos 
de oitavas ou décadas. Uma oitava é um intervalo de frequência desde eo , até 2 . 

onde co, é uma frequência de qualquer valor. Uma década corresponde a um 
intervalo de frequência desde co , até lOco , . onde. novamente . co , e qualquer frequên- 
cia (Na escala logarítmica de um papel monolog qualquer relaçao de trequencia 
pode ser representada pela mesma distância horizontal. For exemplo, a distancia 
horizontal desde co = 1 até co = 10 é igual à distancia desde co = 3 ate co = 30. 

Se o log-modulo -20 log co db é colocado em um grafico com co na escala 
logarítmica, a curva resultante é uma reta. Desde que 

(-20 log lOco) db — (-20 log O) — 20) db 

a inclinação da reta é -20 db/década (ou -6 db/oitava). 

Analogamente, o log do modulo dejco em db é 

20 log \jco\ = 20 log co db , 

O ângulo de fase de jui é constante e igual a 90°. A curva do log-módulo é uma reta 
com inclinação de 20 db/década. As Figs. 9.7(a) e (b) mostram as curv as de resposta 
em freqüéncia para )lja> e>. respectivamente. Podemos venficar facilmente que as 
diferenças nas curvas de resposta em freqüéncia dos fatores \ljw ejco correspondem 
aos sinais das inclinações das curvas do log-módulo e aos sinais dos ângulos de fase. 
Ambas as curvas dos logs dos módulos tomam-se iguais a 0 db para o» — 1. 

Se a função de transferência contém o fator (1 //ca)" ou (/co)". o log do modulo 





20 log | ( jcú) H | = n X 20 log | jü) — 20/t log cú db 

As inclinações das curvas dos log-mòdulos para os fatores ( \ljw) n e{jw) n são então 
_ 20/j db/década e 20 n db/década. respectivamente. O angulo de tase de (1 i/w)" e 
igual a -90° x n em toda a faixa de frequência, enquanto que para (jw)” e igual a 
90° x nem toda a faixa de frequência. 


Fatores de primeira-ordem ( 1 - juT r 1 . O log do modulo do taior de primeira- 
ordem 1/(1 + jwT) é 

20 log T 1— . = -20 log VI + co 1 ^ db 

b 1 + jcúT 

Para baixas freqüéncias. tais como w « 1 IT. o log do módulo pode ser aproximado 
por 

—20 log VI + u-T 1 == -20 log 1 =0 db 


Portanto, a curva do log-módulo em baixas frequências é a reta constante 0-db. 
Para altas freqüéncias. tais como o> >> 1/7. 

-20 log V I + co 2 7 2 == -20 log c oT db 

Esta é uma expressão aproximada para a faixa de altas frequências. Em tu = 1/7, o 
log do módulo é igual a 0 db; em a> = 10/7, o log do módulo é -20 db. Portanto, o 
valor de -20 logra 7 db decresce de 20 db para cada década de ca. Parara >> 1//. a 
curva do log do módulo é uma reta com inclinação de -20 db/década (ou -6 

A análise anterior mostra que a representação logarítmica da curva de resposta 
em frequência do fator 1/(1+ jwT ) pode ser aproximada por duas retas assintoiicas. 
uma reta em 0 db para a faixa de frequência 0 < w < 1/7. e uma outra reta com 
inclinação - 20 db/década (ou - 6 db/oitava) para a faixa de frequência \IT< uj<*. 
A curva exata do log-módulo. as assintotas, e a curva exata do ângulo de fase sao 

mostradas na Fig. 9.8. . 

A freqüéncia na qual as duas assintotas se interceptam e denominada trequen- 
cia de canto ou frequência de mudança de inclinação ( ' 'quebra ). Para o lator 1 /( 1 
+ /ti>7). a frequência ta = 1/7 é a freqüén cia de canto desde que em ca = 1/7 as duas 
assintotas possuem o mesmo valõr. (Â expressão assintótica em baixa-freqüéncia 
em ta = 1/7 é 20 log 1 db = 0 db e a expressão assintótica de alta-freqüéncia em ta = 
l/7é também 20 log 1 db = Odb. ) A freqüéncia de canto divide a curva de resposta 
em freqüéncia em duas regiões, uma curva para a região de baixa-freqüéncia e uma 
curva para a região de alta-freqüéncia. A freqüéncia de canto é muito importante 
para o esboço de curvas de resposta em freqüéncia logarítmicas. 

O ângulo de fase exato <f> do fator 1/(1 - jatT) é 


<f) = — tg _l 0)7 
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Assintota Frequência de canto 



1 i T X 7 2 I jõ £2 

2 Õr ÍÕr 5 T 2 T T T T T T 


Fig. 9.8 Curva do log-módulo conjuntamente com as assintotas e curvas do ângulo de fase de 
1/(1 +jw 7). 

Na freqüéncia zero. o ângulo de fase é 0 o . Na freqüéncia de canto, o ângulo de fase é 
* = - tg- L = - tg" 1 = -45“ 

No infinito, o ângulo de fase toma-se - 90°. Desde que o ângulo de fase é dado por 
uma função inversa da tangente, o ângulo de fase é anti-simétrico em relação ao 
ponto de inflexão em <t> = -45°. 

O erro na curva de módulo causado pelo uso de assintotas pode ser calculado. 
O erro máximo ocorre na freqüéncia de canto e é aproximadamente igual a — 3 db 
desde que 

-20 log VThFT + 20 log 1 = -10 log 2 = -3,03 db 

O erro na freqüéncia uma oitava abaixo da freqüéncia de canto, isto é . em w = 1 12T. 
é 


-20 logji- + 1 + 20 log 1 = -20 log = -0,97 db 
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j erro na freqüência uma oitava acima da frequência de canto, isto é. emw — 2IT. é 

-20 log V2 2 + 1 4- 20 log 2 = -20 log^ = -0.97 db 

Portanto, o erro em uma oitava abaixo ou acima da frequência de canto e aproxi- 
“vidamente igual a - 1 db. Analogamente, o erro em uma década abaixo ou acima 
c- frequência de canto e aproximadamente - 0.04 db. O erro em decibeis envolvido 
r.o uso da expressão assmtotica para a curva de resposta em treqüência de 1/(1 * 
•_.7i é indicado na Fig. 9.9. O erro e simétrico em relação à frequência de canto. 

Desde que as assintotas são muito fáceis de desenhar e suficientemente próxi- 
Tias da curva exata, o uso destas aproximações nos desenhos dos diagramas de 
íjode é conveniente para estabelecer a natureza geral das características de res- 
rosta em freqüência rapidamente e com um mínimo de cálculo, podendo ser 
Ltilizado para muitos trabalhos de projeto preliminares. Se forem desejadas as 
curvas precisas de resposta em freqüência. podem ser feitas as correções facil- 
mente. referindo-se á curva fornecida na Fig. 9.9. Na prática, uma curva precisa de 
-esposta em freqüência pode ser desenhada localizando-se o ponto de —3 db na 
freqüência de canto e os pontos de — 1 db uma oitava acima e abaixo da freqüência 
de canto e então ligando estes pontos por uma curva suave. 

Note que uma variação na constante de tempo T desloca a freqüência de canto 
rara a direita ou para a esquerda, porem as formas das curvas do log-módulo e do 
angulo de fase permanecem as mesmas. 

A função de transferência 1/(1 ~ jiaT) possui as características de um filtro 
rassa-baixas. Pai a freqüéncias acima de ca = MT, o log do modulo cai rapidamente 
rara - Este resultado é devido essencialmente à presença da constante de 
tempo. No filtro passa-baixas, a saída pode seguir uma entrada senoidal muito 
rrecisamente em baixas freqüéncias. Porém, conforme a freqüência de entrada é 
aumentada, a saída não pode seguir a entrada porque é necessário um certo 
ntervalo de tempo para o sistema atingir o valor necessário. Portanto, em altas 
freqüéncias, a amplitude da saída tende a zero e o ângulo de fase da saída tende a 
-90°. Portanto, se a função de entrada contem muitas harmónicas, então as compo- 
nentes de baixas frequências são bem reproduzidas na saída, enquanto as compo- 
nentes de altas freqüéncias são atenuadas em amplitude e defasadas. Portanto, um 

Freqüência de canto 



Fig. 9.9 Erro do log-módulo na expressão assintótica da curva de resposta em freqüência de 
Iy(l + j(oT). 
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elemento de primeira-ordem fornece uma réplica exata, ou quase exata, apenas 
para fenómenos constantes ou lentamente variáveis. 

Uma vantagem da representação logarítmica é que para fatores recíprocos . por 
exemplo, o fator 1 - jwT. as curvas do log-módulo e do ângulo de fase necessitam 
apenas trocar de sinal. Desde que 

20 log 1 1 - jüJT | = -20 log 

= >8" °> T =~ T+W 



a freqüência de canto é a mesma em ambos os casos. A inclinação da assintota de 
alta freqüência de 1 - jwT é 20 db/década, e o ângulo de fase varia desde 0 o até 90° 
conforme a freqüência w aumenta desde 0 até infinito. A curva do log-módulo, 
juntamente com as assintotas e a curva ângulo de fase para o fator I + jioT são 
indicadas na Fig. 9.10. 

Os formatos das curvas do ângulo de fase são os mesmos para qualquer fator da 
forma (1 + jwT)~ l . Portanto, é conveniente possuir um modelo para a curva do 
ângulo de fase à disposição. Este modelo deve ser usado repetidamente para 
construção das curvas do ângulo de fase para qualquer função da forma ( 1 + jwT)~\ 
Se este modelo não for disponível, devemos localizar alguns pontos da curva. Os 
ângulos de fase de (1 + ju)T)~' são 

4=45° 

4=26,6° 

4-5,7° 

4=63.4° 

4=84,3° 



Para o caso no qual uma dada função de transferência envolve termos do tij 
(1 + jioTM’’. pode ser feita uma construção assintótica similar. A freqüência de 
canto ainda é em ui = MT, e as assintotas são retas. A assintota de baixa freqüência é 
uma reta horizontal em 0 db. enquanto a assintota de alta freqüência possui a 
inclinação - 20a? db/década ou 2(Vi db/década. O erro envolvido nas expressões 
assintóticas é n vezes o correspondente a (1 + jtuTjr '. O ângulo de fase é n vezes 
aquele de (1 + jwT)~ l em cada freqüência. 

Fatores quadráticos [ 1 + 2í(ju)la)„) + (jiolto„) T \~' . Sistemas de controle normal- 
mente possuem fatores quadráticos da forma 
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Fig. 9.10 Curva do log-módulo conjuntamente com as assintotas e curvas do angulo de fase 
de 1 + jo)T. 



Se L > 1 este fator quadrático pode ser expresso como um produto de dois fatores 
de primeira -ordem com pólos reais. Se 0< { < I .este fator ó-draucoe oproduto 
de dois fatores complexos conjugados. As aproxtmaçoes assinloucas para as c. ur 
vasde resposta em frequência não sâo precisas para um fator com baixos 'alt r» de 
^ pois tanto o módulo como o ângulo de fase do fator quadrático dependem da 
freaüência de canto e da relação de amortecimento £• ... 

q A curva de resposta em freqüência assintótica pode ser obtida como segue. 

Desde que 



para baixas freqüéncias tais que w « o log do módulo resulta em 


-20 log 1 = 0 db 

A assintota de baixa frequência é portanto uma reta horizontal em 0 db. Para altas 
frequências tais que oj » o>„. o log do módulo resulta em 

-20 log ^ = — 40 log ~ db 

6 Cül cú„ 


438 


A equação para a assintota de alta frequência é uma reta possuindo a inclinação - 40 
db/decada desde que 



-40 loe 15" = -40 - 40 log £ 

CÚ n (o m 

A assintota de alta frequência intercepta a de baixa freqüência emoj=w n desde que 
nesta freqüência 

—40 log — = —40 loe 1 = 0 db 

co B 

Esta freqüência ê a freqüência de canto do fator quadrático considerado. 

As duas assintotas que acabamos de deduzir são independentes do valor de £ . 
Próximo à freqüência w = oj„. ocorre um pico de ressonância, conforme pode ser 
esperado a partir de (9.7). A relação de amortecimento £ determina a amplitude 
deste pico de ressonância. Portanto, existem obviamente erros na aproximação 
pelas assintotas. O valor do erro depende do valor de £. Será grande para píquenos 
valores de £. A Fig. 9.11 fornece as curvas exatas do log do módulo conjuntamente 
com as assintotas e as curvas do ângulo de fase para o fator quadrático dado em (9.7 ) 
para alguns valores de £. Se forem desejadas correções nas curvas assintóticas. a 
correção necessária em um numero suficiente de freqüéncias pode ser obtida a 
partir da Fig. 9.11. 

O ângulo de fase do fator quadrático 11 + 2£(yWwiJ + (jwIídJ 2 ]' 1 é 



O ângulo de fase é uma função tanto de w como de £. Em a» - 0. o ângulo de fase é 
igual a 0 o . Na freqüência de canto w = to n . o ângulo de fase é -90° independente- 
mente de £. desde que 

4 = - tg-‘ (f ) = - tg- ~ = -90° 

Em oj = x . o ângulo de fase resulta - 1 80°. A curva do ângulo de fase é anti-simétri- 
ca em relação ao ponto de inflexão, o ponto onde é = — 90°. 

As curvas de resposta em freqüência para o fator 

1 +*(€)+('!)■ 

podem ser obtidas simplesmente invertendo-se o sinal daquelas do log do módulo 
e das curvas do ângulo de fase do fator 




Fig. 9.11 Curvas do log-módulo conjuntamcnte com as assintotas e curvas do ângulo de fase 
da função de transferência quadrática por (9.7). 


Para obter as curvas de resposta em frequência de uma dada função de 
transferência quadrática, devemos inicialmente determinar o valor da freqüencia de 
canto cu, e da relação de amortecimento £. Então, usando a família de curvas 
fornecida na Fig. 9.11. podem-se construir as curvas de resposta em freqüencia. 

A freqüéndade ressonância cu r e o valor do pico de ressonância M r . O módulode 


1 

1 

! 
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Se I G(joj) | possui um valor de pico em alguma freqüencia. esta frequência e 
denominada a frequência de ressonância. Desde que o numerador de \G(j<o) | e 
constante, ocorrerá um valor de pico de J G(jut) I quando 

*»-(•- 5 )* + (*& 

é um mínimo. Desde que a Eq. (9.10) pode ser escrita 

~ "«! ~ ^ + 4ÍH1 - c*> < 9 -' » 

o valor mínimo de gM ocorre en,»=.. vT^T?. Portanto, a freqüencia de 
ressonância cu r é 


CO, = (0 < í < 0,707) (0-12) 

Conforme a relação de amortecimento { tende a zero. a frequência de resso- 
náncia tende acu Para 0< l < 0.707, a freqüên ciade re ssonanciacu r e menor do que 
S" n“'tu£i amortecid. vT^. q- ê extbtda na re^sta 

transitória. Da Eq. (9.11) pode-se observar que, para Ç > 0.70/. nao ha picc de 
ressonância. Para Ç > 0.707, o módulo | G0'oj) I decresce monotomcamcnte com o 
aumento nafreqüénciacu. Isto significa que nao ha P' co curva de modulo pai _ 

0 707 (O módulo c menor do que 0 db para todos os valores de * 
que pira 0.7 < C <7. a resposta ao degrau é oscilatória, porem as oscilações sao 

bastimte^morteddas e determinado substt.uindo-se a Eq. 

(9.12) na Eq. (9.9). Para 0 « £ 0,707, 

M r = | G(J<») Ioiíx = I G U<°r ) I = 2L«A -T 1 (913) 


Para t, > 0,707, 

M r = 1 (9 ' I4) 

Conforme l tende a zero. M r tende a infinito. Isto significa que se o sistema nao 
amortecido for excitado em sua freqüencia natural, o^modulo de G(jw) 
infinito. A relação entre M r e £ é indicada na Fig. 9.12. 
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O ângulo de.fase de G(jo>) na frequência onde ocorre o pico de ressonância pode 
ser obtido substituindo-se a Eq. (9.12) na Eq. (9.8). Portanto, na frequência de 
ressonância w r . 



Procedimento geral para construção das curvas logarítmicas de resposta em 
frequência. Inicialmente reescreva a função de transferência senoidal G(ja>) Hijio) 
como um produto dos fatores básicos anteriormente discutidos. Identifique então 
as frequências de canto associadas com estes fatores básicos. Finalmente desenhe 
as curvas assintóticas do log-módulo. com inclinações apropriadas entre as fre- 
quências de canto. A curva exata, situada muito próxima â curva assintótica. pode 
ser obtida efetuando-se as correções apropriadas. 

A curva do ângulo de fase de G(joj)HiJ(ü) pode ser desenhada adicionando-se as 
curvas dos ângulos de fase dos fatores individuais. 

O uso dos gráficos logarítmicos empregando aproximações assintóticas neces- 
sita um tempo muito menor do que os outros métodos que podem ser utilizados 
para determinação da resposta em frequência de uma função de transferência. A 
facilidade de construção das curvas de resposta em freqüéncia para uma dada 
função de transferência e a facilidade de modificação da curva de resposta em 
frequência, conforme ê adicionada uma compensação, constituem as principais 
razões do uso muito comum na prática destes gráficos logarítmicos. 


Exemplo 9.2 Desenhe um diagrama de blocos para a seguinte função de transferência: 

r( im ) IQQCO -f 3) 

' (jco)Uco 4 - 2 )[(/©)* + jcú + 2 ] 
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Efetue correções de modo que a curva do log-moduio seja precisa. 

De modo a evitar quaisquer erros possíveis na construção da curva do log-módulo. é 
desejável colocar Gt/o») na forma normalizada seguinte, onde as assintotas de baixa frequência 
para os fatores de primeira-ordem e para o fator de segunda-ordem correspondem à reta de 
Odb. 


G(jCú) = 


>xr+') 


0“)(f + i)[ l - 


/a» 2 yç? _ 

2 2 




443 






Esta função e composta pelos seguintes tatores. 


CO 

7,5, OW 1 , l+iy- 



. .a (MT 
1 ‘ 1 2 2 J 


As frequências de canto do terceiro, quarto e quinto termos são iu = 3. « = - e « - V ~ 

respecüvamente^jr ^ ama de Bode. as curvas assintóticas separadas para cada um do» 

fatores são mostradas na F.g. 9.13. A curva composta e então ^ 

camente as curvas individuais, também mostrada na Fig. 9.1.v Note que quando au 

assintóticas individuais são adicionadas em cada frequência. a mel. naçao da c ^ a ^^f ra 

acumulati va. Abaixo de oi 2. o grafico possui a mclinaçao de - .0 

freuüência de canto ta = \la inclinação muda para -60 dbídecada e continua com e 

inclinação ate a próxima freqüéncia de canto em ta = 2. onde » 

db/decada. Na última frequência de canto ta = 3. a inclinado muda P dra al 

Uma vez desenhada a curva aproximada do log-modulo pode 
^licionandcvse as correções em cada frequência de canto e nas frequência uma o>*vaata£0 
e acima das frequências de canto. Para os fatores de pnme.ra-ordem ( 1 -jwT) . ^ correçoes 
são - 1 db na freqüéncia de canto e - l db nas frequências correspondentes a uma oitav a acima 
e abixo da frequência de canto. As correções necessanas para o fator quadrat.ee sao obtidas 
da Fig. 9.11. A curva exata do log-módulo para Gijut) é indicada por uma linha traceja a a 

F,Ê ' Para a construção da curva completa do ângulo de fase. devem ser esboçadas as cun^ 
do ângulo de fase para todos os fatores. A soma algébrica das curvas do angulo de fase re.u 
na curva completa do ângulo de fase. conforme indicado na ig. - n te Ados 

A simplicidade da construção do diagrama de Bode deve estar agora ^ 
adquirir prática na construção de diagramas de Bode nao e necessanc 

para cada um dos fatores envolvidos na função de transferencia. Podemos desenhar d meta 
mente as curs as compostas, assintóticas. do log-modulo somando mentalmente as assintotas 
para cada um dos fatores. 

Sistemas de fase mínima e sistemas de fase não-mínima. Funções de transferen- 
cia que não possuem pólos ou zeros no semiplano direito do planos sao funções üc 
transferência de mínima fase: por outro lado. as funções de tra nsfe r enaa q 
possuem pólos e/ou zeros no semiplano direito sao funções de transfeiencia de ta 
não-mínima. Os sistemas com funções de transferência com f ^ e 

denominados sistemas de mínima fase: por outro lado. aqueles com funçoe 
transferência de fase não-mínima são denominados sistemas de fase nao-minima. 

Para sistemas com as mesmas características de módulo, a faixa no angulo ae 
fase da função de transferência de fase mínima é mínima para todos estes sistemas 
enquanto a faixa no ângulo de fase de qualquer função de transferencia de tase 

não-mínima é maior do que aquele mínimo. . . . . troncf > r p n rÍH 

Considere, como um exemplo, os dois sistemas cujas funções de transterencia 

senoidais são. respectivamente. 


(7, Oco) 


1 -f jcoT 
1 jcoT x 




1 — jcoT 
1 -f joiT x 


(0 < T < 7\) 


As configurações de pólos e zeros destes sistemas são indicadas na Fig. 9.14. As 
duas funções de transferência senoidais possuem as mesmas carac’ lens “^ 
módulo, porém as características do ângulo de fase sao diferentes, 
indicado na Fig. 9.15. Estes dois sistemas diferem entre si pelo tator 


G(jco) = 


1 - jcoT 
1 -F jcoT 
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G,(s) = 


1 ♦ Ts 
i.r,s 


G2'S' 1 — 


1-75 

ur,s 


Fl g. 9.14 Configurações de pólo-zero de um sistema de fase mínima G,í v; e um Msiema de 
fase não-mmima Ci^sp 


r . • twi 1 - itoT) e sempre unitário. Porem, o ângulo de 

O modulo do tator M ^ j C sdc 0 ale - ISO 0 conforme a freqüéncia varia 

desde zero ate infinito. ascaractcrísticasdemódulodeánguloedefase 

Para um sistemadefasc mínima, as car urvade módulo de um Sistema 

são diretamente relacionadas Isto sigmfn : q zero a( . infmjl0< e ntâo a curva do 
for especificada em todas as frequenci ^ ice _ versa . isto. entretanto, nao e 

ângulo de fase e unicamente determinada, e 

verdade para um sistema de fase na°-rnimma. dois m odos diferen- 

As situações de ase nao-mm.m um elemento, ou demen- 
tes. Um deles é simp^smen e quando - nos casos onde um la ço menor e 

tos. de fase nao-mimma. A outra snuaçau ic 

"n. um sistema de fase d« 

p). onde p eí/ sao os graus dos po i ^ bjslema de f ase náo-minima. o angulo 

de transferencia, respeemamen ^ ^ ualquer sistema, a inclinação da curva 

de fase em oi = ^difere de / S-->ru a - p> db/década. E portanto possível 

do log-módulo em w - * c >e ua ‘ r ' f e eX aminando-se a inclinação da 





UI 


r, 8 . 9., 5 Características do ângulo de fase dos sistemasClJi eOrfít indicados na Fig- 
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inclinação da curva do log-módulo. conforme a frequência tende a infinito, for 
- 20 (c7 - p ) db/década e o ângulo de fase emw = *é igual a - 90 °(q - p ). então o 
sistema é de mínima fase. 

Sistemas de fase não-mínima são lentos em resposta em virtude de seus 
comportamentos defeituosos no inicio da resposta. Em muitos sistemas de contro- 
les práticos, devem ser cuidadosamente evitados atrasos de fase excessivos. No 
projeto de um sistema, se a velocidade rápida de resposta é de fundamental 
importância, não deveremos usar componentes de fase não-minima. ( Um exemplo 
comum de elementos de fase não-mimma que podem estar presentes em sistemas de 
controle é o atraso de transporte.) 

Deve-se notar que as técnicas de análise e projeto de resposta em frequência a 
serem apresentadas neste e no próximo capitulo são válidas tanto para sistemas de 
fase mínima como para sistemas de fase não-mínima. 

Atraso de transporte. O atraso de transporte é um comportamento de fase 
não-mínima e possui um atraso de fase excessivo sem atenuação em altas frequên- 
cias. Considere o atraso de transporte dado por 


G(jcú) = e~ JaT 

O módulo é sempre igual à unidade desde que 
| G(jco) | = |cos (úT — ysencori = 1 



0,1 0.2 QI 0,6 0,8 1 2 4 6 8 10 

utT 

Fig. 9.16 Característica do ângulo de fase do atraso de transporte. 








O ângulo de fase de Gijwi t 


IG(jCO) = [e_ 


— — 


- 1 +jcoT 

= —cúL — t£ _1 co 7 


As curvas do log-modulo e angulo de fase para esta função de transferência com L - 0.." e 
T = 1 são mostradas na Fiç 9.17. 


Relação entre o tipo do sistema e a curva do log-modulo. Os coeficientes de erro 
de posição, velocidade e aceleração estáticos descrevem o comportamento em 
baixa-freqüénciados sistemas tipo 0. tipo 1 e tipo 2. respectivamente. Para um dado 
sistema, somente um oo? coeficientes de erro estáticos e finito e significativo. 
(Quanto maior o valor o: coeficiente de erro estático finito, maior sera o ganho de 
malha conforme w tende a zero.) 

O tipo do sistema aetermina a inclinação da curva do log-modulo em baixas 
* frequências. Portanto, a informação relativa à existência e amplitude do erro em 
regime estacionário de um sistema de controle, para uma dada entrada, pode sei 
determinada a partir da observação da região de baixa frequência na curva do 
log-módulo. 


Determinação do coeficiente de erro de posição estático. A Fig. 9.18 mostra um 
exemplo do gráfico do iog-módulo para um sistema tipo 0. Nos sistemas deste tipo. 
o módulo de G(ju>) Hiju- e igual a Â p em baixas frequências, ou 


lim G{j(ú)H{joi) = K p 


Segue-se que a assintota em baixa-freqüénciaé uma reta horizontal em -0 log A. „ db. 

Determinação do coeficiente de erro de velocidade estático. A Fig. 9 19 mostra 
um exemplo do grafico do log-módulo de um sistema tipo 1 . A intersecção do 
segmento inicial -20-dr década (ou seu prolongamento) com a reiaw = 1 tem a 


\ 
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ordenada 20 log K r . Este resultado pode ser verificado da seguinte maneira: Em um 
sistema tipo 1. 

G(jco)H(jco) = ^ para cu < 1 
Portanto. 

20 log ^ = 20 log K r 

JCÚ | u > i 


\ intersecção do segmento inicial - 20 -db/decada tou seu PrCongamen») com a 
ret 1 de (cdb possui uma frcqüência numericamente igual a K r . Para venficar e 
resultado v^„ s definir a frequência nesta intersecção como sendo u,,. entao. 


\K_ 

\j<Ú X 


^ 1 


ou 


K t =(ú x 

Por exemplo, considere o sistema tipo 1 com realimentação unitária cuja 
função de transferência de malha-aberta é 


C(5) = 


K 

s(Js - 1 - F) 


então 




Fig. 9.19 Curva log-modulo de um sistema üpo I. 
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Desde que 


segue que 
cj,cü 2 = 
ou 

oh _ ÇÚ3 
co j co 2 

No gráfico logarítmico. 

log cu, — log co 3 = log co 3 — log co 2 

Portanto, o ponto o> 3 é o ponto médio entre os pontos w 2 e cu,. A relação de 
amortecimento £ do sistema é. então. 

r _ F <o 2 

4 2*/KJ 2 co 3 

Determinação do coeficiente de erro de aceleração estático. A Fig. 9.20 mostra 
um exemplo do gráfico do log-módulo para um sistema tipo 2. A intersecção do 
segmento inicial -40-db/década (ou seu prolongamento) com a reta cu = 1 possui a 
ordenada 20 log K a . Desde que em baixas frequências 

G(joj)H(ja» = jJjjj 



Fig. 9.20 Curva do log-módulo de um sistema dpo 2. 
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segue que 


20 log = 20 log K 0 

& (jcoy .-i 

A frequência cu Q na intersecção do segmento inicial - 40-db/década (ou seu prolon- 
gamento) com a reta de 0-db fornece a raiz quadrada de K a numericamente. Esta 
afirmação pode ser verificada a partir do seguinte. 

20 log t-Ãtj = 20 log 1 - 0 

que fornece 
co a = *J~K a 

9.3 GRÁFICOS POLARES 

O gráfico polar de uma função de transferência senoidal G(jv) é um gráfico do 
módulo de G{jta) versus o ângulo de fase de G(j<*) em coordenadas polares, con- 
forme cu é variado desde zero até infinito. Portanto, o gráfico polar e o lugar dos 
vetores Grícu) | /Gj jm) conforme cu varia de zero a infinito. Observe que em graticos 
polares, um ângulo de fase positivo (negativo) é medido no sentido anti-horano 
(horário) em relação ao eixo real positivo. O gráfico polar e muitas vezes denomi- 
nado gráfico de Nyquist. Um exemplo deste tipo de gráfico e indicado na Fig. 9 - • 
Cada ponto no gráfico polar de G'(>; representa o ponto terminal de um vetor, para 
um particular valor de w. No gráfico polar, é importante indicar a graduaçao em 
frequência do lugar geométrico. As projeções de G(/w) sobre os eixos real e 
imaginário correspondem às suas componentes real e imaginaria. Tanto o modulo 
Gí/curi como o ângulo de fase /Gijuj) devem ser calculados diretamente para cada 
frequência cu na construção dos gráficos polares. Como o gráfico logarítmico e facil 
de construir, entretanto, os dados necessários para a construção do grafico polar 
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podem ser obtidos diretamente do grafico logarítmico, se este último for desenhado 
inicialmente e os decibéis forem convertidos em módulos comuns pelo uso da Mg. 

Para dois sistemas ligados em cascata, a função de transferência global da 
combinação, na ausência de efeitos de carga, e o produto das duas funções de 
transferência individuais. Se for necessária a multiplicação de duas funções 
transferência senoidais. isto pode ser realizado multiplicando-se. para cada 
qüéncia. as funções de transferências senoidais individuais por meio da multiplica- 
ção de álgebra-complexa. Isto e. se Gnwl = Gj {jtv)G 2 (jioi. então 

G(jcj) = G(jcú) G( jco) 
onde 

\G(j(o)\-\G l U(o) - I C 2 C/g>) i 
* c 

!G(jcü) = IGjiico) - !G 2 (j<o) 

O produto de G, (joj ) e G«(ju>) é indicado na Fig. 9._2. _ . 

Em geral, se for desejado um gráfico polar de G, ( jw)G-> (j<d). e conveniente 
desenhar primeiro um grafico logarítmico deG, (ycojGyjürí e então converter em um 
gráfico polar ao invés de desenhar os gráficos polares de G , (jw) e G«{ju>) e multipli- 
car estes dois no plano complexo para obter um grafico polar de G x (jwiG^Iiojí. 

lima vantagem no uso do grafico polar e que ele mostra as características de 
resposta em frequência de um sistema, em toda a faixa de treqüencia. em um umco 
gráfico. Ima desvantagem é que o grafico não indica claramente as contribuições 
de cada um dos fatores individuais da função de transferência de malha-aberta. 


t 



Fig. 9.22 Gráficos polares de G^j<d). Gijw) e G^JutlG^jui). 
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Fatores integral e derivativo {ja»)- 1 . O grafico polar de G(ju» = W<a e o eixo 
imaginário negativo desde que 

O gráfico polar de G(jo» =>éo eixo imagináno positivo. 

Fatores de primeira-ordem ( 1 +jwT)' Para a função de transferência senoidal 

. 1 _ 1 _ , _ tg-‘ cúT 

~ Y^Wr " V i 3 co z r- 

os valores de G(jm) em &> — 0 e o> = l/f s ão. respectivamente. 

G(;0) = l£ e c(;l) = 

v 

Seai tende a infinito, o módulo de G{jo» tende a zero e o ângulo de fase tende a - 90^ 

O gráfico polar desta função de transferencia e uma semicircunfercnciacon onne a 

freqüéncia oi varia desde zero até infinito, conforme a Fig. 9.-3(al. O centro ta 
localizado no ponto 0.5 sobre o eixo real e o raio e igual a 0.5. 

Para demonstrar que o gráfico polar é uma semicrcunferencia. definimos 

G(j(o) = X+jY 


^ = parte real d cG(ja) 

1 + Cú 2 T 2 

_ = parte imaginána d eG{j(ú) 
1 — cú 2 T z 



•N do T: No texto ongjnal em ingiès. o autor rcfere-se a este 1 ug ‘|' if ge ®^ ln ^o^sTquem cmeríte . utiliza- 
o texto, porém, cnienosamentc. devena considerar apenas ^^^"ència 
remos nesta tradução a designação deste lugar geometnco po >- 
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Então, obtemos 



Portanto no olano A’- Y G(j<a) e uma circunferência com centro em À \I2, > 0 

rcom raio ir conforme indicado na Fig. 9.23(bl. A sem, circunferência irfe- 
rior corresponde a 0 « o. s * e a semicircunfercncia superior corresponde a - 

* (l O cráfico polar da função dc transferência I + jmT é simplesmente a metade 
superior da reta passando pelo ponto ( 1 . 01 no plano complexo e paralela ao etxo 
imaginário confome a Fig. 9.24.* O gráfico polar de I + JwT possui uma aparência 
compleiamente diferente daquela de 1/(1 ^ jid ). 

Fatores quadráticosl 1 + As panes de i baixa-frequéncia 

e alta-freqüéncia do gráfico polar para a seguinte função de ransferencia senotdal. 



são dadas, respectivamente, por 

lim G (jo>) = 1/0° e lim GO'©) = 0 [~W 

O gráfico polar desta função de transferência senoidal tem inido em 1 10^ e tennma 
ern 0 ,-180° conforme ca aumenta desde zero ate mfinito. p ortanlo, a parte de 
alta-frequencia de G(ju) é tangente ao eixo real negativo. Os valores de G(ju) n 
intervalo de freqüência de interesse podem ser calculados diretamente ou usan c - 

Exímplos^^gráncos polares da função de transferência wnsiderada sao 

indicados na Fig. 9.25. A forma exata de um grafico polar depende do valor da 
relação de amortecimento {. porém a forma geral do grafico e 3 mesma tanto para 
caso subamortecido ( 1 > 4 > 0) como para o caso superamorteudo (4 1). 


• N do T. O aulor esta considerando apenas w & 0. 
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Para o caso subamortecido em ta = ta„. temos que G(jwnS l/(/24)eoángulode 
fase ema) = ca„é -90°. Além disso, pode ser observado que a frequencta na qual o 
luear geométrico de GfjujJ intercepta o eixo imaginário é a frequência natural nao 
amortecida, c o„. No gráfico polar, o ponto de frequencta cuja distancia a origem e 
máxima corresponde à frequência dc ressonância ta r . O valor de pico de G<» e 
obtido pela relação entre o módulo do vetor na freqüencia de ressonância o r e o 
módulo do vetor em u - 0. A frequência de ressonância <a r e indicada no grafico 

polar mostrado na Fig. 9.26. . , . u , _ 

Para o caso superamortecido. conforme 4 aumenta bem alem da unidade, o 
lugar geométrico de G(/a» aproxima-se de uma semicircunferencia. Isto pode ser 
observado pelo fato de que para um sistema muito amortecido as raizes caracterís- 
ticas são reais e uma delas é muito menor que a outra. Desde que para l suf. ciente- 
mente grande o efeito da raiz muito maior na resposta resulta muito pequeno, o 
sistema comporta-se como de primeira-ordem. 

Para a função de transferência senoidal. 

GO®) - 1 - + (y£_) 

a parte em baixa-freqüéncia da curva é 

lim CO'©) = 1/01 

e a parte em alta-freqüéncia é 
lim G(jcú) = ooj 180 
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Fig. 9.26 Gráfico polar mostrando o pico de ressonância e a frequência de ressonância o> r . 


Desde que a parte imaginária de Gü<»> é positiva para tu 0 cmonotonicamerue 
crescente e a parte real dcG(H e monotonicamente decrescente da unidade, a forma 
geral do gráfico polar de G(/w> e conforme indicada na Fig. 9.-7 . O angulo de tasc 
esta entre 0 U c 180°. 



Fig. 9.27 Gráfico polar de 1 4- 2£ (/^) + (j~j * ( ^ > 




Fig. 9.28 Gráfico polar de 1/LM1 +j(uTi\. 


a pane de baixa-freqüéncia do grafico polar torna-se 
lim G(jCú) = -7-/00 = coj-WF 

cu— *0 


e a parte de alta-freqüéncia toma-se 

lim G(j(ú) = 0 — jO = 0 —180 


\ forma geral do gráfico polar de Gija» é indicada na Fig. 9.28 . 0 grafico de “sintótico 

paraTreta vertical passando pelo ponto <-T 0). Desde que esta função de transferencia 
envolve a integração ( 1 Is), a forma geral do grafico polar difere subslancialmente daquelas 
correspondentes a funções de transferência de segunda-ordem que nao possuem a mtegraçao. 

Atraso de transporte. O atraso de transporte 


G(jco) = e~ JOiT 

pode ser escrito 

G(jco) = 1 /cos 0 )T — 7 sen cu 7 


Desde que o módulo de G(J<o) é sempre unitário e o ângulo de fase varia linearmente 
com tu, o gráfico polar do atraso de transporte é uma circunferência unitana. 

conforme indicada na Fig. 9.29. • • 

Em baixas frequências, o atraso de transporte e o atraso de r pnn l , '' r n a 7v 
dem 1/(1 + jioT) se comportam similarmente, conforme e mostrado na Fig. 9.3lMJS 
gráficos polares de e~»> T e 1/(1 + >F) são tangentes entre s. na frequência - 0. 
Este resultado pode ser comprovado pelo fato de que. para w « 1//, 


e -!o>T -j- i _ jaT 


1 -f j<oT 


== 1 — jcoT 


Paraw» 1/7, entretanto, existe uma diferença essencial entre e ** e 1/(1 + juT) 
como pode ser visto na Fig. 9.30. 



Exempi -2 Obtenha o gráfico polar da seguinte função de transferência: 

ç-j<oL 

= i + jcoT 

Desde qut rju. >) pode ser escrita 

GUo = ('-•“)( r +7 ST ) 
o móduic ; o ângulo de fase sáo. respectivamente. 

|Gjg>)| = \e -* L \ • YTJcõf = VI ~ (0 2 T 2 

e 

/Ot ycj) = je-i^ - Iy^JZTT = ~ CúL " tg l 0,7 


Desde a-a o módulo diminui monotonicamente desde a unidade e o ângulo de fase também 
diminui mmotònica e indefinidamente, o grafico polar da função de transferência em estudo e 
uma espira conforme indicado na Fig. 9.31. 
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Formas gerais de gráficos polares. Os gráficos polares de uma função de 
transferência da forma 


= 


O®)*0 +^'®7’i)(l +jo>T 2 ) ••• 


b 0 Uco) m + b t (jco) m - 1 -f ••• 
a o (jo))” + a l (ja>y~ } -r • • • 


% 


onde o grau do polinómio do denominador é maior do que o grau do polinómio do 
numerador, apresentarão as seguintes formas gerais: 

1. Para X = 0 ou sistemas tipo 0: O ponto inicial do gráfico polai (que 
corresponde ao» = 0.) é finito e está sobre o eixo real positivo. A tangente do 
gráfico polar em cu = 0 é perpendicular ao eixo real. O ponte* final, que 
corresponde acu = *. corresponde à origem, e a curva é tangente a um dos 

eixos. , 

2. Para X = 1 ou sistemas tipo 1: O termojcu no denominador contribui com 
- 90° para o ângulo de fase total de G(jw) para 0 =s cu oc . Em cu = 0. o módulo 
de G(j(ü) é infinito, e o ângulo de fase resulta —90° . Em baixas frequências, o 
gráfico polar é assintótico a uma reta paralela ao eixo imaginário negativo. 
Em o» = x. o módulo toma-se nulo e a curva converge para a origem e é 
tangente a um dos eixos. 

3. Para X = 2 ou sistemas do tipo 2: O termo (/cu)* no denominador contribui 
com — 180° para o ângulo de fase total de G(juj) para 0 =£ cu < *. Em cu = 0. o 
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Tabela 9.1 Gráficos polares de funções de transferência simples 



modulo de G<jw) é infinito, e o ângulo de fase é igual a - 180°. Em baixas 
frequências, o gráfico polar é assintotico a uma reta paralela ao eixo real 
negativo. Em w = o modulo toma-se nulo e a curva e tangente a um dos 


Os formatos gerais das partes de baixa-freqüencia dos gráficos polares de 
sistemas tipo 0. tipo 1 e tipo 2 são indicados na Fig. 9.32 Pode ser visto que. se o 
arau do polinómio do denominador de G(/*ui e maior do que o do numerador, então 
os lueares geométricos de Gí>> convergem para aongem no sentido horano. Em ca 
= os lugares geométricos são tangentes a um ou ao outro eixo. conforme 

mdlC ptra n o caso cm que os graus dos polinómios do denominador e do numerador 
deGf icj) são os mesmos, o grafico polar tem inicio a umadistancia finita sobre o eixo 

real è termina em um ponto finito sobre o eixo real. _ 

Note que quaisquer formas complicadas nas curvas do grafico polar sao 

‘ _„lr.c aonrlnnloc Hr» IPITinil tlf* flUITie- 

4 Ha INlO t* 








Fig. 9.33 Gráficos polares na faixa de alta-frequencia. 
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Fig. 9.34 Gráficos polares de funções de transferência com dinâmica no numerador. 
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radordafunçàode transferência. A Fig. 9 .34 fornece exemplos de 'Ç^spolares 
de funções de transferência com dinâmicas no numerador. Na analise de sistema, 
de controle, o gráfico polar de G(jw) na faixa de frequência de interesse deve se 

precisamente determinado. ^ 

A Tabela 9.1 mostra esboços de gráficos polares para algumas funções de 

transferência. 

9.4 GRÁFICOS DO LOG-MÓDULO VERSUS FASE 

Uma outra abordagem para retratar graficamente as características de resposta 
em freqüéncia é usar o grafico do log-módulo vrr.«« fase que « rum grafico do 
logaritmo do modulo em decibéis versus o angulo de fase, ou margem de ^.para 
uma faixa de frequência de interesse. ( A margem de fase e a diferença entre o angulo 
de fase real é e - 180°; isto é. <f> - (- 180°) = 180° + é.) A curva e graduada em 
termos da frequência w . Estes gráficos do log-modulo versus fase sao algumas v eze 

denominados gráficos de Nichols. ..... n- . 

No diagrama de Bode. as características de resposta em frequência de G(ju» 
sào fornecidas em um papel monolog por meio de duas curvas separadas a curva do 
log-módulo e a curva do ângulo de fase. enquanto no grafico do log-modulo versus 
fase as duas curvas do diagrama de Bode sao combinadas em apenas uma. 
gráfico do log-módulo versus fase pode ser facilmente construído pelos «valores 
obtidos do logaritmo do módulo e do angulo de fase a partir do diagrama de Bode. 
Note que no gráfico do log-módulo versus fase. uma variaçao na constante de ganho 
de simplesmente desloca a curva para cima (para ganhos crescentes) ou para 
baixo (para ganho decrescente), porém a forma da curva permanece a m £ sma - 
As vantagens do gráfico do log-módulo versus fase sao que a estabilidade 
relativa do sistema de malha-fechada pode ser determinada rapidamente e que a 
compensação pode ser realizada com facilidade. . . 

Os gráficos do log-módulo versus fase para as funções de transferencia senoi- 
dais Gljut) e llG(Ju)> sào anti-simétricos em relação à origem desde que 


! — em db = — |G(/o))| em db 

G(j*>) 

e 




Desde que as características do log-módulo e do ângulo de fase das funções de 
transferência básicas foram discutidas com detalhes nas Seções 9. k e 9.3. aqui sera 
suficiente fornecer exemplos de alguns gráficos do log-modulo versus fase. A 
Tabela 9.2 mostra estes exemplos. . . 

A Fig. 9.35 compara as curvas de resposta em frequência de 

G(ja>) = 


nas três representações diferentes. No gráfico log-módulo versus fase. a distancia 
vertical entre os pontos correspondentes a w = Oew = co r , ondeca r é a frequenciade 
ressonância, é o valor de pico de G(/o>/ em decibéis. 



/GUco) 
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9.5 CRITÉRIO DE ESTABILIDADE DE NYQUIST 

Esta seção apresenta o critério de estabilidade de Nyquist e a base matematica 

aSS °Considere o sistema de malha-fechada indicado na Fig, 9.36. A funçáo de 
transferência de malha-fechada e 


C(j) _ G(s) 

R(s ) 1 + G(s)H(s) 


Para estabilidade, todas as raízes da equação característica 

1 + G(s)H(s) = 0 


* \ C 


is) 


C(s) 


H (s) 


Fig. 9.36 Sistema de malha-fechada. 




devem estar no semiplano esquerdo do plano 5 . O enteno de estabilidade de 
Nvquist relaciona a resposta em frequência dc malha-aberta G<jw)H(j<*>l do nuinero 
de zeros e pólos de 1 + G(s>H(s) que estão no semiplano direito do plano s. Es e 
entério devido a H. Nyquist. é útil em engenharia de controle porque a estabili- 
dade absoluta do sistema de malha-fechada pode ser determinada graficamente a 
parttrdas curvas de resposta em frequência de malha-aberta e não ha necessidade 
para determinar realmente os pólos de malha-fechada. As curvas dc resposta em 
frequência de malha-aberta obtidas analiticamente, bem como aquelas obtidas 
experimentalmente, podem ser utilizadas na analise de estabilidade. Isto e conve- 
niente porque. no projeto de um sistema de controle, muitas vezes ocorre que as 
expressões matemáticas para alguns dos componentes nao sao conhecidas, sendi 
disponíveis apenas seus dados de resposta cm freqüencia. 

O critério de estabilidade de Nyquist e baseado em um teorema da teoria dc 
variáveis complexas. Para entender o criténo, discutiremos imcialmente mapea- 
mentos de contornos no plano complexo. 

Suporemos que a funçáo de transferência de malha-aberta Gjs)H(s) e repi esen 
tável como uma relação de polinómios em s. Para um sistema fisicamente real za 
vel o grau do polinómio do denominador da função de transferencia de malh 
fechada deve ser maior ou igual àquele do polinomio do numerador. Isto sigm if « 
que o Hmite de Gis)H(s) é nulo ou constante, para 5 tendendo a infinito, para qual 
quer sistema fisicamente realizável. 


■ A oniiarãn 


í\ r\ indicado na Pifi. 9.36 é 


fXí) = 1 + G(s)H(s) = 0 


Mostraremos que para um 
passa através de quaisquer 


dado caminho fechado e continuo no plano a. que na 
pontos singulares, corresponde uma curva fechada n 


4 < 
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plano Fls). O numero e sentido de envolvimento da ongem do plano F(s) pela curva 
fechada representam um papel particularmente importante no que se segue, para 
mais tarde correlacionarmos o nu mero e sentidos de envolvimentos à estabilidade do 
sistema. 

Considere, por exemplo, a seguinte tunção de transleréncia de malhu-abcrta 

- u + i) 6 (» + T) 

A equação característica c 


- 1 + C W"W - 1 + (J+ l)u-2, 

_ (5+1,5 +y2,4)(j+ 1.5 - ,/2.4) =Q 

(5 4- l)(í 2) 


(0) 


(b) 


B 

* 

O 

72- 

r 

| 

L* 

— 4 

-z 

0 

2 * 


o 

- 

1 2 


JijJ b 

O 

A . J 

Plano s 

-;2 

D 

-4 

■ 

a 

0 

[ 2 o- 

F o 

t 




A função F(s) é analítica em todos os pontos do plano exceto em seus pontos 
singulares. Para cada ponto de analiticidade no planos, correspondera um ponto no 
plano Flsi. Por exemplo, se .v = I + 7*2. então Flsi torna-se 

F(1 + J2) = 1 + (2 — >2X3 -vjl) 

= 1,12 - 70,58 

Portanto, o ponto s = 1+7*2 noplano.s mapeia no ponto 1.12 -7*0.58 no plano/ri aj. 

Portanto, conforme anteriormente estabelecido, para um dado caminho fe- 
chado contínuo no plano s. que não passa por pontos singulares, corresponderá 
uma curva fechada no plano F(s). A Fig. 9.37(a) mostra mapeamentos conformes 
dasretasw = 0. 1.2.3edasretasrr = 1.0.- I. - 2. -3.-4 nosemiplanosupeiiordo 
plano .s. para o plano Fls i. Por exemplo, a rela a = jiu no semiplano superior do 
plano. s (tu 5 0) mapeia na curva indicada poro = 0 no plano F(s). A Fig. 9.37(b) 
mostra mapeamentos conformes das retas w = 0. - 1 . — 2. — 3 e das retas cr = 1.0. 
-1,-2. -3. — 4do semiplano inferiordoplanoA. noplanoFfAf. Observeque paraum 
dadocr . a curva para frequências negativas e simétrica em relação ao eixo real com a 
cursa para freqüéncias positivas. Referindo-se as Figs. 9.37(a) e (b). verificamos 
que para o caminho ABCD no plano a percorrido no sentido horário, a curva 
correspondente no plano F(s) é A' B' C e D'. As setas sobre as curvas indicam 
sentidos de percurso. Analogamente, o caminho DAFA noplano.v mapeia na curva 
D',E' ,F'.A ' , no plano F(s). Devido á propriedade de mapeamento conforme, os 
ângulos correspondentes no plano a e no plano F(s> são iguais e possuem o mesmo 
sentido. (Por exemplo, desde que as retas AB cBC se interceptam em ângulos retos 
entre si no planoj, as curvasA'#' qB'C também se interceptam em ângulos retos 
no ponto B' do plano F(s). Referindo-se ã Fig. 9.37(c). verificamos que sobre o 
contorno fechado ABCDEFA noplanoA. avariáveis tem início no pontoA eassume 
valores neste caminho em um sentido horário até retornar ao ponto de partida A. A 
curva correspondente no plano F(s) e denotada por A'B'C'D'E'F'A Se definir- 
mos a área á direita do contorno, quando um ponto representativo a move-se no 
sentido horário, como correspondente ao lado de dentro do contorno e a área á 
esquerda como o lado de fora. então a area hachurada na Fig. 9.37(c) esta envolvida 
pelo contorno ABCDEFA e está dentro dele. Da Fig. 9. 37(c) pode-se verificar que. 
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quando o coniomo no plano a envolve dois pólos de Ff 5 ;. 0 lugar geométrico de F( si 
envolve a origem do plano F(s) duas vezes, no sentido anti-horario. 

O numero de envolvimentos da ongem do plano Fts) depende do contorno 
fechado no planos. Se este contorno envolve dois zeros e dois pólos deFiAi, entàoo 
lugar geometnco deF(A) correspondente não envolve a ongem. conforme indicado 
na Fig. 9.37ldi. Se este contorno envolve apenas um zero. o lugar geométrico 
correspondente de F(s) envolve a ongem uma vez no sentido horário. Isto e 
mostrado na Fig. 9. 37(e). Finalmente, se o contorno fechado no plano \ não 
envolve nem zeros nem polos, então o lugar geométrico de Fim não envolve a 
origem do plano F(a). Este resultado também é mostrado na Fig. 9.37<e). 

Note que para cada ponto no planos, exceto para os pontos singulares, ha 
apenas um ponto correspondente no plano Fl s): isto é. o mapeamento do plano a no 
plano F(m e um-a-um. O mapeamento do plano Fisi no plano a pode não ser 
um-a-um. entretanto.de modo que um dado ponto no plano Fl m pode corresponder 
a mais do que um ponto no plano a. Por exemplo, o ponto B no plano F(s) na Fig. 
9.37(d) corresponde aos dois pontos (-3: 3) e (0: -3) no plano a. 

Da analise anterior, podemos observar que o sentido de envolvimento da 
*»ngem do plano F< m depende de o contorno no plano a envolver um pólo ou um 
zero. Note que a localização de um polo ou zero no plano v. ou no semiplano direito 
ou no semiplano esquerdodo planoA. não faz qualquerdiferença. porem o envolvi- 
mento de um pólo ou de um zero faz diferença. Se o contorno no plano a envolve k 
zeros e k pólos ( k - 0. 1 . 2 ....). isto é. um numero igual de cada. então a curva 
fechada correspondente no plano F(sf não envolve a origem do plano Ff.vj. A 
discussão anterior corresponde a uma explicação gráfica do teorema do mapea- 
mento. que e a base para o criteno de estabilidade de Nyquist. 

Teorema do mapeamento. Seja F(sf uma relação de dois polinómios em.v. Seja 
F o numero de pólos e Z o numero de zeros de Fis) que estão dentro de algum 
contorno fechado no plano s . levando-se em conta a multiplicidade dos pólos c 
zeros. Seja este contorno tal que não passe por nenhum pólo ou zero deF(.vj. Esse 
contorno fechado no plano a e então mapeado no plano Fts\ como uma curva 
fechada. O numero total V de envolvimentos da ongem do plano F(s) no sentido 
horário, conforme um ponto representativo s percorre todo o contorno no sentido 
horário, é igual a Z - P. (Note que por meio deste teorema do mapeamento os 
números de zeros e pólos não podem ser determinados, apenas sua diferença.) 

Não apresentaremos aqui uma prov a formal deste teorema, mas deixaremos 
esta prova para o Problema A. 9. 6. Note que o numero positivo .V indica um excesso 
de zeros em relação aos pólos da função F(s) e um número negativo de N indica um 
excesso de polos em relação aos zeros. Em aplicações de sistema de controle, o 
numero P pode ser realmente determinado para Fls) = 1 4- Gis)H(s) a partir da 
1 unção G(s}His). Portanto, se N e determinado a partir do gráfico de F(s ). 0 número 
de zeros no contorno fechado do plano a pode ser realmente determinado. Note que 
as formas exatas do contorno no plano a e o lugar geométrico de Ff a) não possuem 
importância desde que sejam considerados os envolvimentos da origem, pois os 
envolvimentos dependem apenas do envolvimento de pólos e/ou zeros de F(s) pelo 
contorno no plano a. 

Aplicação do teorema do mapeamento na análise de estabilidade de sistemas de 
malha-fechada. Para analisar a estabilidade de sistemas de controle lineares, consi- 
deraremos o contorno fechado no plano a envolvendo todo o semiplano direito do 
plano a. O contorno consiste cm todo 0 eixo jw desde w = — x até w = +* e um 
caminho semicircular de raio infinito no semipíano direito do planoA. Este contorno 
é denominado caminho de Nyquist. (O sentido do caminho é o horário.) O caminho 
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de Nyquist envolve todo o semiplano direito do plano a e lodos os pólos e zeros de 1 
- 1 - G(s)H(s) que possuam partes reais positivas. (Se não houver zeros de I 4 
Gía)//(a) no semiplano direito do plano a. então lá também não haverá pólos de 
malha-fechada. e o sistema é estável.) É necessário que o coniomo fechado, ou o 
caminho de Nyquist. não passe através de qualquer pólo e zero de 1 4- Gts)H(s). Se 
Gis}H(s) possui um pólo ou pólos na ongem do plano a. então o mapeamento do 
ponto a = 0 resulta indeterminado. Nestes casos, a origem e evitada, 
considerando-se um contorno em torno dela. ( Uma discussão detalhada deste caso 
especial será dada mais tarde.) 

Se o teorema do mapeamento for aplicado ao caso especial no qual Fl a ) é igual a 
1 4 GlsiHis). então podemos fazer a seguinte afirmação: Se o contorno fechado no 
plano a envolver todo 0 semiplano direito do plano a. conforme indicado na Fig. 
9.38, então o número de zeros da função Ff a; = 1 - G<s)His) no semiplano direito é 
igual ao numero de pólos da função F(s) - 1 4- G(s)His) no semiplano direito do 
plano a mais o número de envolvimentos da ongem do plano 1 4 Gls)H(s) no 
sentido horário para a curva fechada correspondente neste ultimo plano. 

Devido à condição assumida de que 

lim [1 + G(a)7/(a)] = constante 


a função 1 - 1 - G(s)H(s) permanece constante conforme a percorre a semicircunfe- 
réneia de raio infinito. Por esta razão, independente de 0 lugar geométrico de 1 + 
Gis}H(s ), o envolvimento da origem do plano 1 4- Gls)H<si pode ser determinado 
considerando-se apenas uma parte do contorno fechado no plano a, isto e, o eixo 
jw. Os envolvimentos da origem, se houver, ocorrerão somente enquanto um ponto 
representativo se move desde — / x até 4/ x ao longo do eixojo» desde que não exista 
nenhum zero ou pólo no eixo jw. 

Note que a parte do contorno de I + G(s)His) desde w = até a» = x é 
simplesmente 1 4 G(jw)H(jw). Desde que I * G(jw)H{jw) é a soma vetorial do vetor 
unitário e o \c\orG(jw)H(jw), 1 — G(jwfHijw) é idêntico ao vetor desenhado desde o 
ponto - 1 4 jO até o ponto terminal do velorG(jw)H(jw), conforme indicado na Fig. 
9.39. O envolvimento da origem pelo gráfico de I + G(jwiH(jw) é equivalente ao 
envolvimento do ponto — 1 4 jO pelo lugar geométrico de G{jw)HQw). Portanto, a 
estabilidade de um sistema de malha-fechada pode ser investigada examinando-se 
os envolvimentos do ponto - I 4 /O pelo lugar geométrico de G(jw)IJ(jw). O número 
de envolvimento do ponto - I 4 jO no sentido horário pode ser determinado 
desenhando-se um vetor desde o ponto - 1 4 jO até o lugar geométrico de 
G(jw)H(jw), iniciando desdeoj = - x , passando por o> = Oe terminando em w = 45c 
e contando o número de rotações do vetor no sentido horário. 


Fig. 9.38 Contorno fechado no plano 
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Piano GH 


■ . * i 

irv l 

Plane ’ - j“ 



Fig. 9.39 Gráficos de Gljw)H - po piam' 1 GH - r - rUir 

A ci^UMÇâ odOyrf U do^.pa'^> 

mi, ' K,d “ e, Mg *»*™ ;. ..% de J , w lH , „„ . c , grafia de G-k-Mi -*. ' 

~,;, ;^r ss; 

porte, embora aprovade-l-a^onac ; parHr das cuna , de 

-islcma com atraso de r- > P e\aminando-se o numer.. de envoKimen. 

[XpX^ 

malha-aherla e uma relaça ae dois polinomio- t 

Pf>? "" nõ sem, plano direito do 

plano s^Um ZStti *V^M. para a habilidade, o lugar geometnco 

de GiiotlHíjuh conforme t '■aria de - * até *. desc ensoKer o ponto 1 jOA 
vezes no sentido anti-horano. 

Considerações sobre o critério de estabilidade de \>quist 

1. Este critério pode ser expresso como 

Z = A’ -r P 

onde 

Z = numero de zero- de I 4 G< 5 >His> no semiplano direito do plano .s 

\ = numero de envcMvimentos do ponto - 1 - ' (, no sc " lld ^^' an( ' 

F = numero de poio- de Gisffls) no semiplano direito do plano i 
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Se P for diferente de zero. para um sistema de controle estável devemos terZ 0. 
ou \ _ _ 0 que significa que devemos ter P envolvimentos do ponto -1 1 -/) no 

sentido anti-horano. .. .. i , 7 

Se Gi v )H i s i não possuir qualquer polo no semtplano direito do plano v então/ 
= \ ’ portanto para estabilidade não devemos ter nenhum envolvimento do ponto 
- l + tf) pelo lugar geometnco deG(/uii//(». Neste caso. não é necessanocons.de- 
rar o luear geométrico para todo o eixo jw. porem, somente a parte de requenua 
positiva. A estabilidade de um sistema deste tipo pode ser determinada 
verificando-se se o ponto -1 + ,/0 e circundado pelo grafico de Nyqinst de 
GHwiHyu». A região envolvida pelo gratico de Nyquist e mdicada na Hg. 

Para estabilidade, o ponto - i * ./O deve estar do lado de tora da região hachurada. 



2 . Devemos tomar cuidado quando verificarmos a estabihdade de sistema 
múltiplas malhas desde que estas podem incluir polos no scmtpíano direito do plano 
r ( Note que embora uma malha-mtema possa ser instável, o sistema de ma ha- e 
chada como um todo pode ser estáv el. através de um projeto apropriado.) A simples 
inspeção dos env olvimentos do ponto - 1 - jO pelo lugar geometnco 
não e suficiente para detectar instabilidade em sistemas de mult.plas ma h ^ 
Nestes casos entretanto, a existência ou nao de qualquer polo de 1 + G<\)H ) 
semíplano direito do plano , pode scr dccrannada facdmcmc aphcando-se o 
critério de estabilidade dc Routh para o denominador de GisiHtsh 

Se funções transcendentais, tais como atraso de transporte < . torem mel 

&dseu\Gls)Hi\h elas devem ser aproximadas, por meio de uma expansao em se e. 
antes de ser aplicado o enterio de estabilidade de Routh. Uma forma da expansao 
em serie de e 7 é dada a seguir: 


e~ 


Ti _ 


Ts _ (Js£ _ (Tsl 


T~ ' 48 



Fm primeira aproximação, podemos considerar apenas os dois pnmeiros termos no 
numerador e denominador, respectiv amente, ou 
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Isto dá uma boa aproximação para o atraso de transporte cm uma faixa^e frequen^ 
u í 

-■? - 1 e f °d°: í 

zeros da equação característica, ou ospólw um 

sistema de3j-fechadabem' 'projetado, nenhuma ra.z da equação caracteristica 
deve estar sobre o eixo ./ca. 

Caso especial em que Gls/Ht .«/ contem pólos e/ou zeros sobre o ^ 

^rpoS^ 

^ UC ^De^é^que^o^camiidíod^Nyquist^ão^passa^or pdios ou zeros deGi.v//ífsj, se 
a função asm, possui pólos ou zermna ^íeTelmc^ficld^ OmXsual de 
mtKldícaçã^dtTconl orno próximo à ongem s^usar uma ^ 

raio infinitesimal e. conforme indtcado na Ftg. 9.41. bm ponto representativo^ 
move-se ao longo do eixo negativo de./<« desde - ./ * ate j -■ De s j - ^ 

;0+ . o ponto se move ao longo da semic.rcunferenc.a de raio e ( onde e << 1 K e en 
move-se ao loneo do eixo jcu positivo desde./O- al e./* .Dei- f* - o contorno segue 
uma semicircunferéncia com raio infinito e o ponto representativo retorna ao pon i 
mTcial A ánSíque o contorno fechado modificado evita e mu, lo pequena e tende a 
confo^o nuo“ tende a zero. Portanto. todos o^osezeros. se houver. no 

semiplano direito do plano i serão envolvidos por Sh^ cu^funcão de transfe- 
Considere. por exemplo, um sistema de malha-fechada cuja tungao oe trans 

rência de malha-aberta é dada por 

G(s)H(s) - s ^ Ts + j) ( 


/«** i 

Plano s 
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Os pontos correspondentes a i =/L ei = jO- sobre o lugar geometnco de G(s)H(s) 
no plano Qi^i. são - j* e./*. respectivamente. Sobre o caminho semicircular 
com raio e (onde e « 1 ). a variavel complexa i pode ser esenta 

s = ee )6 

onde b vana de -90° para + 90°. Então. G(s)His) resulta em 

G(6^)//(fO = ^ã=T e ’ i# 

O valor de Kle tende a infinito conforme e tende a zero. e - 6 varia de 90° a- 90° 

se^arcunferéncia de raio infinito no semiplano direito do plano GH. A semicir- 
cunferéncia t^pjg^qs^o^rat^coníorno mv^p^anoTVoTugar 

semiplano direito do plano s e o lugar geometnco de GlslHls i nao envolve o ponti 
™- jü, não ha zeros da função I + G,s)Hlu no sem, plano d.reito do plano s . 

Pl,n C^mTSL é de“an C sferéncia de malha-aberta G.s/H/m con.endo um fator 
l/v" (onde n = " 3 . .). o grafico de G<s,H<s> possui n semic.rcunferencias de raio 

infinito no sentido horano em tomo daongem. conforme um ponto representativos 



Fig. 9.42 Contorno noptanor e o lugar geométrico de G/íi/f/r/ no planoG// ondeG, ) 

KI[s(Ts + 1/]. 
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9.6 ANÁLISE DE ESTABILIDADE 




Fig. 9.43 Contorno no planos eolugargeométricodeGíí)//('íJ no planoG// ond eG(s)H(s) = 
Kl[s\Ts + 1)]. 


percorre a semicircunferência de raio e (onde e « 1). Por exemplo, considere a 
seguinte função de transferência de malha-aberta: 




Então 


Nesta seção, apresentaremos alguns exemplos ilustrativos da análise de estabi- 
lidade de sistemas de controle utilizando o critério de estabilidade de Nyquist. 

Se o caminho de Nyquist no plano í envolverZ zeros tP pólos de 1 + G(s}H(s ) 
e não passar por nenhum pólo ou zero de 1 - G(s)H(s). conforme um ponto 
representativos percorre o caminho de Nyquist no sentido horário, então o con- 
torno correspondente no plano G(s)H(s) envolve o ponto - 1 + jO N = Z - P vezes 
no sentido horário. (Valores negativos de N implicam envolvimentos no sentido 
anti^horário.) 

No exame da estabilidade de sistemas de controle lineares utilizando o critério 
de estabilidade de Nyquist. verificamos que podem ocorrer três possibilidades: 

1. Não há envolvimento do ponto - 1 + jO. Isto implica que o sistema é 
estável se não houver pólos de G(s)H(s) no semiplano direito do planos; caso 
contrário, o sistema é instável. 

2. Há um envolvimento ou envolvimentos do ponto — 1 4- jO no sentido 
anti-horário. Neste caso o sistema é estável se o número de envolvimentos no 
sentido anti-horário for o mesmo que o número de pólos de G(s)H(s ) no 
semiplano direito do plano s; caso contrário o sistema é instável. 

3. Há um envolvimento ou envolvimentos no sentido horário do ponto - 1 + 
jO. Neste caso o sistema é instável. 

Nos exemplos a seguir, suporemos que os valores do ganho K e as constantes 
de tempo (tais como 7. 7, e 7 : ) sejam todos positivos. 


Exemplo 9.6 Considere um sistema de malha-fechada cuja função de transferência de ma- 
Iha-abena é dada por 

G(s)H(s) = _ d( 7 2 j 4- 1) 

Examine a estabilidade do sistema. 

Um gráfico de G(jw)Hljw) é indicado na Fig. 9.44. Desde que G(s)Hls) não possui 


lim G(s)H(s) = -~- e = 



Conforme 6 varia desde —90° a 90° no plano s, o ângulo de G(s)H(s) varia desde 
180° até - 180°, conforme a Fig. 9.43. Desde que não há pólos no semiplano direito 
do plano 5 e o lugar geométrico envolve o ponto - 1 + /O duas vezes no sentido 
horário, para qualquer valor positivo de K, há dois zeros de 1 + G(s)H(s) no 
semiplano direito do plano 5. Portanto, este sistema é sempre instável. 

Note que uma análise equivalente pode ser realizada se G(s)H(s) contiver 
pólos e/ou zeros sobre o eixo jw. O critério de estabilidade de Nyquist pode agora 
ser generalizado como segue: 

Critério de estabilidade de Nyquist (Para o caso geral onde G(s)H(s) contém pólos 
dou zeros no eixo jw.) ' No sistema indicado na Fig. 9.36, se a função de transferên- 
ciade malha-aberta G(s)H(s) possuir k pólos no semiplano direito do planos, então, 
para estabilidade, o lugar geométrico de G(siH(s) deve envolver o ponto - \ + jO k 
vezes no sentido anti-horário, conforme um ponto representativo s percorre o 
caminho modificado de Nyquist no sentido horário. 



Fig. 9.44 Gráfico polar de G(j(t>)H(j<a) considerada no Exemplo 9.6. 
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qualquer pólo no semiplano direito do plano s e o ponto - 1 + jO não é envolvido pelo lugar 
geométrico de G(jtú)H(jü>), este sistema é estável para quaisquer valores positivos de K. 7, e 

7 2 . 


Exemplo 9.7 Considere o sistema com a seguinte função de transferência de malha-aberta: 
v 

G(s)H(s) = + + 1) 

Determine a estabilidade do sistema para os dois casos. (1) o ganho K é pequeno, (2) K é 
grande. 

Os gráficos de Nyquist da função de transferência de malha-aberta com um pequeno 
valor de K e com um grande valor de K são indicados na Fig. 9.45. O número de pólos de 
G(s)H(s) no semiplano direito do plano s é zero. Portanto, para este sistema ser estável, é 
necessário que N = Z = 0 ou que o lugar geométrico de Gis)H(s) não envolva o ponto 
— 1 -F jO. 

Para pequenos valores de K. não há envolvimento do ponto -1-/0. Conseqüente- 
mente, o sistema é estável para pequenos valores de K. Para grandes valores de K, o lugar 
geométrico de G(s)H(s) envolve o ponto - 1 + jO duas vezes no sentido horário, indicando 
dois pólos de malha-fechada no semiplano direito do planos e a instabilidade do sistema. (Para 
boa precisão. K deve ser grande. Do ponto de vista de estabilidade, entretanto, um valor 
grande d c K causa uma estabilidade pobre ou mesmo instabilidade. A fim de estabelecer um 
compromisso entre precisão e estabilidade é necessário inserir uma rede de compensação no 
sistema. As técnicas de compensação no domínio de frequência são discutidas no Cap. 10.) 



K pequeno 


K grande 


Fig. 9.45 Gráficos polares do sistema considerado no Exemplo 9.7. 



Exemplo 9.8 A estabilidade de um sistema de malha-fechada com a seguinte função de 
transferência de malha-aberta 


G(s)H(s) = 


K(T 2 s + 1) 
sHTtS + 1 ) 
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Imi Plano GH 


Imi Plano GH 


Plano GH 


7i >T Z 
(Instável) 


r, < r 2 1 a “ ' 2 

l Estável) Lugar geométrico 

de G(/w)H(/£ü) passa 
pelo ponto —1 +/ 0 

Fig. 9.46 Gráficos polares do sistema considerado no Exemplo 9.8 


Exemplo 9.9 Considere o sistema de malha-fechada com a seguinte função de transferência 
de malha-aberta: 


G(s)H(s) 


Exemplo 9.10 Investigue a estabilidade de um sistema de malha-fechada com a seguinte 
função de transferência de malha-aberta: 


G(s)H(s) 



(xj — — co\ 

Í i-H 

\ 

\ / p 

u/ = CO J 
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Fig. 9.47 Gráfico polar do sistema considerado no Exemplo 9.9. 



Fig. 9.48 Grafico polar do sistema considerado no Exemplo 9.10. 


P , é igual a zero, o que indica que não há nenhum zero de 1 + G(s)H(s) no semiplano direito do 
plano j,eo sistema de malha-fechada é estável. Este é um dos exemplos onde um sistema de 
malha-aberta instável torna-se estável quando a malha é fechada. 

Sistemas condidonalmente estáveis. A Fig. 9.49 mostra um exemplo de um 
lugar geométrico de G(J(o)H(joi) para o qual o sistema de malha-fechada pode ser 
feito instável variando-se o ganho de malha-aberta. Se o ganho de malha-aberta for 
aumentado suficientemente, o lugar geométrico de Giju))H{ja>) envolve o ponto - 1 
+ j0 duas vezes, e o sistema resulta instável. Se o ganho de malha-aberta é 



Fig. 9.49 Gráfico polar de um sistema condicionalmente estável. 


diminuído suficientemente, ainda o lugar geométrico de G(j(i>)H(j<j)) envolve o ponto 
- 1 + j0 duas vezes. O sistema é estável apenas para a faixa limitada dq valores do 
ganho de malha-aberta para os quais o ponto — 1 + ./O está completamente do lado 
de fora do lugar geométrico de G< joj)H(ja>). Um sistema deste tipo é dito condicio- 
nalmente estável. 

Um sistema condicionalmente estável é estável para os valores do ganho de 
malha-aberta que estão entre os valores críticos, mas é instável se o ganho de 
malha-aberta for aumentado ou diminuído sufícientemente. Um sistema deste tipo 
resulta instável quando são aplicados grandes sinais na entrada já que um sinal 
grande pode causar saturação, o que por sua vez reduz o ganho de malha-aberta do 
sistema. É aconselhável evitar estas situações visto que o sistema pode tornar-se 
instável, se o ganho de malha-aberta cair abaixo de um valor crítico. 

Para operação estável do sistema condicionalmente estável aqui considerado, 
o ponto crítico — 1 —JQ deve estar localizado nas regiões entre OA e BC indicadas 
na Fig. 9.49. 

Sistemas de múltiplas malhas. Considere o sistema indicado na Fig. 9.50. Este 
é um sistema de múltiplas malhas. A malha interna possui a função de transferência 


G(s) = 


G 2 (s) 

1 + G 2 (s)H 2 (s) 


Se G(s) é instável, os efeitos da instabilidade são para produzir um pólo ou pólos no 
semiplano direito do planos. Então a equação característica da malha interna, 1 + 
G4s)H^s) — 0, possui um zero ou zeros nesta parte do plano. Se G^s) e H^s) 
possuírem nesta parte F, pólos, então o númeroZ! de zeros no semiplano direito de 
1 + Grfs)HJs) pode ser determinado de Z, = N, + P u onde A, é o número de 
envolvimentos do ponto - 1 + j0 , no sentido horário, pelo lugar geométrico de 
G^s)H4s). Desde que a função de transferência de malha-aberta do sistema inteiro 
é dada por G x (s)G(s)H^s), a estabilidade deste sistema de malha-fechada pode ser 
determinada do gráfico de Nyquist de G l (s)G(s)H x (s) e o conhecimento dos pólos 
no semiplano direito de G x (s)G(s)H x (s). 

Note que se for eliminada uma malha de realimentação por meio de reduções 
de diagrama de blocos, há uma possibilidade de serem introduzidos pólos instáveis; 
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G(s) 



Fig. 9.50 Sistema de múltiplas milhas. 

se o ramo direito for eliminado sor meio de reduções de diagrama de blocos, há uma 
possibilidade de serem introduzidos zeros no semiplano direito. Portanto, devemos 
notar todos os pólos e zeros do semiplano direito conforme eles aparecem de 
reduções de malhas intermediarias. Este conhecimento é necessário na determina- 
ção da estabilidade de sistemas de mültiplas malhas. 

Na análise de sistemas òe múltiplas malhas deste tipo, a função de transferên- 
cia inversa pode algumas vezes ser utilizada de modo a permitir análise gráfica; isto 
evita muito cálculo numérico 

Critério de estabilidade de Nyquist aplicado a gráficos polares inversos. Na 

análise anterior, o critério àt estabilidade de Nyquist foi aplicado aos gráficos 
polares da função de transferencia de malha-aberta Gls)H(s). O critério de estabili- 
dade de Nyquist pode igualmente ser aplicado aos gráficos polares inversos. A 
dedução matemática do criténo de estabilidade de Nyquist para gráficos polares 
inversos é idêntica à efetuadz para gráficos polares diretos. 

O gráfico polar inverso de Gja>)//(/ari é um gráfico de H[G(Jüj)H(Jw)] em função 
de üj. Por exemplo, se G(ju»tH jcü) é 

jcüT 

1 

então 


G(jco)H(jco ) 


G{j(ú)H{j(ú) j(úT 

O gráfico polar inverso para*» s* 0 é a metade inferior da reta vertical iniciando no 
ponto ( 1 ; 0) sobre o eixo real 

O critério de estabilidade de Nyquist aplicado aos gráficos polares inversos 
pode ser estabelecido como segue: Para um sistema de malha-fechada ser estável, o 
envolvimento, se houver, do ponto — 1 + j0 pelo lugar geométrico de 1 l[G(s)H(s)] 
(conforme s percorre o cammho de Nyquist) deve ser anti-horário, e o número 
destes envolvimentos deve ser igual ao número de pólos de 1 l[G(s}H(s)] [isto é, os 
zeros deG(.s)//(.y)] que estão no semi plano direi to do planoí . (O número de zeros de 
G(s)H(s) no semiplano direito do plano s pode ser determinado pelo critério de 


estabilidade de Routh.) Se a função de transferência de malha-aberta G(s)H(s) não 
possuir zeros no semiplano direito do planos, então, para um sistema de malha-te- 
chada ser estável, o número de envolvimentos do ponto — 1 + pelo lugar 
geométrico de 1 l[G(s)H(s)] deve ser zero. 

Note que embora o critério de estabilidade de Nyquist possa ser aplicado aos 
gráficos polares inversos, se forem incorporados dados de resposta em freqüéncia 
experimentais, a contagem do número de envolvimentos do lugar geométrico de 
\l[G(s)H(s)] pode tomar-se difícil porque a defasagem correspondente ao caminho 
semicircular infinito no plano s é difícil de medir. Em geral, se os dados de resposta 
em freqüéncia experimentais não puderem ser colocados em forma analítica, os 
lugares geométricos de G(j<o)H(jio) e de 1/[G0 üj)//(/ü>)] devem ser construídos 
graficamente. Além disso, o número de zeros de G(s)H(s) no semiplano direito deve 
ser determinado. É mais difícil determinar os zeros de G(s)H(s) no semiplano 
direito (em outras palavras, determinar se um dado componente é ou não de mínima 
fase) do que determinar os pólos de Gls)H(s) no semiplano direito (em outras 
palavras, determinar se o componente é ou não estável). 

Dependendo de os dados serem analíticos ou gráficos e dos componentes 
serem ou não de mínima fase, um teste de estabilidade apropriado deve ser utilizado 
para sistemas de múltiplas malhas. Se os dados forem fornecidos em forma analí- 
tica, ou se as expressões matemáticas de todos os componentes forem çonhecidas. 
a aplicação do critério de estabilidade de N yquist para gráficos polares inversos não 
acarreta dificuldades e sistemas de múltiplas malhas podem ser analisados e proje- 
tados no plano GH inverso. 


Exemplo 9.11 Considere o sistema de malha-fechada com a seguinte função de transferência 
de malha-aberta: 

G(s)H(s) = jj/zfY) 

Determine a estabilidade do sistema utilizando o gráfico polar inverso. 

O gráfico polar inverso de G(s)H(s). isto é, o gráfico do lugar geométrico de 1 l[G(s)H{s)] 
conforme um ponto representativo s percorre o contorno fechado envolvendo todo o semi- 
plano direito do plano s é indicado na Fig. 9.51 .junto com o contorno no plano s. Conforme s 




Fig. 9.51 Contorno no planos e lugar geométricodeG(s)//(sJ no plano 1 \GH ond eG(s)H(s) - 
K/[s(Ts + \)). 
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percorre o contorno fechado no sentido horário, não é envolvido o ponto 1 + jO. Portanto, o 
sistema de malha-fechada é estável. Neste sistema, a origem do plano í é mapeada na origem 
do plano 1/G//. A semicircunferência com raio infinito, ou s = * e* , onde -90° =£ 6 90°, 

corresponde a uma circunferência de raio infinito no plano 1/G//. 

Note que, se a função de transferência de malha-fechada G( s )H( s) possui atraso de 

transporte, por exemplo, 

Ke~ J<oL 

= í/TT+T) 

então o número de envolvimentos do ponto -1^/0 pelo lugar geométrico de 1 l[Gis)H<s>] é 
infinito, e o critério de estabilidade de Nyquist não pode ser aplicado para o grafico polar 
inverso desta função de transferência de malha-aberta. 

Análise de estabilidade relativa através dos caminhos de Nyquist modificados. O 
caminho de Nyquist para testes de estabilidade pode ser modificado de modo que 
permita a investigação da estabilidade relativa de sistemas de malha-fechada. Para 
a seguinte equação característica de segunda-ordem. 

s 2 + 2Çcú„s + a> 2 = 0 (0 < C < O 

as raízes são complexas conjugadas com valores 


í, = M,v 1 - C 2 
s 2 = -Çco„ -jco„V 1 - C 2 

Se estas raízes forem colocadas em um gráfico no plano s. como indicado na Fig. 
9.^2. então verificamos que sen 6 = £. ou seja. o ângulo 0 é indicativo da relação de 
amortecimento £. Conforme 9 toma-se menor, também o será o valor de £. 

Se modificarmos o caminho de Nyquist e utilizarmos retas radiais com ângulo 
0j. ao invés do eixo jcu, conforme indicado na Fig. 9.53. então pode ser dito. 
seguindo os mesmos motivos do caso do critério de estabilidade de Nyquist. que se 
o lugar geométrico de G(s)H(s) correspondente ao contorno no plano .ç modificado 
não envolver o ponto — 1 + j0 e nenhum dos pólos de G(s)H(s) estiver dentro do 
contorno do plano s fechado, então este contorno não envolve qualquer zero de 1 - 
G(s)Hls). A equação característica. 1 + G(s)Hís) = 0. então, não possui qualquer 
raiz dentro do contorno no planos modificado. Se nenhum pólo de malha-fechada 
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Fig. 9.52 Gráfico das raízes complexas conjugadas 
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Fig. 9.53 Caminho de Nyquist modificado. 

de um sistema de maior ordem for envolvido por este contorno, podemos afirmar 
que a relação de amortecimento de cada par de pólos complexos CQnjugados de 
malha-fechada do sistema é maior do que sen 9 X . 

O lugar geométrico de G(s)H(s) pode ser construído substituindo-se s por 

— Ç x (ú — íx 

onde = sen 6 X . com tu tomando todos os valores desde - até =*., e esboçando o 
lugar geométrico resultante. O lugar geométrico para 

G(-Ç x cú - j(úJ 1 — Ç 2 )H(-Ç x co - /<W 1 - C«) 
é a imagem especular em relação ao eixo real do lugar geométrico para 
G{—Ç x cú + jcoV 1 — £l)H(—Ç x co + j(ü \/ 1 — Cl) 

Um diagrama deste tipo é denominado diagrama de Vazsonyi. O diagrama de 
Nyquist é um caso especial deste último. 

Analogamente, se o contorno no plano s consiste em uma reta à esquerda e 
paralela ao eixo ./cu e a uma distância — <r 0 (pu a retas = — cr 0 + jo») e a semicircunfe- 
réncia de raio infinito envolvendo todo o semiplano direito do planos e aquela parte 
do semiplano esquerdo do plano s entre as retas s = - cr 0 + jou e s = jo>, conforme 
indicado na Fig. 9.54(a), então podemos estabelecer o seguinte: Se o lugar geomé- 
trico de Gis)H(s) correspondente a este contorno no plano s não envolver o ponto 
- i +j0 e G(s)H(s) não possuir pólos dentro do contorno fechado no plano s, então 
a equação característica não possuirá qualquer zero na região envolvida pelo 
contorno do planos modificado. Todas as raízes da equação característica estarão à 
esquerda da reta s = - cr 0 + jco. Um exemplo de um lugar geométrico de G(- a- 0 + 
jio)H( - oo+ j<D) conjuntamente com um lugar geométrico deG(jw)H(j<ú) é indicado 
na Fig. 9.54(b). O valor l/cr 0 é indicativo da constante de tempo dos pólos de 
malha-fechada dominantes. Se todas as raízes estiverem do lado de fora do con- 
torno no plano s, todas as constantes de tempo da função de transferência de 
malha-fechada serão menores do que l/cr 0 . Se o contorno no plano s é escolhido 
conforme indicado na Fig. 9.55, então o teste dos envolvimentos do ponto —1+7 
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Plano s 


Plano GH 


Fie. 9.54(al Caminho de Nyquist modificado: (b) gráficos polares do lugar geométrico de 
Gi-a c + ju»H<- (Tq + j(D) e do lugar geometnco de G<jw)H(ju) no plano GH. 


revela a existência ou não das raízes da equação característica do sistema de 
malha-fechada dentro do contorno no plano s. Se o teste revela que nenhuma raiz 
está dentro do contorno no plano i. então é claro que todos os polos de malha- e- 
chada possuirão relações de amortecimento maiores do que e constantes e 
tempo menores do que 1 /<r„. Portanto, considerando um contorno apropriado no 
plano .v. podemos investigar con^ante' de tempo e relações de amortecimento de 
pólos de malha-fechada de funções de transferência de malha-aberta conhecidas. 


Plano s 


Fig. 9.55 Caminho de Nyquist modificado. 


9.7 ESTABILIDADE RELATIV A 

No projeto de sistema de controle, exige-se que o sistema seja estável. Além 
disso, é necessário que o sistema possua uma adequada estabilidade ielativa. 

Nesta seção, mostraremos como o gráfico de Nyquist indica não apenas se o 
çktema é ou não estável mas também o grau de estabilidade de um sistema estável. 
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Fig. 9.56 Modificação de um sistema com elementos de realimeniaçao para um sistema com 
realimentação unitária. 


O gráfico de Nyquist também fornece informação de corno a estabilidade pode sei 
melhorada se isto for necessário. (Para detalhes, vide Cap. 10). 

Na discussão a seguir, suporemos que os sistemas considerados possmmi 
realimentação unitária. Note que é sempre possível reduzir um sistema com ele 
mentos de realimentação para um sistema com reahmentaçao un.tana. conforme 
indicado na Fig. 9.56. Consequentemente e possível estender-se a analise de 
estabilidade relativa para sistema com reahmentaçao unitana para um outro sis- 
tpiri/i com realimentação nao unitana. 

l£ Consideraremos\ambém que. salvo menção em contrano.ossist emassam 
de mínima fase: isto é, a função de transferencia de malha-aberta 6 (s> nao possui 
pólos ou zeros no semiplano direito do plano i. 

Análise de estabilidade relativa via mapeamento conforme. L m dos importan- 
tes problemas na análise de um sistema de controle e determinar todos os polos de 



Fig. 9.57 Mapeamento conforme de grades no plano s para o plano G(s). 
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malha-fechada ou pelo menos aqueles mais próximos do eixojw (ou os polos de 
malha-fechada correspondentes ao par dominante.) Se as características de res- 
posta em freqüéncia de malha-aberta de um sistema forem conhecidas, pode ser 
possível estimar os pólos de malha-fechada mais próximos do eixoja>. A técnica a 
ser aqui apresentada é essencialmeme gráfica e baseada em um mapeamento 
conforme do plano s no plano Gís). 

Considere o mapeamento conforme das retas de <j constante (retasí — cr j<o, 

onde o- é constante e ca varia) e retas de ca constante (retas s = cr + jw. onde ca e 
constante e cr varia) no plano 5 para o piano G(í). A reta cr = 0 (isto e. o eixo./ca ) no 
plano 5 mapeia o gráfico de Nyquist no plano G(s). As retas de cr constante no plano 
s mapeiam em curvas que são similares ao gráfico de Nyquist e, sob certo sentido, 
paralelas ao gráfico de Nyquist como indicado na Fig. 9.57. As retas deco constante 
no plano s mapeiam em curvas, também indicadas na Fig. 9.57. 

Embora as formas dos lugares geométricos de cr constante e w constante no 
plano G(s) e a proximidade da abordagem do lugar geométrico de G(ja>) para o ponto 
— 14-/0 dependam de um G{s) particular, a proximidade da abordagem do lugar 
geométrico de G(j(n) para o ponto - \ -jOé uma indicação da estabilidade relativa 
de um sistema estável . Em geral, podemos esperar que quanto mais proximo o lugar 
geométrico de G(/'cuj estiver em relação ao ponto - \ + j0. maior sera a sobreleva- 
ção máxima na resposta transitória ao degrau e mais longo sera o tempo para o 
amortecimento. 

Considere os dois sistemas indicaúos nas Figs. 9.58(a) e (b). (Na Fig. 9.-8 as 
cruzes indicam pólos de malha-fechada.) O sistema (a) é obviamente mais estável 
do que o sistema (b) porque os pólos de malha-fechada do sistema (a) estão 
localizados mais à esquerda daqueles correspondentes ao sistema (b). As Figs. 
9.59(a) e (b) mostram o mapeamento conforme das grades do plano s no plano G(s). 
Quanto mais próximos os pólos de malna-fechada estiverem localizados do eixo/cu . 
mais próximo o lugar geométrico de Gjw) estará do ponto — 1 +,/ 0. 

Suponha que o sistema possua peio menos um par de pólos complexos conju- 
gados de malha-fechada. Se o ponto-: - /O for determinado na intersecçao de uma 
curva de cr constante e uma curva de oj constante no plano G(s). então estes valores 
particulares de cr e w , os quais definiremos como <r r ew r . respectivamente , caracte- 
rizam o pólo de malha-fechada mais próximo do eixo/a» no semiplano superior o 
plano s. (Note que c r r representa o decaimento exponencial e ca c representa a 



(o) (b) 


Fig. 9.58 Dois sistemas com dois pólos òe malha-fechada. 
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freqüéncia natural amoi .ecidado termo da resposta transitória ao degrau , devido ao 
par de pólos de malha-fechada mais próximo do eixo/ca.) Se for conhecida a íorma 
analítica de G(s), o mapeamento conforme das retas 5 =ju> i .s =./o> 2 e.v = _cr i no 
plano G(s) pode ser feito sem dificuldade. Então, os valores prováveis de cr c e 
podem ser estimados a partir do gráfico, conforme indicado na Fig. 9.60. Portanto, 
o par de pólos complexos conjugados de malha-fechada que estão mais pi oximos do 
eixo joj pode ser determinado graficamente. Deve ser observado que todos os pólos 
de malha-fechada estão mapeados no ponto - 1 + j'0 d o plano G(sj. Embora os pólos 
complexos conjugados de malha-fechada mais próximos ao eixojiu possam ser 
determinados facilmente pela técnica acima, a determinação de outros pólos de 
malha-fechada. se houver, é praticamente impossível por meio desta técnica. 

Se os dados de G(jw) forem experimentais, então pode ser construído por 
extrapolação um quadrado curvilíneo próximo ao ponto - 1 + j 0. Referindo-se a 
Fig. 9.61. podemos determinar a localização dos pólos de malha-fechada dominan- 
tes no plano 5 . ou a relação de amortecimento ç e a freqüéncia natural amortecida 
c Ufi desenhando as retas A5 que interligam o ponto — 1 +./0(pontoA)eoponto5. a 
abordagem mais próxima do ponto - 1 + j 0. e então construindo um quadrado 
curvilíneo CDEF , como é indicado na Fig. 9.61. Este quadrado curvilíneo CDEF 
pode ser construído desenhando-se a curvai* Q mais parecida (onde PQ é o mapea- 
mento conforme de uma reta paralela ao eixo./u> no plano s) passando pelo ponto — 1 
4 - jQ e “paralela” ao lugar geométrico de G(y oij, e ajustando os pontos C, D, E c r 

tais que FB = BE, CA = AD e FE + CD — FC -t- ED. O contorno C D E F ’ 


Fig. 9.60 Estimativa de c r c e w c . 
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Fig. 9.61 Mapeamento conforme de um quadrado curvilíneo próximo ao ponto 1 +j0 no 
plano G(s) para o plano s. 


correspondente no plano 5. junto com o ponto A', o pólo de malha-fechada mais 
próximo do eixo jw. são indicados na Fig. 9.61 . O valor do intervalo de freqüéncia 
Aw, entre os pontos £ e£é aproximadamente igual ao valor de cr, indicado na Fig. 
9 61 . A frequência no ponto B é aproximadamente igual à frequência natural 
amortecida w d . Os pólos de malha-fechada mais próximos ao eixo jw são estimados 

como 



Fig. 9.62 Gráfico polar e um quadrado curvilíneo. 


s = ~cr, jszjO) d 

Então, a relação de amortecimento £ destes pólos de malha-fechada pode ser obtida 
de 


£ cr t A co, 

VI - Ç 2 ~~ <»d ~ °>d 

Deve ser notado que a ffeqüência natural amortecida cu da resposta transitória 
ao degrau realmente está sobre o contorno de freqüéncia que passa pelo ponto - 1 + 
jO e não é necessariamente o ponto da abordagem mais próxima ao lugar geomé- 
trico. Portanto, o valor de obtida por esta técnica possui um certo erro. 

Da análise anterior, podemos concluir que é possível estimar os pólos de 
malha-fechada mais próximos ao eixo jw a partir da proximidade da abordagem do 
lugar geométrico de G(jw) ao ponto - 1 +j 0, a frequência no ponto da abordagem 
mais próxima, e a graduação de frequência próxima a este ponto. 


Exemplo 9.12 Dado o gráfico de resposta em frequência de G{joi) de um sistema ^om 
realimentaçáo unitária, conforme indicado na Fig. 9.62. determine os pólos de malha-fechada 

mais próximos ao eixo jw. , . . 

Á reta interligando o ponto — 1 + jO e o ponto da abordagem mais próxima do lugar 
geométrico de G(j<*>) ao ponto — 1+ yOé desenhada inicialmente. Posteriormente, é construído 
o quadrado curvilíneo ABCD. Desde que a freqüéncia no ponto de abordagem mais próxima e 
w = 2.9. a freqüéncia natural amortecida é aproximadamente 2,9 ou w d = 2,9. A partir do 


quadrado curvilíneo ABCD. verifica-se que 

Acu = 0 i D - a>A = 3,4 - 2,4 = 1,0 

Os pólos de malha-fechada mais próximos ao eixo jw sáo entáo estimados como 


5= -1 ±/2,9 

O lugar geométrico de G(jw) indicado na Fig. 9.62 é realmente um gráfico da seguinte 
funçáo de transferência de malha-aberta: 


G(s) = 


5(5 -4- 20) 


s{s Hr 4,59)(5 2 


3 ; 4l5 


16,35) 


Os pólos de malha-fechada exatos deste sistema sao 5 = - 1 ± e s - - 3 _ j 1 . Os j»los de 
malha-fechada mais próximos ao eixojo» sáo - 1 ±./3. Neste exemplo particular, verificam 
que o erro envolvido é muito pequeno. Em geral, este erro depende da particular curva d 
G(jw). Quanto mais próximo o lugar geométrico de G(jo>) estiver em relaçao ao ponto j , 


menor sera o erro. 


Margens de fase e de ganho. A Fig. 9.63 mostra os gráficos polares de Giju) para 
três valores diferentes do ganho de malha-aberta K. Para um valor grande do ganho 
K o sistema é instável. Conforme o ganho diminui para um certo valor, ° l u 8 
geométrico de G(jw) passa pelo ponto - 1 + JO. Isto significa que, com este vaíor de 
ganho, o sistema está no limiar de instabilidade, e exibira oscilações manud . 
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K: pequeno 

K = ganho de malha-aberta 


Fig. 9.63 Gráficos polares de 


K( 1 -r j(úTg)(l +jcüT b )-'- 
(1 t jcüT i )( 1 -bjtoTz)’ • • 


Em geral, quanto mais próximo o lugar geométrico de G(jto) resulta para 
envolver o ponto — 1 - ./O. mais oscilatória é a resposta do sistema. A proximidade 
do lugar geométrico de Gtjiu) ao ponto - 1 +./0 pode ser usada como uma medida da 
margem de estabilidade. (Isto não se aplica, entretanto, a sistemas condicional- 
mente estáveis.) Constitui uma prática comum representar a proximidade em 

termos da margem de fase e da margem de ganho. 

Margem de fase: A margem de fase é o atraso de fase adicional na trequencia 
de cruzamento do ganho, necessário para levar o sistema ao limiar de instabi- 
lidade. A freqüénciade cruzamento do ganho é a frequência na qual G(_ja>) |, o 
módulo da função de transferência de malha-aberta. é unitário. A margem de 
fase y é 180° mais o ângulo de fase <£> da função de transferência de malha- 
aberta na freqüéncia de cruzamento do ganho, ou 

y = 180° + 0 

No diagrama de Nyquist. uma reta pode ser desenhada a partir da origem atéo 
ponto no qual a circunferência de raio unitário intercepta o lugar geométrico de 
G(jüi) . O ângulo a partir do eixo real negativo até esta reta é a margem de fase. A 
margem de fase é positiva para y > 0 e negativa para y < 0. Para um sistema de 
mínima fase ser estável, a margem de fase deve ser positiva. 

As Figs. 9.64(a), (b) e (c) mostram as margens de fase de um sistema estável e 
de um sistema instável por meio de gráficos polares, gráficos logarítmicos e gráficos 
log-módulo versus fase. Nos gráficos logarítmicos, o ponto crítico no plano com- 
plexo corresponde às retas 0 db e - 180°. ^ 

Margem de ganho: A margem de ganho é o recíproco do módulo | G(/a>) | na 
freqüéncia onde o ângulo de fase é — 180°. Definindo a frequência de cruza- 




ta) 


lUí 
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I 



Sistema estável 



Fig. 9.64 Margens de ganho e de fase de sistemas estáveis e instáveis, (a) Gráficos polares; 
(b) gráficos logarítmicos; (c) gráficos do log-módulo versus fase. 
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mento de fase w l como a frequência na qual o ângulo de fase da função de 
transferência de malha-aberta e igual a - 1 80°. a margem de ganho K 0 resulta: 


K ‘ |G(M)I 

Em termos de decibéis. 

K g db = 20 log K g = -20 log 1 GO'©,) | 

A margem de ganho expressa em decibéis é positiva se K„ é maior do que a 
unidade e neeativa se K 0 é menor do que a unidade. Portanto, uma margem de ganho 
positiva (em decibéis) significa que o sistema é estável, e uma margem de ganho 
negativa (em decibéis) significa que o sistema e instável. A margem de ganho e 

indicada nas Figs. 9.64(a). (b) e (o. . 

Para um sistema de mínima fase estável, a margem de ganho indica quanto o 
eanho pode ser aumentado antes de o sistema tornar-se instável. Para um sistema 
instável, a margem de ganho é indicativa de quanto o ganho deve ser diminuído para 

tornar o sistema estável. . . , 

A margem de ganho de um sistema de pnmeira-ordem ou de segunda-ordem e 
infinita desde que os gráficos polares para estes sistemas nao cruzem o eixo rea 
negativo. Portanto, teoricamente, sistemas de pnmeira-ordem ou segunda-ordem 
não podem ser instáveis. (Note. entretanto, que os sistemas denominados de 
primeira-ordem ou segunda-ordem são apenas aproximações no sentido e que 
pequenos atrasos de tempo são desprezados na dedução das equações do sistema. 
Se forem levados em consideração estes pequenos atrasos, os assim chamados 
sistemas de primeira-ordem ou segunda-ordem podem tornar-se instáveis.) 

É importante salientar que para um sistema de fase nao-minima. a condição oe 
estabilidade não será satisfeita a menos que o gráfico de G(jta) envolva o ponto ^ 

/O. Portanto, um sistema de fase não-mínima estável possuira margens de tase e oe 
ganho negativas. 

Alguns comentários relacionados com margens de fase e de ganho. As margens 
de fase e de ganho de um sistema de controle constituem uma medida da proximi- 
dade do gráfico polar ao ponto - 1 + ./O. Portanto, estas margens podem ser 
utilizadas como critérios de projeto. 

Deve ser observado que apenas a margem de ganho ou apenas a margem e 
fase não fornece uma indicação suficiente da estabilidade relativa. Ambas de\em 
ser fornecidas na determinação da estabilidade relativa. 

Para um sistema de fase mínima ser estável, tanto a margem de fase como a 
margem de ganho devem ser positivas. Margens negativas indicam instabilida e. 

Margens de fase e de ganho apropriadas nos previnem contra vanaçoes dos 
componentes no sistema e são especificadas para valores definidos de freqüencia. 
Os dois valores limitam o comportamento do sistema de malha-fechada proximo a 
frequência de ressonância. Para desempenho satisfatório, a margem de fase deve 
estar entre 30° e 60°. e a margem de ganho deve ser maior do que 6 db. Com estes 
valores, um sistema de fase mínima tem estabilidade garantida, mesmo se o ganho 
de malha-aberta e as constantes de tempo dos componentes variarem em uma 
grande extensão. Embora as margens de fase e de ganho forneçam apenas estimati- 
vas grosseiras da relação de amortecimento efetiva do sistema de malha-fechada. 
elas oferecem um meio conveniente no projeto de sistemas de controle ou no ajuste 
das constantes de ganho de sistemas. 


Para sistemas de fase mínima, as características de modulo e fase da função de 
transferência de malha-aberta estão defimtivamente relacionadas. A exigencia de 
que a margem de fase esteja entre 30° e 60° significa que em um grafico logarítmico a 
inclinação da curva tog-módulo na frequência de cruzamento do ganho seja mais 
gradual do que -40 db/década. Na maioria dos casos práticos, para estabilidade, e 
desejável uma inclinação de - 20 db/década na freqüencia de cruzamento do ganho . 
Se esta inclinação for -40 db/década o sistema pode ser estável ou instável. 
ME nt retardo / mesmo que o sistema seja estável, a margem de fase é pequena.) Se a 
inclinação da freqüencia de cruzamento do ganho for 60 db/decada ou mais 
íngrime, o sistema provavelmente é instável. 


Exemplo 9. 13 Obtenha as margens de fase e de ganho do sistema indicado na Fig. 9.65 para os 
dois casos, onde K = 10 e K = 100. 



Fig. 9.65 Sistema de controle. 


*s margens de fase e de ganho podem ser facilmente obtidas a partir do gráfico logarít- 
mico Um gSo logantmtco da função d= transferênca de malha-aberta com K - 10 e 
indicado na Fig. 9.66<a). As margens de fase e de ganho para K 10 sao 

Margem de fase = 21° 

Margem de ganho = 8 db 

portanto o ganho do sistema pode ser aumentado de 8 db antes de ocorrer instabilidade. 

OaumentôdoganhodeK- lOparaK = lon é correspondente a deslocar o eixo de Mb 
para baixo por 20 d"b. conforme a Fig. 9.661b). As margens de lase e de ganho sao 

Margem de fase = -30° 

Margem de ganho = - 12 db 

Portanto o sistema é estável para A = 10 porém instável para K = 100. 

Note que para obter um desempenho satisfatório, devemos aumentar a margem de fase 
oara 30° - 60° P lsto pode ser realizado diminuindo-se o ganho A'. Entretanto, a diminuição de 
A não é desejável porque um pequeno valor de A resultará em um grande erro para a entrada 
em rampf lio «rc que pode ser necessária uma 'modificação na forma da curva de 
resposuf em frequência de malha-aberta. adicionando-se compensação. Tais tecmcas sao 
discutidas em detalhe no Cap. 10. 

Correlação entre a resposta transitória ao degrau e a resposta em freqüencia para 
sistemas de segunda-ordem. Para sistemas de segunda-ordem podem sei deduzidas 
as relações matemáticas exatas entre a resposta transitória ao degrau e a resposta 
em freqüência. Considere o sistema indicado na Fig. 9.67. A função de transferen- 
cia de malha-fechada é 

C(s) cúl ( 9 ' 15) 

R(s ) s 2 + 2Çcú„s -F (úl 
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9.66 Diagrai 


Fig. 9.67 Sistema de controle. 


s(s + 2Çtu„) 


onde Ç e íü„ sáo a relação de amortecimento e a frequência natural não amortecida, 
respectivamente. A resposta em freqtiència de malha-fechada é 


C(jco) 




= Me 1 * 


onde 


M = 


■A' -%)'+(*& 


a = — tg 


2 £— 

COn 

l-K 

cot: 


Pela Eq. (9.12). para 0 «s £ =s 0,707 o valor máximo de M ocorre na frequência de 
ressonância w r . onde 


co r = a>„V 1 — 2C 2 = (o n J cos 2y/ 


(9-16) 


O ângulo * é definido na Fig. 9.68. Na frequência de ressonância o valor deWé. 
máximo e dado pela Eq. (9.13), resultando 


M r = 


2ÇV1 — í 2 sen 2y 


(9-17) 


Lembre-se que o> r é real somente se £ < 0.707. Portanto, não há ressonância de 
malha-fechada se £ > 0.707. (O valor de M r é unitário para £ > 0.707. Vide a Eq. 
(9.14).] Desde que os valores de M T e a> r possam ser medidos facilmente em um 



Fig. 9.68 Definição do ângulo 1 1 >. 
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sistema físico, eles sáo bem úteis para verificação da concordância entre a análise 

,e6ri pam a e eSa eSegrau umtário. a saida do ststema ind.cado na Fig. 9.67 é 
dada pela Eq. (6.19). ou 

c (í) = 1 — e _Co> " f (cos co d t -r ^ ^ — 0 ) 

onde 

íí^ffl.s/r^T =0), COS gr (9_18) 

Por outro lado. a sobrelevação máxima M, para a resposta ao degrau unitário e dada 
pela Eq. (6.28). ou 

M, = e-— (9 -' 9) 

A sobrelevação máxima ocor re na r esposta transitória que : possui a fre< |üénaa 
natural amortecida a, d = o,,, \ I - C- A maxima sobrelevaçao resulta 

para Desde que o sistema de segunda-ordem indicado na Fig. 9.67 possui a segu.nte 
função de transferência de malha-aberta: 



para operação senoidal. o módulo de Gliw) resulta unitário quando 



Nesta frequência, o ângulo de fase de G{i<o) é 



Portanto, a margem de fase y é 



A Eq. (9.20) fornece a relação entre a relação de amortecimento íea margem de 

fdSC A seguir, sintetizaremos a correlação entre a resposta transitória ao de ê rau ^ d 
resposta em freqüéncia para o sistema de segunda-ordem dado pela Eq. (9- )■ 


, a Hp fase e a relação de amortecimento sáo diretamente relacio- 

1 . A margem de e a /c 1 um grafico da margem de fase y em função da 

rei ação ^d e^am orteci m ento { . No** que uma margem de fase de 60- corres- 

ponde a uma rela ? a ^ de r^^e^lT) verificamos que os valores de w r e oj d 

2. Refenndo-se L^f p ; a ( ra pequenos valores de {. Portanto, para pequenos 
“dores de í o ™to de ca. é indicativo da velocidade da resposta transtlona 

3° Das e Eq a s. (9.17)e ,9. 19,. m 

Hg 11 ^ 70 C ^de ser verificada mnareiaçâit fntíma entre Af r e pma ç >^0.4. 
Fig. 9./U. rout5> „ d r \i resulta muito grande (M r 1). 

Para valores muito pequenos ac t- ^ 

enquanto o valor de M p não excede . 

transitória ao degrau e a resposta em frequência para 
Correlação entre a resp de sistemas de controle e muitas vezes condu- 

sistemas de maior ordem. O p J principal razão deste fato é a relativa 

zido com base na resposta em f ^quenc • P p De sde que. em muitas 

simplicidade desta entradas não periódicas. ao 

aplicações, e a resposta iram d entradas senoidais, que é de principal 

ÍSt^KT» ffSSS entre a resposta tran*ória e a resposta 

^ Siema de segundarem 

cas correlacionando a resposta temporal de um sistema de segunda- 

podem ser obtidas taulme • _ . do conhecimento de M r ew r de sua 

ordem pode ser prevista exatamente a partir ae 
resposta em frequência de malha-fechada. 



M— i 


0.4 0,8 


Fig. 9.69 Curva de y (margem de 


fase) versus £ para o sistema indicado na Fig. 9.67. 


4 * 



t 



Fig. 9.70 Curvas de M r versus £ e M p versus £ para o sistema indicado na Fig. 9.67. 


Para sistemas de maior ordem, a correlação é mais complexa e a resposta 
transitória pode não ser previsível facilmente a partir da resposta em freqiiência. 
pois os pólos adicionais podem variar a correlação entre a resposta transitória ao 
degrau e a resposta em freqiiência existente para um sistema de segunda-ordem. 
São disponíveis técnicas matemáticas para obtenção da correlação exata, porém 
são muito trabalhosas e de pequeno valor prático. 

A aplicabilidade da correlação resposta-em-freqüência-resposta-transitória 
existente para o sistema de segunda-ordem indicado na Fig. 9.67 para sistemas de 
maior ordem depende da presença de um par dominante de pólos complexos 
conjugados de malha-fechada nestes últimos sistemas. É claro que. se a resposta em 
frequência de um sistema de maior ordem é dominada por um par de pólos comple- 
xos conjugados de malha-fechada. a correlação resposta-em-freqüéncia-resposta- 
transitória existente para o sistema de segunda-ordem pode ser estendida para um 
sistema de maior ordem. 


1 


I 


1 


» 
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Para sistemas lineares, invariantes no tempo, e de maior ordem possuindo um 
par dominante de pólos complexos conjugados de malha-fechada. existem geral- 
mente as seguintes relações entre a resposta transitória ao degrau e a resposta em 
freqiiência: 

1 . O valor de M r é indicativo da estabilidade relativa. Normalmente é obtido 
um desempenho transitório satisfatório se o valor de M r estiver no intervalo 
1.0 < M r < 1.4 (0 db < M t < 3 db). que corresponde a uma relação de 
amortecimento efeiiva de 0.4 < £ < 0.7. Para v alores de M r maiores do que 
1 .5 a resposta transitória ao degrau pode exibir algumas sobrelevaçòes. (Note 
que. em geral, um grande valor de M r corresponde a uma grande sobreleva- 
çáo na resposta transitória ao degrau. Se o sistema estiver sujeito a sinais com 
ruído cujas frequências forem próximas à freqiiência de ressonância oj r . o 
ruído será amplificado na saída e causará um sério problema.) 

2. O valor da freqiiência de ressonância w r é indicativo da velocidade da 
resposta transitória. Quanto maior o valor deai r . mais rápido será o tempo de 
resposta. Em outras palavras, o tempo de subida varia inversamente com co r . 
Em termos da resposta em freqiiência de malha-aberta. a freqiiência natural 
amortecida da resposta transitória está entre a freqiiência de cruzamento do 
ganho e a frequência de cruzamento da fase. 

3. A freqiiência de ressonánciaco r e a freqiiência natural amortecidatu rf para a 
resposta transitória ao degrau são muito próximas uma da outra pltra sistemas 
pouco amortecidos. 

As três relações anteriormente alistadas são uteis para correlacionar a resposta 
transitória ao degrau com a resposta em freqiiência de sistemas de maior ordem, 
desde que estes possam ser aproximados para um sistema de segunda-ordem ou a 
um par de pólos complexos conjugados de malha-fechada. Se o sistema de maior 
ordem satisfizer esta condição, um conjunto de especificações no domínio do 
tempo pode ser transferido para especificações no domínio de freqiiência. Isto 
simplifica significativamente o trabalho de projeto, ou de compensação, de siste- 
mas de maior ordem. 

Além da margem de fase. margem de ganho, pico de ressonância M r e 
freqiiência de ressonância w r . há outras grandezas no domínio de frequência co- 
mumente utilizadas em especificações e desempenho. Elas são a freqiiência de 
corte, a largura de faixa e a taxa de corte. Estas grandezas serão definidas a seguir. 

Freqiiência de corte e largura de faixa. Referindo-se à Fig. 9.7 1 . a freqiiénciao» r 
na qual o módulo da resposta em frequência de malha-fechada é 3 db abaixo de seu 
valor na freqüéncia-zero é denominada frequência de corte. Portanto. 


C(M) 

R(ja>) 


< 


CU 0) 
RU 0 ) 


- 3db 


(cu > cu f ) 


Para sistemas onde | C(j0)/R(j0) j = 0 db, 


CC/<») 

R(jco) 


< —3 db 


(cu > CU c ) 


(Alguns autores usam o ponto de — 6-db ao invés do ponto — 3-db. Neste livro será 
utilizado o ponto — 3-db para definir a frequência de corte.) O sistema de malha- 
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cu em escala log 


“C 


Fig. 9.71 Gráfico logarítmico indicando a freqüéncia de corte u> c e a largura de faixa. 

fechada filtra as componentes do sinal cujas frequências são m laiores do que a 
freqüéncia de corte e transmite aquelas componentes do sinal com frequências 

men Afeita de freqüênc toí m^Tna qual o módulo da malha fechada não cai - 3 
deciKis é denominada largura de faixa do sistema. A largura de fatxa foruece uma 
indicação da velocidade da resposta de um sistema de controle. . 

A especificação da largura de faixa pode ser determinada pelos seguintes 

fdt0re T. A habilidade para reproduzir o sinal de entrada^fUma largura d^faixa 
grande corresponde a um pequeno tempo de subida, ou respost p 
Grosseiramente falando, podemos afirmar que a largura de faixa prop 

cional à velocidade de resposta.) M „„.Mnrt*altafreaüência. 

2. As características de filtragem necessanasparaoruidodealtatrequenc 

Para que o sistema siga precisamente entradas ar H b '' ra "f 

sistema possua uma grande largura de faixa. Doponto evis a \ re uis j, os 

a lareura de faixa não deve ser demasiadamente giande. • , 

conflitantes em relação à largura de faixa e normalmente e n ^ S * n ° d , rgura de 
compromisso para um bom projeto. Note que um sistema 
faixa exige componentes com alto desempenho. (O cus 
malmente aumenta com a largura de faixa.) 

Taxa de corte. A taxa de corte é a inclinação da curva do 'og-módulo próxima a 
freqüéncia de corte. A taxa de corte indica a habilidade de um sistema par 
distinguir o sinal do ruído. 


Exemplo 9.14 Considere os dois sistemas seguintes: 
Sistema I: 

C(s) = 1 

Ris) 5 4 - 1 

Sistema 11: 

C(s) 1 
R(s) 3 5 + 1 


db 

o 


-20 


(a) 


ri t) 
1 


rit) 


1 


t 

0 1 

(c) 

. ainâmíeas dos dois sistemas considerados no 

Fig. 9.72 Comparação das características 

Exemplo 9.14. 

que aquele com uma largura de faixa menor- f üénc j a de malha-fechada para os dois 
q A Fig. 9.72(a) indica as curvas de , reS ^ c l! r sembretas tracejadas.) Verificamos que a 
sistemas. (Cureas assintódças sao '"'‘'“^^Xdo rís.cma 1U0 * - 0,33 rad/s. As 

í 3SS£“ rápida e pode se8Uir m a 

entrada. 

9.8 RESPOSTA EM FREQÜÉNCIA DE MALHA-FECHADA 

Resposta em freqüéncia de 

ria. Para um sistema de malha-fechada esta J. v 
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facilmente obtida a partir da resposta em ^SSTS 

reahmentaçao unitana indicado na rig. y.ij\ a;. v 

malha-fechada é 

C(s) G(s ) 

R(s) 1 - G(s) 

G^ondeí é^freqüên^ia^^p*onto^^comprimentodo veto^^^élG^^e^o 

PA representa a resposta em frequência de malha-íechada. ou 

ÕA _ G(jco x ) _ CÜ<°\) 

O módulo da função de transferência de malha-fechada em o> = w, é a relaçao entre 
os módulos de O A para PA. O ângulo de fase da função de ^ansferencia de 
malha-fechada emai^.éo ângulo formado pelos vetores OA tPA .«toei- « . 
indicado na Fig. 9.73(b). Medindo-se o modulo e o angulo de fase em pontos de 



(o) 



(b) 


9.73 (a) Sistema com realimentação unitária; (b) determinação da resposta em 
ie malha-fechada a partir da resposta em frequência de maJha-aOerta 


freqüên- 


502 


diferentes freqüências. pode ser obtida a curva de resposta em frequência em 
malha-fechada. 

Vamos definir o módulo da resposta em frequência de malha-fechada como M 
e o ângulo de fase como a. ou 

§4^ = Me 
R(jcú) 

A seguir, determinaremos os lugares geométricos do módulo constante e os lugares 
geométricos de ângulo de fase constante. Tais lugares geométricos são convenien- 
tes na determinação da resposta em frequência de malha-fechada a partir do gráfico 
de Nyquist. 

Lugares geométricos de módulo constante (circunferências M). Para obter os 
lugares geométricos de módulo constante, observamos inicialmente que G(Joj) é 
uma grandeza complexa e pode ser escrita como segue: 

G(jco) = X + jY 

onde X e Y são grandezas reais. Então M é dado por 

\X+JY\_ 


e M 2 é 


X 2 + Y 2 
(1 + X) 1 4- Y 2 


Portanto 

* 2 (1 - A/ 2 ) - 2M 2 X - M 1 + (1 - M 2 )Y 2 = 0 (9-21) 

SeAf = 1, então, da Eq. (9.21 ) obtemos* = - 1/2. Esta é a equação de uma reta 
paralela ao eixo Y e passando pelo ponto (- 1/2; 0). 

Se M 4 1, a Eq. (9.21) pode ser escrita 

yi 4 - y j M _i_ Y 1 = 0 

X + M 2 -1 + M 2 -1 + 

Se o termo M 2 I(M 2 - l ) 2 for adicionado aos dois membros desta última equação, 
obtemos 


* 2 V , Y»- M 2 

(M 2 - l ) 2 


\ M 2 — \ ) ' (M 2 - l ) 2 

A Eq. (9.22) é a equação de uma circunferência com centro em X = -M 2 I(M 2 - 1). Y 
= 0 e com raio |M/(Af 2 - 1)|. 

Os lugares geométricos M constante no plano G(s) constituem, portanto, uma 
família de circunferências. O centro e o raio da circunferência para um dado valor 
de M podem ser calculados facilmente . Por exemplo, para M = 1 .3 , o centro está em 
(— 2,45; 0) e o raio é 1,88. Uma família de circunferências M constante é indicada 
na Fig. 9.74. Pode ser visto que conforme M aumenta e torna-se maior do que a 
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Af= 1,2 




então 



Fig. 9.74 Uma família de circunferências de M constante. 


unidade, as circunferências tomam-se cada vez menores e convergem para o ponto 
- 1 + jO. Para M > 1 , os centros das circunferências M estão à esquerda do ponto 
— 1 + jO. Analogamente, conforme M diminui e toma-se muito menor do que a 
unidade a circunferência M fica cada vez menor e converge para a origem . Para M < 

1 os centros das circunferências M estão à direita da origem. M = 1 corresponde ao 
lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes da origem e do ponto - 1 jO. Conforme 
estabelecido anteriormente, este é uma reta passando pelo ponto (—1/2, 0) e 
paralela ao eixo imaginário. (As circunferências M constante correspondentes a M 
> 1 estão à esquerda da reta M - 1 , e aquelas correspondentes a M < 1 estão à 
direita da reta M = 1 .) As circunferências são simétricas em relação à reta corres- 
pondente a M = leem relação ao eixo real. 

Lugares geométricos de ângulos de fase constante (circunferências N). Obtere- 
mos inicialmente o ângulo de fase a em termos de X e Y. Desde que 


le J * = 


X + jY 
\+X+jY 


o ângulo de fase a é 



Se definirmos 


tg a — N 


! 


I 


N=tg 



Desde que 


tg 


(A - B) = 


tg A — tg B 
1 -ri tg A tg B 


obtemos 



Y 

~ P + X+Y 2 


t 


ou 


X* + x+Y 2 -yY = 0 

A adição de (1/4) + 1/(2A) 2 aos dois membros desta última equação resulta em 

(jr+y) +( y -27f) =T + (2]v) (9 ' 23) 

Esta é a equação de uma circunferência com centro em \X = - \l2,Y=JI(2N)e com 
raio VCM + l/(2/V) 2 . Por exemplo, se a = 30°, então N — tga = 0,577, e o centro e 
o raio da circunferência correspondente a a = 30° podem ser determinados como 
sendo (-0,5; 0.866) e unitário, respectivamente. Desde que a Eq. (9.23) está 
satisfeita quando X = y = 0eX = -l,E = 0 independentemente do valor de N, cada 
circunferência passa através da origem e do ponto — 1 + /0. Os lugares geométricos 
de a constante podem ser facilmente desenhados uma vez dado o valor de A . Uma 
família de circunferências N constante é indicada na Fig. 9.75 com a como parâme- 

Deve ser observado que o lugar geométrico de N constante para um dado valoi 
de a não é realmente toda a circunferência mas apenas um arco. Em outras 
palavras, os arcos de a = 30° e a = — 150° constituem partes da mesma circunferên- 
cia. Este resultado é verdadeiro porque a tangente de um ângulo permanece a 
mesma se ± 180° (ou seus múltiplos) forem adicionados ao ângulo. 

O uso das circunferências M e/V nos possibilita determinar toda a resposta em 
frequência de malha-fechada a partir da resposta em frequência de malha-aberta 
G(jo)) sem calcular o módulo e a fase da função de transferência de malha-fechada 
em cada freqüência. As intersecções do lugar geométrico de G(/wj e as circunferên- 
cias Me as circunferências N fornecem os valores de Aí e N nos pontos de 
frequência sobre o lugar geométrico de G(ju)- 

Desde que as circunferências N são de múltiplos valores, no sentido que a 
circunferência para a = a, e uma outra para a = ± 180°n (n = 1, 2 . . . .) na 

realidade são as mesmas, usando-se as circunferências A para a determinação o 
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Fig. 9.75 Uma família de circunferências com V constante. 


t 


ângulo de fase de sistemas de malha-fechada. devemos interpretar o valor apro- 
priado de cr. Para evitar qualquer erro, inicia-se na frequência zero. que corres- 
ponde aa = 0°,e então efetua-se o procedimento para freqiiéncias maiores. A 
curva do ângulo de fase deve ser contínua. 

A Fig. 9.76(a) mostra o lugar geométrico de G{j(o) sobreposto a uma íamilia de 
circunferências M. A Fig. 9.76{b) mostra o lugar geométrico de G(ja>) sobreposto a 
uma família de circunferências N. Destes gráficos, é possível obter por inspeção a 
resposta em frequência de malha-fechada. Verifica-se que a circunferência M — 1 , 
intercepta o lugar geométrico de G(j(ü) no ponto de frequência w = oj,. Isto significa 
que nesta frequência o módulo da frequência de malha-fechada e 1,1. Na rig. 
9.76(a), a circunferência M = 2é exatamente tangente ao lugar geométrico üqG(jcü). 
Portanto, há apenas um ponto no lugar geométrico de para o qual \C(jo))\R(j(o)\ 
é igual a 2. A Fig. 9.76(c) mostra a curva de resposta em freqüência de malha-fecha- 
da para o sistema. A curva superior é a curva M versus frequência w e a curva 
inferior é a curva ângulo de fase a versus freqüência a>. 

O valor de pico de ressonância é o valor de M correspondente à circunferência 
M de mínimo raio que é tangente ao lugar geométrico de G(j<a). Portanto, no 
diagrama de Nyquist. o valor do pico de ressonância M r e a frequência de ressonân- 
cia oi r podem ser determinados a partir da circunferência M que tangencia o lugar 
geométrico de G(ju>). (No presente exemplo. M r = 2ew r = w A .) 



Fig. 9.76 (a) Lugar geométrico de GiJw) sobreposto a uma família de circunferências M; (b) 
lugar geométrico de G(Jw) sobreposto a uma família de circunferências N; (c) curvas de 
resposta em freqüência de malha-fechada. 
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Carta de Nichols. Tratando com problemas de projeto verificamos ser conve- 
niente construir os lugares geométricos de M e N no piano lo g; modu ' 0 a ^7“ 5 ^ 0 
A carta, que consiste nos lugares geometncos de M e N no diagrama log-modulo 
versus fase. é denominada carta de Nichols. Esta ca, ta e mostrada na Fig. 9.7 7 para 
ângulos de fase entre 0 e -240°. A carta de Nichols e sme .^^ m e r h e S e ^ a el e X ° 

- 180° Os lugares geométricos de M e N repetem-se a cada 360 e ha sim 

todo o intervalo de 180°. Os lugares M estão centrados no ponto cntico (0 db. 

- 180°) A carta de Nichols é muito útil na determinação da resposta em frequência 

de malha-fechada a partir da resposta em freqüéncia de % 

resposta em frequência de malha-aberta for sobreposta a i carta de Nichoi^as 
intersecçóes da curva de resposta em frequência em malha-aberta G(ju)t os lugares 
eeométncos deMeN fornecem os valores do modulo Meo angulo de fase q da 
resposta em frequência em malha-fechada. em cada ponto d f/ req ^ enC1 ^ ° ^ 
geométrico de G(M não intercepta o lugar geometnco de M - M^ porem e : a _eje 
tangente, então o valor do pico de ressonância de M da resposta em frequência de 



malha-fechada é dado por M r . A freqüéncia de ressonância é dada pela freqüéncia 

n ° P c n dmoum ef emplo, considere o sistema com realimentação unitária possuindo 
a seguinte função de transferência de malha-aberta: 

A_ — , K = 1 

G(s) " j(í + 1)(0,5j -T) 

Para determinar a resposta em freqüéncia de malha-fechada utilizando a cana de 

Sois é™ nstruído o lugar geométrico de G(/<W no plano log-modulo wrsus fase , 
Nichols. econsirumu e b ama de Bode elimina cálculos numencos 

extensos de G(joi). A Fig. 9.78(a) mostra o lugar geométrico dtGjjio) junto com os 
extensos ue uyov & , va( . de re snosta em frequência de malha-fe- 

Sfpoderse" consmYdai peias leituras dos módulos e ângulos de fase em vários 
nontos de freqüéncia do lugar geométrico de G(jw) a partir dos lugares geometncos 
5° S J N corforme a Fig 9.78(b). Desde que o lugar geometnco de G(ja>) e 
mngente^aó lugí geomLio de M l 5 db . o valor de pico da resposta em frequenc, a 

de m A teíura a de fatíá do'sistema de malha-fechada pode ser determinada facil- 
mente a partir do lugar geométrico de Gfjw) no diagrama de Nichols. A frequência 
na inferseccão do lugar geométrico de Gljw, e o lugar geometnco de M = - 3 db 
fornecem amargura de faixa. As margens de ganho e de fase podem ser lidas dire 

men Se d o°ganhoTe m d a e iha-abena K é variado, a forma do lugar geométrico de Gljw, 

verdcaTportanto o lugar geométrico de G0o>) intercepta os lugares geometncos de 
M eVdiferen.emen.e .resultando em uma diferentê < ^^SgeomlS de 

ressonância na resposta em frequência de malha-fechada. 

Resnosta em freqüéncia de malha-fechada para sistemas com realimentação não 

ser escrita 

C(s) _ G(s) 

R(s ) 1 + G(s)H(s ) 

ondeCfsl é a função de transferência do ramo direto e HW é a função de transferen- 
cia do ramo de realimentação. Enlao, Qjw)IR(Ju) pode ser escnta 

C(jco) 1 G( jto)HU(o) 

R(jCú) _ H(jco) 1 + G(j(o)H(jco) 

O módulo e o ângulo de fase de 

G 1 (;'co) 

1 + G, (y'Q>) 

onde cm - podem ser facil^níe obtídos^conStnjmido-se^hi^ 

geométrico dc G\(j<&) sobre a carta de Nichols e 
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0,25 db 
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pontos de freqüência. A resposta em freqüência de malha-fechada QU<»)lR(j<o) pode 
ser então obtida multiplicando-se G,C/W[ 1 + G,Ol] por \lH(jo>). Esta multiplica- 
ção pode ser realizada sem dificuldade se desenharmos os diagramas de Bode para 
G,(i(xj)l\\ + G,(/a>J] e H(ju) e então subtrairmos gralicamente o modulo d e H(ju>) 
daquele de G,C/co>/[ 1 + G ,(/&>;] e também subtrairmos graficamente o angulo de tase 
deH(j<D) daquele de G, (/«)/[ 1 + G,(M . A curva do log-modulo e a curva do angulo 
de fase resultantes fornecem, então, a resposta em frequência de malha-fechada 

^ Para obter valores aceitáveis de M r . a> r . e w r para \C(j<*>)lR(j<*>)\ • pode ser 
necessário um processo de tentativa-e-erro. Em cada tentativa, o lugar geometnco 
de G i(/cü ) é variado em sua forma. São então desenhados os diagramas de Bode pa 
G,(iw)t\ 1 + Gilju)] e H(j(o) e a resposta em frequência de malha-fechada : 
é obtida. Os valores de M r . , r e, ( são verificados até obterem-se valores aceitá- 
veis. 

Ajustes de ganho. O conceito das circunferências M será agora aplicado ao 
projeto de sistemas de controle. Para obter-se desempenho concernente o ajuste 
do ganho normalmente é a primeira consideração. O ajuste pode ser baseado em um 
valor desejado para o pico de ressonância. ... , v , 

Em seguida, demonstraremos o método para determinação do ganho A de 
modo que o sistema possuirá algum valor M r máximo, não excedido em toda a faixa 

Referindo-se à Fig. 9.79, verificamos que a reta tangente desenhada a paitir da 
origem até a circunferência M r desejada possui um ângulo tf/ como indicado, se M r 
for maior do que a unidade. O valor de sen i|i é 



Fig. 9.79 Circunferência M. 
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Flg. 9.80 Sistema de controle. 


Pode-se provar facilmente que a reta desenhada pelo ponto P . perpendicular ao 
eixo real negativo, intercepta este eixo no ponto - 1 + yO. 

Considere o sistema indicado na Fig. 9.80. O procedimento para determinação 
do ganho AT, de modo que G(ju>) = KG x {ji o) possuirá um valor desejado de M r (onde 
M r > 1), pode ser sumariado como segue: 

1. Desenhar o gráfico polar da função de transferência de malha-aberta 
normalizada. 

2. Desenhar a partir da origem a reta que faz com o eixo real negativo um 
ângulo de 0 =-sei\~\HM r ). 

3. Desenhar uma circunferência com centro sobre o eixo real negativo e 
tangente tanto ao lugar geométrico de G,(/<o) como à reta PO. 

4. Desenhar uma reta perpendicular ao eixo real negativo pelo ponto P, o 
ponto de tangência desta circunferência com a retaPO. A reta perpendicular 
PA intercepta o eixo real negativo no ponto A. 

5.. Para que a circunferência determinada corresponda à circunferência M r 
desejada, o ponto A deve ser o ponto - 1 + j0. 

6. O valor desejado do ganho K é aquele valor que modifica a escala de modo 
que o ponto A se torne o ponto — 1 + j0. Portanto, K = \/ÕÀ. 

Note que a frequência de ressonância w r é a frequência do ponto no qual a 
circunferência é tangente ao lugar geométrico de Gi(Joj). O procedimento apresen- 
tado pode não fornecer um valor satisfatório para cu r . Se este for o caso, o sistema 
deve ser compensado a fim de aumentar o valor de ct> r sem modificar o valor de M r . 

(Para compensação de sistemas de controle, vide Cap. 10.) 

Note também que, se o sistema possuir realimentação não unitária, então o '• 

método exige alguns passos de tentativa-e-erro. i 


Exemplo 9.15 Considere o sistema de controle com realimentação unitária cuja função de 
transferência de malha-aberta é 

= ; 0 )( 1 + jCú) 

Determine o valor do ganho K de modo que M r = 1,4. 

O primeiro passo na determinação do ganho K é esboçar o gráfico polar de 

GUco) 1 

K jco(\ +jco) 

como indicado na Fig. 9.81. O valor de 1 1> correspondente a M r = 1.4 é obtido de 
V =sen” 1 ~ =sen" 1 = 45,6° 

O próximo passo é desenhar a reta OP que faz um ângulo de iji = 45,6° com o eixo real 
negativo. Desenhe, então, a circunferência tangente tanto ao lugar geométrico G(ju))IK como 
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à reta OP A reta perpendicular desenhada pelo ponto/ Intercepta o eixo real negativo em 
0Í. Então oTanho K do sistema é determinado como segue: 


Deve ser observado q ne esta ?«? 

ro"módl“ fce^e ser usado para determinar o ganho K de modo que „ sistema 

aPr ' a"k 9 82 mosSl tolíométrico de M, - 1 .4 e o lugar geometnco de ÇOt/K . A 
ac ^ h o -anho nãn afeia o ângulo de fase. mas simplesmente movimenta a curva 
modificação do ganho nao a ? xo se K < 1 Na Fig. 9.82. o lugar geométrico de 

U(jo))IK deve ser aesiocauu V a • ■ m cr a estar fora do ugar geometnco M r = 

frSetlttrnfo” numericamèntftdoTugar^eométrico de detenntna o 

necS ptta resultar no valor desejado de Portanto, resolvendo 
20 log K = 4 
obtemos 

K = 1,58 

9.9 DETERMINAÇÃO EXPERIMENTAL DE FUNÇÕES DE 
TRANSFERÊNCIA 

O primeiro passo na análise e projeto de um sistema de controle é deduzir um 
modelo^ matemático do processo sob consideração. A obtenção analítica de um 
modelo pode ser bem difícil. Devemos então obtê-lo por meio de analise expen- 
menti A ta^tóncTa dos métodos de resposta em frequência está no fato de que a 
função de transferência do processo, ou qualquer outro componente de um _sis . 

node ser determinada através de medidas simples de resposta em frequência. 

P Se forem™ edidas as relações de amplitude e a defasagem em um n „mer° 
suficiente de frequências dentro da faixa de interesse, os valores podem ser ut 
dos para determinar o diagrama de Bode. A função de transferencia 
determinada através de aproximações assintottcas. Çonstroem-s úínte é dosÍ ve" 
tóticas do loe-módulo consistindo em vanos segmentos e normalmente e possi e , 
com ^mas tentativas no processo de tentativa-e-erro, determinar as frequências 
de canto e uma curva muito próxima à real. (Note que se a frequência e mdicadaem 
ciclos por segundo e não em radianos por segundo, as frequências de can 
ser convertidas em radianos por segundo antes de se calcular as constantes de 

tempo.) • 

Geradores de sinais senoidais. Na realização de um teste de resposta em 
frequência devem ser disponíveis geradores de sinais senoidais . ^Toüénria 
sinal pode estar na forma mecânica, elétrica ou pneumática. Asfaixasdefrequencia 
necessárias para o teste são aproximadamente 0,001-10 cps para sistem 
grandes constantes de tempo e 0.1-1.000 cps para sistemas com P^uenas con^t - 
tes de tempo. O sinal senoidal deve ser razoavelmente isento de harmônicas ou 

dÍSl °Para faixas de frequência muito baixas (abaixo de 0,01 cps). um gerador de 
sinal mecânico (conjuntamente com um transdutor pneumático ou eletnco co 
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niente, se necessário) pode ser utilizado. Para a faixa de freqüência 0,01-1 .000 cps. 
pode ser utiLizado um gerador de sinal elétrico adequado (se necessário, juntamente 
com um transdutor conveniente). 

Determinação de funções de transferência de mínima fase a partir de diagramas 
de Bode. Conforme estabelecido anteriormente, a verificação se um sistema e 
ou não de mínima fase, pode ser determinada a partir de curvas de resposta 
em freqüência examinando-se as características de alta frequência. 

Para determinar a função de transferência, inicialmente desenhamos as assin- 
totas à curva do log-módulo experimentalmente obtida. As assintotas devem pos- 
suir inclinações múltiplas de ± 20 db/década. Se a inclinação da curva log-modulo 
obtida experimentalmente variar de - 20 para -40 db/decada em w w„e claro que 
existe um fator 1/[1 + MpO] na junção de transferencia. Se a inclinação varia de 
-40 db/década emw = io-,, deve existir um fator quadrático da forma 


<•*(<£) + ('s)' 


na função de transferência. A freqüência natural nao amortecida deste fator quad a 
tico é igual à freqüência de canto a> ; . A relaçao de amoitecimento £ P° 
determinada a partir da curva do log-módulo obtida expenmentalmente medindc - 
o valor do pico ressonante próximo à freqüência de canto o> 2 e comparando esta 

curva com aquela fornecida na Fig. 9.1 1. _ ^ 

Uma vez determinados os fatores da função de transferencia Gf/w), o ganho 
pode ser determinado da parte de baixa-freqüéncia da curva do log-modulo. Como 
os termos do tipo 1 + /w/coj e 1 + 2 + C/W«zfr tornam-se uni tanos 

conforme ca tende a zero, em freqüências muito baixas, a função de transferencia 
senoidal G(yca) pode ser escrita 


Hm GUa» = ^ 


Na maioria dos sistemas práticos, X é igual a 0. 1 ou 2. 
1 . Para X = 0, ou sistemas tipo Ü. 

G(jco) = K para cu 1 


20 | log G(jcó) | = 20 log K para co < 1 


A assintota de baixa freqüência é uma reta horizontal em 20 log K db. O valor 
de K pode então ser determinado a partir desta assintota horizontal. 

2. Para X = 1, ou sistemas tipo 1, 


G{jcó) = — para co < 1 


20 log | G(jco) | = 20 log K - 20 log co para co < 1 


515 


o que indica que a assintota de baixa-freqüéncia possui inclinação —20 
db/década. A frequência na qual a assintota de baixa-freqüéncia (ou seu 
prolongamento) intercepta a reta 0-db é numericamente igual a K . 

3. Para X = 2, ou sistemas tipo 2. 

ou 

20 log | G(jco) | = 20 log K - 40 log cu para c o < 1 

A inclinação da assintota em baixa-freqüéncia é -40 db/década. A freqüên- 
cia na qual esta assintota (ou seu prolongamento) intercepta a reta 0-db é 
numericamente igual a y/K. 

Exemplos de curvas log-módulo para sistemas tipo 0, tipo 1 e tipo 2 são 
fornecidos na Fig. 9.83, junto com a freqüência para a qual o ganho A está 
relacionado. 

A curva do ângulo de fase obtida experimentalmente possibilita um meio de 
verificação da função de transferência obtida da curva do log-módulo. Para um 
sistema de mínima fase, a curva experimental do ângulo de fase deve concordar 
com precisão razoável com a curva teórica do ângulo de fase obtida a partir da 
função de transferência determinada. Estas duas curvas de ângulo de fase devem 
concordar exatamente tanto na faixa de freqüéncias muito altas como na faixa de 
frequências muito baixas. Se o ângulo de fase obtido experimentalmente, em 
frequências muito altas (comparadas com as frequências de canto), não for igual a 
— 90° ( q — p), onde p tq são os graus dos polinómios do numerador e do denomina- 
dor da função de transferência, deve ser uma função de transferência de fase 
não-mínima. 

Funções de transferência de fase não-mínima. Se. no extremo de alta freqüên- 
cia, o ângulo de fase calculado for 180° menor do que o ângulo de fase obtido 
experimentalmente, então um dos zeros da função de transferência deve estar no 
semiplano direito do plano s, ao invés do semiplano esquerdo do plano s. 

Se o ângulo de fase calculado diferir do ângulo de fase experimentalmente 
obtido por uma taxa de variação de fase constante, então existe um atraso de 
transporte, ou tempo morto, no sistema. Se supusermos que a função de transfe- 
rência seja da forma 

G(s)e~ Tl 

onde G(s) é a relação de dois polinómios em s, então 
lim ^ /G(jcú)e~ JaT — —T 

Portanto, desta última equação podemos calcular o valor do atraso de transporte T. 

Algumas observações sobre a determinação experimental de funções de transferência 

1 . Normalmente é mais fácil fazer medidas precisas de amplitude do que de 
defasagem. Medidas de defasagem podem envolver erros causados por ins- 
trumentação ou por interpretação dos resultados experimentais. 

2. A resposta em freqüência do equipamento de medida utilizado para medir 





(b) 




(c) 

Fig 9 83 (a) Curva log-módulo de um sistema tipo 0: (b) curvas log-módulo de sistemas tipo 
1 ; (c) curvas log-módulo de sistemas tipo 2. (As inclinações indicadas estão em db/década.) 

a saída do sistema deve possuir curvas de módulo versus freqüência pratica- 
' mente planas. Além disso, o ângulo de fase deve ser aproximadamente 

proporcional à freqüência. ... 

3. Sistemas físicos possuem alguns tipos de não linearidade. Portanto, e 
necessário considerar cuidadosamente a amplitude dos sinais de entra a 
senoidais. Se a amplitude do sinal de entrada for muito grande, o sistema 
saturará e o teste de resposta em freqüência apresentará resultados ímpreci- 
i sos. Por outro lado, um sinal pequeno causará erros devido à zona morta. 
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Conseqüentemente. deve ser feita uma escolha cuidadosa da amplitude do 
sinal de entrada senoidal . É necessário visualizar a forma de onda da saída do 
sistema para assegurar-se que a forma de onda é senoidal e que o sistema esta 
operando na região linear durante todo o teste. (A forma de onda da saída do 
sistema não será senoidal se o sistema estiver operando em sua região nao 

linear.) , ,. 

4. Se o sistema sob consideração estiver operando contmuamente por dias e 
semanas, então a operação normal não necessita ser interrompida para os 
testes de resposta em frequência. O sinal de teste senoidal deve ser sobre- 
posto às entradas normais. Então, para sistemas lineares, a saída devida ao 
sinal de teste estaia sobreposta à saída normal. Para a determinação da 
função de transferência enquanto o sistema está em operação normal, tam- 
bém são muito utilizados sinais estocásticos (sinais de ruído branco). Utili- 
zando funções de correlação, pode ser de srminada a função de transferencia 
do sistema sem interrupção na operação normal. 


Exemplo 9.16 Determine a função de transferência do sistema cuias curvas de resposta em 
frequência experimentais são indicadas na Fig. 9.84. , . , . , 

O primeiro passo na determinação da função de transferencia e aproximar a curva do 
log-módulo por assintotas com inclinações ± 20 db/década e seus múltiplos, conforme 
indicado na Fig. 9.84. As frequências de canto são então determinadas e a seguinte torma da 
função de transferência é estabelecida: 


G(jCO) = 


m + 0,570?) 

j(ú{\ + j(0) \ - 2C (j'y) - {> y ) J 


O valor da relação de amortecimento £ é determinado examinando-se o Pj c o de ressonância 
próximo acu = 6 rad/s. Refenndo-se à Fig. 9. 1 1 . £ é determinada como sendo 0,5. 0 ganho K e 
numericamente igual à frequência da intersecçãodc prolongamento da assintota de baixa-tre- 
qüéncia com a reta0-db. O valor de K é determinado em 10. Portanto, G(ju>) e determinada 
como uma tentativa para 


GUO» = 


IO 1 - 0,5/O)) 


OU 




320 (5 - 2) 

s(s + 1)(í 2 — 8j + 64) 


Esta função de transferência é uma tentativa porque não examinamos ainda a curva do ângulo 

Uma vez verificadas as freqüéncias de canto da curva do log-módulo, a curva do ângulo 
de fase correspondente a cada fator da função de transferência pode ser desenhada facilmente. 
A soma destas curvas de ângulo de fase componentes é aquela da função de transferencia 
suposta. A curva do ângulo de fase para G(/'o>) é indicada por /G na Fig. 9.84. Desta figura 
notamos claramente uma discrepância entre a curva do ângulo de fase calculada e a curva do 
ângulo de fase obtida experimentalmente. A diferença entre as duas curvas em frequências 
muito altas parece possuir uma taxa de variação constante. Conseqüentemente, as discrepân- 
cias nas curvas de ângulo de fase devem ser causadas por um atraso de transporte. ^ 

Deste modo. suponhamos uma função de transferência completa como sendo G (s) e 
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Fig. 9.84 Diagrama de Bode de um sistema. (Curvas cheias são curvas obtidas experimen- 
talmente.) 


Como a discrepância entre os ângulos de fase calculado e experimental é -0,2 ai rad para 
frequências muito altas, podemos determinar o valor de T como segue: 

lim ~ IG(jco)e~ MT - -7= -0,2 


7 = 0,2 s 

A presença do atraso de transporte pode então ser determinada, e a função de transferência 
completa, determinada a partir das curvas experimentais, é 


rr^-T. - 320(J + 2)e-.»« . 

G(í)í? “ s(s + l)(s 2 + 8 j + 64) 
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Problemas Ilustrativos e Soluções 


Problema A.9.1 Considere o circuito indicado na Fig. 9.85. Suponha que a tensão e { é 
aplicada aos terminais de entrada e resulta a tensão e 0 - Suponha que a entrada do sistema e 

e t (t) = E t sen <ot 




Então a corrente i(t) é 



Problema A. 9.2 Considere um sistema cuja função de transferência de malha-fechada é 
CÇs) 10 (5 + 1) 

R{s) (í + 2 )(s + 5) 

(Este sistema é idêntico ao considerado no Problema A.8.7.)_ É claro que os pólos de 
malha-fechada estão localizados em s = — 2 es = - 5, e o sistema não é oscilatório. (A resposta 
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5K o 



' 0.2 0,4 0,6 03 1 2 4 6 8 10 


20 40 


uí em rad/s 


Fig. 9.86 Diagrama de Bode para 10(1 + jo>)l[( 2 +jot)(5 + jw)]. 

ao degrau unitário, entretanto, exibirá sobrele vação devido à presença de um zero em s = - 1. 

VÍde Mostrefue a resposta em frequência de malha-fechada deste sistema exibirá um gco de 
ressonância. embora a relação de amortecimento dos polos de malha-fechada seja maior do 
que a unidade. 

•*** a rs 

S“orfémSrr>"ybW um pico de ressonância; en.re.an.o, a presençad. um 
zero de malha-fechada causara este pico.) 

Problema A.9.3 Prove que o gráfico polar da função de transferência senoidal 


G(jCú) 


j(úT 
1 +jú)T 


(0 < Cú < co) 


é uma semicircunferência. Determine o centro e o raio da circunferência. 

Solução. A função de transferência senoidal dada G{j<n ) pode ser escrita como segue. 
G(jCO) = X + jY 
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Então, 


resposta transitória tem início no sentido oposto ao da entrada, porém, eventual mente retorna 
ao mesmo sentido. 




(* 



Y 2 = 


(co 2 T 2 - l ) 2 
4(1 -F Cü 2 T 2 ) 2 


Cú 2 T 2 

(1 — ü ) 2 T 2 ) 2 


_ 1 _ 

4 


Portanto verificamos que o gráfico de G(Jw) é uma circunferência com centro em (0.5. 0) e raio 
igual a 0.5. A semicircunferência superior corresponde a0«w=s«,ea semicircunferência 
inferior corresponde a — «: é w « 0. 


Problema A.9.4 Desenhe o diagrama de Bode do seguinte sistema de fase não-mínima: 


Ç(£)_ 1 

m 


- Ts 


Obtenha a resposta à rampa unitária do sistema e construa o gráfico de c(t) versus í. 


Solução. O diagrama de Bode do sistema é indicado na Fig. 9.87. 
Para uma entrada em rampa unitária, R(s) = l/i 5 , e 



db 



20 db/décaaa 


w (em escala log.< 


Fig. 9.87 Diagrama de Bode de 
1 - ju>T. 



A transformada de Laplace inversa de C(s) fornece 

dt) = t-T (t > 0) 


A Fig. 9.88 mostra a curva de resposta c(l) versus t. (Note o comportamento defeituoso no 
início da resposta.) Uma propriedade característica de um sistema de fase não-mínima é que a 



Fig. 9.88 Resposta à rampa unitária do sistema 
considerado no Problema A.9.4. 




Problema A.9.5 Considere a função 


F(s) 


s + 1 
s — 1 



Plano s 






J 

; i 



/ 


J 1 

3 

l 


\ 

2 

1 

0 

i ; 

’ c 










—J 1 






, _ ; o 





1 á 





(í + 1 )/( s - 1). 


522 


523 


0 mapeamento conforme das retas w = 0. ± 1, ± 2 e das retas cr = 0. ± 1. ± 2 tomece 
circunferências noplanoFfi), como indicado na Fig. 9.89. Mostre que se o contorno no plano 
s envolve o pólo deF(i). há um envolvimento da origem no planoFísj no sentido anti-horário. 
Se o contorno no plano s envolve o zero de F( s), há um envolvimento da origem do plano F[s) 
no sentido horário. Se o contorno no plano s envolve tanto o zero como o pólo. ou se o 
contorno não envolve nem o zero nem o pólo. então não há envolvimento da origem do plano 
F(s) pelo lugar geométrico de F(s). (Note que no planos, umpontoi representativo percorre 
um contorno no sentido horário.) 



Fig. 9.90 Mapeamento conforme dos contornos no plano i para o plano F(s) onde F(s) - 
(í + I )l(s - 1). 
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Solução. Uma solução gráfica é fornecida na Fig. 9.90; esta figura mostra contornos fechados 
no plano s e suas correspondentes curvas fechadas no plano F(s). 

Problema A.9.6 Prove o seguinte teorema de mapeamento; Seja F(i) uma relação de polinó- 
mios em j. SejaF o número de pólos eZ o número de zeros de F(s) que existem dentro de um 
contorno fechado no plano s, levando-se em conta a multiplicidade. Seja o contorno fechado 
tal que não passa através de quaisquer pólos ou zeros de F(s). O contorno fechado no plano i 
mapeia então o plano F(s) com uma curva fechada. O número N de envolvimentos no sentido 
horário da origem do plano Fls), conforme o ponto representativo 5 percorre o contorno 
inteiro no plano s no sentido horário, é igual a Z — P . 

Solução. Para provar este teorema, usaremos o teorema de Cauchy e o teorema do resíduo. O 
teorema de Cauchy estabelece que a integral de F(s) ao longo de um contorno fechado no 
plano 5 e nula se F(s) é analítica dentro e sobre o contorno fechado, ou 

£ F(s) ds = 0 


O teorema do resíduo estabelece que a integral de F(s) tomada no sentido horário sobre o 
contorno fechado no plano 5 é igual a - 2nj vezes os resíduos nos pólos simples de F(s). ou 


£ F(s) ds = —2nj (£ resíduos) 


Suponha que F( s) é dada por 


F(s) = 


(s + Z,)*'(g + zi) k ' 
(s + Px) m '{s + Pi) m ' 


onde AYi) é analítica no contorno fechado do plano s e todos os pólos e zeros estão localizados 
no contorno. Então, a relação F'(s)IF(s) pode ser escrita 


^5 + Z\ S + Z 2 


. + + ...) + (9-24) 

+ ) \s TP, + P 2 / X(s) 


Este resultado pode ser verificado pela seguinte consideração: Se F(s) é dado por 

F(s) = (s + z l ) k X(s) 

então Fí 5 ) possui um zero de Jt-ésima ordem ems = - z,. Diferenciando F(s) em relação ai. 
resulta 

FXs) = k{s + z 1 ) k ' i X(s) + (j + Zi) k X\s) 

Portanto, 

FXs) XM ( 9 ‘ 25 ) 

F(i) 5 + 2 . 1 X(s) 


Verificamos que considerando a relação F'(s)/F(s ). o zero de A-ésima ordem de F(s ) resulta 

um pólo simples de F’(s)IF(s). . 

Se o último termo do segundo membro da Eq. (9.25) nao contem qualquer polo ou zero 
no contorno fechado do plano s. F’(s)IF(s) é analítica neste contorno exceto no zero em 
s = -z,. Então, 
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«8*-frrâ + fí®-“* 


Referindo-se à Eq (9 24) e notando qu tX'(s)IX(s) é analítica no contorno e que os fatores 
nos slo a to3o ( spô.L simples localizados no contorno, obtemos a segutnte relaçao. 

ds = -2nj[(k l + k 2 + •••)- (m % + m 2 + • • •)] = ~2nj(Z - P ) 

J F{s) 


z = *, + k t + ... ■» número total de zeros de F(j) envolvidos no contorno fechado do 

p = ^ n + °^ 2 + ... = número total de pólos de F(s) envolvidos no contorno fechado do 
plano s 

(Os zeros ou pólos com multiplicidade k sâo considerados k zeros ou pólos localizados no 
mesmo into P ) Desde que F(!) é um número complexo, F(s, pode ser escnto 

F(s) = | F\e» 


ln F(s) = ln \F\ + jO 

Notando que F'(s)lF(s) pode ser escrita 

F\s) d ln F(s) 

F(s) ds 


obtemos 


F\s) _ d\n\F\ , .d6 


Se o contorno fechado no plano s é mapeado no contorno fechado T no plano F(s), então 
ds = § d\n\F\+j j r dd =; J dd = 2nj{P - Z ) 

A integral j r d In |F| é nula desde que o valor de In \F\ é o mesmo no ponto inicial e no pon- 
to final do contorno I\ Portanto, obtemos 


fl 2 0i _ p z 

2 % 


A diferença angular entre os valores final e inicial de 6 é igual à variação total no ângulo de fase 
de F'(s)IF(s) conforme um ponto representativo no plano j se move ao longo ° ^° 
fechado. Notando que N é o número de envolvimentos da origem do plano F(s) no sentido 
horário e 0 2 - 0 ,é nulo ou um-múltiplo de 2v rad. obtemos 

02 — 01 = —AT 

271 
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Portanto, temos a relação 


N = Z — P 


ISt ° Not^que por meio deste teorema de mapeamento, os números exatos de zeros e de pólos 
não podem ser determinados, mas apenas a diferença entre eles. Note lambem que das Figs. 
9 9UaVe (b) verificamos que se « náo vana através de 2» rad. então a ongem do planoFW nao 
pode estar envolvida. 


Plano F(s) 


Plano F(s) 



Origem envolvida 
02-8.1= 2v 


Origem não envolvida 
02-01 = 0 


Fig, 9.91 Determinação do envolvimento da origem do plano F{s). 


Problema A.9.7 O sistema com a função de transferência de malha-aberta seguinte e com K 
2 é estável? 


G{s)H(s) = 


s(s + l)(2í t 1) 


Determine o valor crítico do ganho K para estabilidade. 

Solução. A função de transferência de malha-aberta é 

x K 

G(ya))//(;'cú) - jcoçja + \)(2j(o + 1) 

K 

- -3CÜ 1 + yctí( 1 - 20)*) 

Esta função de transferência de malha-aberta não possui pólos no semiplano direitodoplanoA. 
Portanto, para estabilidade, o ponto - 1 +7O não deve estar envol vido pe 0 8 r on ' s jdere 

Vamos determinar o ponto onde o gráfico de Nyquist cruza o eixo real negati . 
mos a parte imaginária de G(ja>) H(jo)) como sendo nula. ou 


1 - 2ft) 2 = 0 


5: 



de onde obtemos 


Cú = 

Substituindo ai = WvTem obtemos 



O valor crítico do ganho K é obtido igualando -2K/3 a - 1. ou 



Portanto. 



K=\ 

O sistema é estável se 0 < K < ’h. Consequentemente, o sistema com K = 2 = instável. 

p * o 8 Considere o sistema de malha-fechada indicado na Fig. 9.92. Determine o 

vS Sco dl Jupará estabiádade usando o cmerio de estabilidade de Nyqu.st. 


Fig. 9.92 Sistema de malha-fechada. 


Solução. O gráfico polar de 

G(/CO) = J j < _ 1 

é uma circunferência com centro em -K/2 sobre o eixo real negt rtivo e 

uiroroUi^oM^sentuíó^ntíhoIária^e^t^sisfmna.^r^^tnfuetó 

zero^Portmtto^^z'- 1 ^^^"^ ipraí^-l.^u crêvejwye^um^rnrêlvimenu) no^^tido 

anu-honínodo ponto - 1 + JO para estabilidade (Se não 'sêrm^r dò que Sdadi. e 

£-° « «— ^ dos 
gráficos de Gijw). 

Probiema A.9.9 Considere o sistema com realimentaçáo umtána cuja função de transferência 
de malha-aberta é 



G(s) 



Utilizando o gráfico de Nyquist, determine o valor crítico de K para estabilidade. 



1 



Fig. 9.93 (a) Gráfico polar de K/O - U; (b) gráficos polares de KI<J u - l) para os 
estável e instável. 


Solução. Para este sistema. 


G(jco) = 


Ke-°'* Jlu 
jco -F 1 


_ K(cos0,8co - /sen0,8cü)(l - j(Q ) 

- 1 + 0) z ~ 

__ % _ r(cosO 8 (o - cosen0,8a)) — y (sen 0,8a) -F cocos 0,8a>)l 

1 + (o 2 L 


A parte imaginária de Gij(o) é igual a zero se 
sen 0,8o> -f co cos 0,8o» = 0 
Portanto. 

co = — tan 0,8co 


casos 
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Resolvendo esta equação para o valor mínimo positivo de o», obtemos 


(ú = 2,45 

Substituindo o> = 2.45 em G{jw). obtemos 

G(/2,45) = t 4 $: ( cos l ’ 96 “ 2 ’ 45 Sen 1,96) 

=* — 0.378À' 

O valor crítico de K para estabilidade é obtido impondo-se que G(j2A5) seja igual a -1. 
Portanto, 

0,378/í = 1 

ou 

K = 2,65 

A Fie 9 94 mostra os gráficos polares ou de Nyquist de 2.65 e °- 8>1, /(l +Ã«>) e 2.65/( 1 -rjwlO 
sistema 9 de Jrímefra-ordem sem atraso de transporte é estável para todos os valores de K, 
porém o outro com atraso de transporte de 0,8 s resulta mstavel para A > 2,65. 



Fig. 9.94 Gráficos polares de 2,65e _0-8 *"/(l + j<*>) e 2, 65/(1 + jco). 


Problema A.9.10* Consideraremos aqui um método para obtenção da r es P osla . a ° 
diretamente dos dados de resposta em frequência de malha-fechada Neste me o . 
entrada em degrau unitário é substituída por uma entrada em onda quadrada e a i sat a p 
entrada com onda quadrada é aproximada por meio de uma serie convergente 
hipóteses consideradas neste método são sumariadas a seguir: 

'Referência S-6. 
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1 O sistema é oscilatório. Em outras palavras, o método aplica-se somente a sistemas 

2^0 instante do primeiro pico na resposta ao degrau é /, = i r/o> 0 , onde w 0 éa frequência 

T Q 1 sl stema^ ap resenta " om pequeno erro desprezível para uma entrada em degrau 
unitário em / s* 4, 5r,. 

Para um sistema de segunda-ordem da forma 

C On 

s 2 + 2 Çco„5 + (ül 

o erro em uma resposta ao degrau unitário é menor do que 2% para t > 4.5í, se a relação de 
amortecimento £ for maior do que 0,267. Pode ser venficado que se o _semipenodo da onda 
auadrada for suficientemente longo, comparado com as constantes de t em P° sistema, 
pntán a substituição da entrada em degrau por uma entrada com onda quadrada nao introduz 

uma boa precisão, é muito importante uma escolha 

apropriada da frequência da onda quadrada. No presente método, este penodo ' e escolhido 
™mr> 1 8; a entrada com onda quadrada e a resposta do sistema correspondente sao 
esboçadas na Fig. 9.95. O motivo desta escolha do período da onda quadrada e o seguinte: A 
resposta ideal de um sistema para uma entrada em degrau unitano deve ser aquela mostrada na 
F?g P 9 96Ta), onde t, é o iníervalo de tempo para a resposta atingir o valor máximo pela 
primeira vez. A resposta ideal ao impulso unitário correspondente e indicada na Fig. 9.96(b). 
A transformada de Laplace da resposta impulsiva ideal e então 




Fig. 9.95 Entrada com onda quadrada e a resposta correspondente de um sistema de segun- 
da-ordem. 
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Fig. 9.96 w Resposta ideal ao degrau unitário; (b) resposta ideal ao impulso unitáno. 
onde 


■n sen Cút t 

Q — 2 ’^'^ê i — cos cot i 


Em to = to 0 . tem-se admitido que 


C(jCO o) = _JÍ 

R(jO)o) 2 


Portanto, em w = to 0 . 


Q n n . te -i _senco 0 r L 

d " "T ~ _ T ^ é 1 - 


2 * 1 — cos O) 0 f i 

de onde 

sen OVt = 0 
ou 

Ctíot i = 0, 71, 271, . . • 

O instante para ocorrer o primeiro máximo tem sido admitido como 
7E 


/ 1 = 


C ÚQ 


Substituindo este valor de /, em to, = 7r/(9r,). obtemos 
60o 


O), = 


(9-26) 


Portanto, a onda quadrada deve possuir a frequência too/9 (ou o período 18r,). .onde to 0 e a 
frequência na qual a resposta em freqüência de malha-fechada exibe um atraso de fase de 90 * 
Sei frequência da onda quadrada for muito alta. a precisão nao sera boa. enquanto uma 
freqüência demasiadamente baixa resulta em uma convergência lenta da sene. 

M A entrada com a onda quadradarfrí mostrada na Fig. 9.95 pode ser expandida na seguin e 

série de Fourier: 


SM 


1.2 ^ sen ncútt 

K0 =~T + v 2J n 

71 11 = 1 . 3 , 5 ,... n 


onde 


A resposta do sistema para esta entrada com uma onda quadrada é a soma das respostas para 
cada componente da série de Fourier. Se considerarmos 

- «*) 


M. 


entáo, 

1 2 “ 

c(/) = 2 

74 «= 1 , 3 , 5 ,... 

onde 

M„ = M(jnCúi) 

Desde que 

M„ = | MJ (cos [Mj, + y sen /MJ 
= Re (MJ + 7 Im (MJ 


sen (nCújt + /MJ 

n 


(9-27) 


onde 


Re (MJ = 1MJ cos /M» 
Im (MJ = | MJ sen [M„ 

A Eq. (9.27) pode ser escrita 


c W 2 ^ 71 -S- n 


Re (MJsenwoy -f Im (MJ cos /«a, r 


(9-28) 


«= 1 , 3 , 5 ,... 


Desde que tem sido suposto que a resposta é nula desde o instante - 4.5/ , até o instante zero e 
unitária desde o instante 4,5z i até o instante 9/,, substituindo —t na Eq. (9.28), resulta 


1 2 ^ r — Re (MJsen nCú^t , Im (MJ cos n<0,n /Q 

c (-0 = 0 = t + -__ i E^L + 7, J 

(0</ <4,57,) 


29) 


Subtraindo a Eq. (9.29) da Eq. (9.28), resulta 

c (t) = A jh Re (MJ sennCüjt (0 < r ^ 4 ; 5/J 


(9-30) 
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i ao deerau unitário diretamente dos dados da 

Da Eq. (9.30), podemos calcinar a resposta ao aegr 

ronlS" S s?"‘LLen,e cicandcse 

calculando a resposta como segue. 

./ = ±r R e (Mi) - 4* Re (Mj) + 4 Re (M.) ~ T Re (Ml) 

\2 coj nl 3 

_±Re(M ; . - J 3 Re(M„)-^Re(M, i )+ •••] 

A soma desta série deve ser igual à òí^o 

harmônica de frequência anuic-se po q termos correspondentes as 

-90°, de modo que a pane real de converge rapidamente, 

freqüéncias maiores sao ® osta fr ü éncia de malha-fechada indicada 

Considere agora o lugar geometnco da resposta em mequ do sistema 

na Fig 9 97 Obtenha a máxima sobrelevaçao a resposta ao degrau 



Fig. 9.97 Gráfico polar de uma resposta em freqüéncia de malha-fechada. 


Solução. Do lugar geométnco fornecido. üj 0 


é determinado < 


2 

Ci>» = - 9 - 


Da Eq. (9.30), pode ser calculada a resposta ao degrau unitáno e e igual a 

4 r r . 2 Re(M 3 ) 6_, q. Re (Ms) S en^f 
c(f) = — ^Re(A/|)sen-ç-r -I 3 sen 9 1 + 5 9 

+ + R^senf » + *, 

+ Ríi^iscnft] 
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Da Fig. 9.97, Re ( Aí, ) pode ser determinado como segue: 


Re (Mi) = 1,02 
Re (Mj) = 1,04 
Re (Ms) = 1,03 
Re (M 7 ) = 0,72 
Re (Mn) = -0,40 
Re (Mi 3 ) = -0,42 
Re (Mis) - -O; 36 

A precisão da solução pode ser verificada substituindo-se estes valores de Re(M ( ) e t 

(tt/2)( 9 /2) na Eq. (9.32). A soma pode ser obtida como segue: 


(n 9\ 4|" 102 _l J 04 4 .l i 03_0 : 72_ 

Itt)”*! 1 ’ 02 3 + 5 7 


0,72 (-0,40) 

7 11 


+ LlMl) _ L-Wj = 1,023 


Este valor difere da unidade, porém esta discrepância está dentro dos erros de cálculo de 
acordo com as várias aproximações. A sobrelevaçao máxima na resposta ao degrau umtano 
ocorre em 


Portanto, 

0,40 llTt 

j j sen ^ 


Máxima sobrelevaçao = 1,27 — 1 — 0,27 

A sobrelevaçao máxima é determinada em 27%. ... • , 

O lugar geométrico indicado na Fig. 9.97 corresponde realmente aquele do seguinte 

sistema: 

RU CO) = = ( j(ú ) 2 + \,6(jCú) + 4 

(Esta informação é aqui fornecida para verificação da precisão do resultado e nao e necessana 
para a solução deste problema.) O valor exato da sobrelevaçao maxima para este s»stema « 
25,4%. A precisão da solução deste exemplo e normalmente adequada para fins de engen 
ria. Se for desejada a curva completa da resposta ao degrau umtano, ela pode ser construída 
partir da Eq. (9.32). 


1,04 71 , 1,03 5 * , 0,72 771 

^y-seny + —sen-g- - — sen-^- 


<f) = 4-[l,02senf + ^senf + '-f *. 

_9j« sen l|Ç_2^sen^] = l,2 7 


Problema A.9.11 Um sistema de controle de malha-fechada pode incluir um elemento instável 

dentro da malha. Quando o critério de estabilidade de Nyquist e aplicado a um sistema 
tipo. devem ser obtidas as curvas de resposta em freqüéncia para o elemento m 
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Como podemos obter experimentalmente as curvas de resposta em freqüencia de um 
elemento instável? Sugira uma abordagem possível para a determinação experimental da 
resposta em freqüéncia de um elemento linear instável. 

Solução. L ma abordagem possível e medir as características de resposta em freqüéncia de um 

elemento instável usando-o como uma parte de um sistema estável. ■ - , n 

Considere o sistema indicado na Fig. 9.98. Suponha que o elemento G x (s) e instável. C 
sistema completo pode serfeito estável pela escolha de um conveniente elemento linear GJs, 
Aplicamos um sinal senoidal na entrada. Em regime estacionano. todos os sinais na malha 
serão senoidais. Medimos os sinais e(t), a entrada para o elemento instável. ex(t), a saída do 
elemento instável. Modificando a freqüéncia [e possivelmente a amplitude para uma medida 
conveniente de e(t) e x<n] do sinal de entrada e repetindo este processo . e possível obter a 
resposta em freqüéncia do elemento instável. 

Problemas 


Problema B.9.1 Considere o sistema com realimentaçáo unitária e funçáo de transferência de 
malha-aberta 


G(s) 


10 

5 + 1 


í 


Obter a saída em regime estacionário do sistema quando estiver sujeito a cada uma das 
seguintes entradas: 

1. r(í) =sen (r -f 30°) 

2. r(0 = 2 cos (2 1 — 45°) 

3. r(t) = sen (t + 30°) — 2 cos ( 2t — 45°) 

Problema B.9.2 Considere o sistema cuja função de transferência de malha-fechada é 
R(s) TiS -r 1 

Obter asaídaem regime estacionário do sistema quando estiver sujeito àentradarfM = R seno»/. 


Problema B.9 3 Esboce os diagramas de Bode para as três funções de transferência seguintes: 


1. 

2 . 

3. 


C( *) = r7+T (Ti > t 2 > 0) 

G(s) = (7‘i> 7 '2>°) 


1 
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Problema B.9.4 As configurações de pólos e zeros das funções complexas F t (s) e FJs) são 
indicadas nas Figs. 9.99<a) e (b). respectivamente. Suponha que os contornos fechados no 
plano s sáo aqueles indicados nas Figs. 9.99(a) e (b). Esboçar qualitativamente os contornos 
fechados correspondentes no plano F t (s) e no plano F^s). 



(o) tb) 


Fig. 9.99 (a) Representação no plano.v da função complexaFVí; e um contorno fechado; (b) 
representação no plano s da função complexa Fjs) e um contorno fechado. 


Problema B.9. 5 Considere o sistema de controle com realimentaçáo unitária cuja função de 
transferência de malha-aberta é 



Determine o valor de a de modo que a margem de fase seja igual a 45°. 

Problema B.9. 6 Um sistema com a função de transferência de malha-aberta 

G(s)H(s) = j2(7jS + d 

é inerentemente instável. Este sistema pode ser estabilizado adicionando-se um controle 
derivativo. Esboçar os gráficos polares para a função de transferência de malha-aberta com e 
sem o controle derivativo. 

Problema B.9. 7 Esboçar os gráficos polares da funçáo de transferência de malha-aberta 

icer»r + i)(7ii + d 

G(s)íí(s) jHr.í + 1) 

para os dois casos seguintes: 

í. r a >r,>o, T„>T l > 0 

2. r, > T a > o, r, > t„ > o 

Problema B.9.8 Considere o sistema com 

G(,) = ícr=l)’ h(s) = l+K > 5 
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Determinar o valor crítico de K„ para a estabilidade do sistema de malha-techada. 

Problema B.9.9 Considere o sistema de malha-fechada com a seguinte função de transferên- 
cia de malha-aberta: 


G{s)H(s) = 


10 K(s + 0,5) 

5 2 (5 + 2) (5 + 10) 


Construir os gráficos polares direto e inverso de G(s)H(s) com K- 1 e K - 10. Aplicar o 
critério de estabiüdade de Nyquist para os gráficos e determinar a estabilidade do sistema para 

estes valores de K. 


Problema B.9.10 Considere 0 sistema de malha-fechada cuja função de transferência de 
malha-aberta é 

Ke~ z * 

G(s)H(s) = - T - 

Determinar 0 valor máximo de K para o qual o sistema é estável. 

Problema B.9.11 Considere 0 sistema de malha-fechada cuja função de transferência de 
malha-aberta é 

G(s)H(s) = ^ s + i) 

Determinar o valor máximo do ganho K para estabilidade em função do tempo morto T. 



0,1 1 IO 

(i) em rad/s 

Fig. 9.100 Diagrama de Bode de um sistema determinado experimentalmente. 
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Problema B.9.12 Esboçar o gráfico polar de 


G(s) 


(TsY - 6(75) + 12 
(Ts) z + 6(Ts) + 12 


(9-33) 


Mostrar que para a faixa de freqüéncia 0 < <nT < 2\/3. a Eq. (9.33) fornece uma boa 
aproximação para o atraso de transporte e~ n . 


Problema B. 9. 13 O diagrama de Bode de um sistemaG(/o>) determinado experimentalmente é 
indicado na Fig. 9.100. Determinar a função de transferência G(s). 



i 
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I 

Técnicas de 

1 

Projeto e 
Compensação 

10.1 INTRODUÇÃO J 

O objetivo principal deste capítulo é apresentar procedimentos para o projeto e 
compensação de sistemas de controle invariantes no tempo, lineares, com entra- 
da-simples-saída-simples. A compensação é o ajuste de um sistema a fim de 
satisfazer as especificações exigidas. As abordagens para projeto e compensação 
de sistemas de controle utilizadas neste capítulo são a abordagem do lugar das 
raízes e a abordagem de resposta em freqüéncia. (Será apresentada no Cap. 16 a 
teoria de controle moderna aplicada a projetos de sistemas.) i 

Especificações de desempenho. Os sistemas de controle são projetados para 
desempenhar tarefas específicas. Os requisitos impostos aos sistemas de controle 
normalmente são designados como especificações de desempenho. Geralmente 
são relativos à precisão, estabilidade relativa e velocidade de resposta. 

Para problemas de projeto de rotina, as especificações de desempenho devem 
ser fornecidas em termos de valores numéricos precisos. Em outros casos, podem 
ser dadas parcialmente em termos de valores numéricos precisos e, parcialmente, 
em termos de hipóteses qualitativas. Neste último caso, as especificações podem 
ser modificadas durante o desenvolvimento do projeto, já que as especificações 
solicitadas podem não ser possíveis de satisfazer (devido a requisitos conflitantes) 
ou resultar em um sistema muito caro. _ I 

De um modo geral, as especificações de desempenho não devem ser mais 
restritivas do que o necessário para desempenhar uma dada tarefa. Se a precisão em 
operação em regime estacionário for a principal exigência de um dado sistema de 
controle, então não deverão ser exigidas especificações de desempenho desneces- 
sariamente rígidas em relação à resposta transitória, desde que estas especificações 
exigirão componentes caros. Lembre-se que a parte mais importante do projeto de 
um sistema de controle é estabelecer precisamente as especificações de desempe- 
nho de modo que resultem em um sistema de controle ótimo para a finalidade ) 

requerida. 


Abordagem de tentativa-e-erro para projeto de sistemas. Na maioria dos casos 
práticos, o método de projeto a ser utilizado pode ser determinado pelas especifica- 
ções de desempenho aplicáveis ao caso particular. No projeto de sistemas de 
controle, se as especificações de desempenho forem dadas em termos de medidas 
de desempenho no domínio do tempo, tais como tempo de subida, sobrelevação 
máxima, ou tempo de estabelecimento, ou medidas de desempenho no domínio da 
frequência, tais como margem de fase. margem de ganho, valor do pico de resso- 
nância ou largura de faixa, então não temos escolha senão utilizar uma abordagem 
de tentativa-e-erro baseada no método do lugar das raízes e/ou nos métodos de 
resposta em frequência. 

Os sistemas que devem ser projetados através de uma abordagem de tentati- 
vy.g.gj-j-Q normalmente são limitados a sistemas invariantes no tempo, lineares, 
com entrada-simples-saída-simples. O projetista deve tentar satisfazer todas as 
especificações de desempenho por meio de uma repetição educada de tentativa-e- 
erro. Após ser projetado o sistema, o projetista verifica se o sistema^ projetado 
satisfaz todas as especificações de desempenho. Se não for o caso, então repete o 
processo de projeto por ajuste de parâmetros ajustáveis, ou modificando a configu- 
ração do sistema, até atingir as especificações dadas. Embora o projeto seja 
baseado em um procedimento de tentativa-e-erro. a vivência e o conhecimento do 
projetista desempenham um papel importante em um projeto bem-sucedido. Um 
projetista experiente deve estar apto a projetar um sistema aceitável sem usar 
muitas tentativas. 

Modificação na dinâmica da planta (processo). Na construção de um sistema de 
controle, sabemos que modificações apropriadas na dinâmica do processo podem 
constituir um modo simples de atingir as especificações de desempenho. Isto. 
entretanto pode não ser possível em muitas situações práticas porque o processo 
pode ser fixo ou não tolerar modificações. Então devemos ajustar outros parâme- 
tros que não aqueles do processo fixado. Neste capítulo, suporemos que o processo 
é dado e inalterável. 

Compensação de sistemas. O ajuste do ganho é o primeiro passo no ajuste de 
um sistema a fim de satisfazer um dado desempenho. Em muitos cas_os práticos, 
entretanto, o ajuste apenas do ganho pode não resultar em uma alteração suficiente 
no comportamento do sistema de modo a atingir as especificações dadas. Frequen- 
temente aumentando o valor do ganho melhora-se o comportamento em regime 
estacionário, porém resulta uma estabilidade pobre ou mesmo uma instabilidade. E 
então necessário reprojetar o sistema (por modificação na estrutura ou incorpo- 
rando dispositivos ou componentes adicionais) de modo a alterar o comportamento 
global para que o sistema se comporte como desejado. # 

Um dispositivo adicional inserido no sistema para este propósito é denomi- 
nado um compensador . Este dispositivo compensa o desempenho deficiente do 
sistema original. 

Compensação série e compensação com realimentação (ou paralela). Se 0 c ° m ' 
pensador G r {s) é colocado em série com a função de transferência inalterável G(_s) 
como indicado na Fig. 10.1(a). então a compensação é denominada compensação 

Sene Uma alternativa para a compensação série é realimentar o(s) sinal(is) de 
algum(ns) elemento(s) e colocar.um compensador no caminho de realimentaçao 
interna resultante, conforme indicado na Fig. 10.1(b). Esta compensação e eno 
minada compensação por realimentação ou compensação paralela. 


H(s) 


(b) 

Fig. 10.1 (a) Compensação série; (b) compensação por realimentação ou paralela. 


Em sistemas de controle compensados, verificamos que o problema norma - 
mente se resume a um projeto conveniente de um compensador serie ou por 
realimentação. A escolha entre a compensação série ou a compensação por reali- 
mentação depende da natureza dos sinais no sistema, dos níveis de potência em 
vários pontos, de componentes disponíveis, da experiência do projetista, de consi- 
derações econômicas etc. . s 

Em geral, a compensação série pode ser mais simples do que a compensação 
por realimentação; entretanto, a compensação série normalmente exige amplitica- 
dores adicionais para aumentar o ganho e/ou propiciar isolação. (Para evitar dissi- 
pação de potência, o compensador série é inserido no ponto de menor energia do 
ramo direto.) Note que, em geral, o número de componentes necessários na 
compensação por realimentação é menor do que o número de componentes para a 
compensação série, desde que seja disponível um sinal conveniente, porque a 
transferência de energia é de um nível de maior potência para um outro de menor 
potência. (Isto significa que eventualmente não são necessários amplificadores 
adicionais.) 

Compensadores. Se for necessário um compensador para atingir as especifica- 
ções de desempenho, o projetista deve implementar um dispositivo físico que 
possua a função de transferência prescrita do compensador. 
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Vários dispositivos físicos são utilizados para estes fins. De fato. muitas idéias 
excelentes e úteis para implementações físicas de compensadores podem ser en- 
contradas na literatura. , . 

Dentre os muitos compensadores, os compensadores-sene mais empregados 
são os chamados compensadores em avanço, compensadores em atraso e compen- 
sadores avanço-atraso. Neste capítulo, limitaremos nossa discussão exclusiva- 
mente a estes três tipos. Normalmente são elétricos, mecânicos, pneumáticos, 
hidráulicos ou combinações entre estes e consistem em redes RC (elétrica, mecâ- 
nica. pneumática ou hidráulica) e amplificadores. ( Em muitos casos, uma rede RC 
compensadora constitui parte integral do amplificador.) 

Em projeto real de um sistema de controle, a escolha do uso de um compensa- 
dor elétrico, mecânico, pneumático ou hidráulico é algo que deve ser decidido 
parcialmente em função da natureza da planta controlada. Por exemplo, se a planta 
controlada envolve um fluido inflamável, então temos de escolher um compensadoí 
e atuador pneumático a fim de evitar a possibilidade de taíscas. Se. entretanto, nao 
existe o perigo de incêndio, então são mais comumente usados os compensadores 
eletrônicos. (De fato. normalmente os sinais não elétricos são transformados em 
sinais elétricos devido à simplicidade de transmissão, aumento de pretisão. au- 
mento de confiabilidade, facilidade de compensação etc.) 

Procedimentos de projeto. Na abordagem de tentativa-e-erro para projeto de 
um sistema, definimos um modelo matemático do sistema de controle e ajustamos 
os parâmetros de um compensador. A parte que mais despende tempo neste 
trabalho é a verificação das especificações de desempenho pela analise com cada 
ajuste dos parâmetros, e o projetista pode necessitar fazer uso de um computador 
analógico ou digital para evitar o trabalho numérico maçante para esta verificação. 

Uma vez obtido um modelo matemático satisfatório, o projetista deve cons- 
truir um protótipo e testar o sistema de malha-aberta. Se estiver assegurada a 
estabilidade absoluta, o projetista fecha a malha e verifica o desempenho do sistema 
na malha-fechada resultante. Devido aos efeitos de carga entre os componentes que 
foram desprezados, não linearidade, parâmetros distribuídos etc., que também nao 
foram considerados no trabalho do projeto original, o desempenho real do sistema 
protótipo provavelmente difere das previsões teóricas. Portanto, o pnmeiro projeto 
pode não satisfazer todas as exigências de desempenho, e por tantativa-e-erro. o 
projetista deve efetuar modificações no protótipo até que o sistema atinja as 
especificações. Para fazer isto ele deve analisar cada tentativa, e os resultados a 
análise devem ser incorporados na próxima tentativa. O projetista deve verificai 
que o sistema final satisfaz as especificações de desempenho e, ao mesmo tempo, e 
confiável e económico. 

É importante notar que em um projeto realizado através da abordagem dt_ 
tentativa-e-erro. ou em um projeto através de análise das especificações dadas, nao 
resultará um sistema único. De fato, muitos (e possivelmente um numero intim o) 
sistemas podem satisfazer as especificações fornecidas. Uma escolha otima entre 
as muitas possibilidades pode ser feita a partir de considerações como desempen o 
global projetado, custo, dimensões e peso. 

Projeto de sistemas complexos. As abordagens do lugar das raízes e de resposta 
em freqüência para projetos que consistem essencialmente em ajuste o gan o e o 
projeto de compensadores são muito úteis porém limitadas a sistemas de con J 
ideais e relativamente simples, tais como sistemas invariantes no tempo, ine ' 
com entrada-simples-saída-simples. Estas abordagens de projeto possuem severas 
limitações e dificuldades quando aplicadas a projetos de sistemas vanaveis n 
tempo e com entradas-múltiplas-saídas-múltiplas. 
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Enquanto o projeto de sistemas de controle através das abordagens do lugar 
das raízes e de resposta em frequência constitui um esforço de engenharia, o projeto > 

de sistemas no contexto da teoria de controle moderna (a ser apresentada no Cap. 

1 6) emprega formulações matemáticas do problema e aplica teoria matemática para , 

projetar problemas nos quais os sistemas podem possuir múltiplas entradas e saídas 
e ser variáveis no tempo. Aplicando a teoria de controle moderna, o projetista está 
apto a iniciar de um índice de desempenho, juntamente com os vínculos impostos 
no sistema, e proceder a um projeto de um sistema estável através de um procedi- 
mento completamente analítico. A vantagem do projeto baseado nesta teoria de 
controle é que ela possibilita ao projetista produzir um sistema de controle que e 
ótimo em relação ao índice de desempenho considerado. 

É importante ressaltar, entretanto, que esta técnica de projeto não pode ser 
aplicada se as especificações de desempenho forem dadas em termos de dados no 
domínio do tempo ou no domínio de freqiiéncia. quando então as técnicas do lugai 
das raízes e de resposta em freqiiéncia resultam mais úteis. 


10.2 CONSIDERAÇÕES PRELIMINARES DE PROJETO 


Os problemas de projeto considerados neste capítulo são aqueles que corres- 
pondem a uma melhora no desempenho de um sistema pela inserção de um com- 
pensador. A compensação de um sistema de controle é restrita ao projeto de um 
filtro cujas características tendem a compensar as características indesejáveis e 
inalteráveis do processo. 

Nas Seções 10.3 até 10.5, consideraremos especificamente o projeto de com- 
pensadores em avanço, compensadores em atraso e compensadores avanço-atraso. 
Nestes problemas de projeto, colocamos um compensador em série com uma 
função de transferência inalterável G(s) de modo a obter o comportamento de- 
sejável. O principal problema constitui então na escolha criteriosa do(s) pólo(s) e 
zero(s) do compensador G r (s) de modo a alterar o lugar das raízes ou a resposta em 
frequência a fim de que sejam satisfeitas as especificações de desempenho. 

Abordagem do lugar das raízes para projetos de sistemas de controle. O método 
do lugar das raízes é um método gráfico para a determinação das localizações de 
todos os pólos de malha-fechada a partir do conhecimento das localizações dos 
pólos e zeros de malha-aberta conforme algum parâmetro (normal mente o ganho) é 
variado desde zero até infinito. O método fornece uma clara indicação dos efeitos 
do ajuste do parâmetro. Uma vantagem do método do lugar das raízes é que 
verificamos ser possível obter informação tanto da resposta transitória como da 
resposta em freqiiéncia a partir da configuração dos pólos e zeros do sistema no 
plano s. 

Na prática, o gráfico do lugar das raízes de um sistema pode indicar que o 
desempenho desejado não pode ser conseguido somente pelo ajuste do ganho. De 
fato, em alguns casos, o sistema pode não ser estável para todos os valores de 
ganho. É necessário então modificar os lugares das raízes a fim de satisfazer as 
especificações de desempenho. 

No projeto de um sistema de controle, se for exigido um outro ajuste além do 
ganho, devemos modificar os lugares das raízes originais através da inserção de um 
compensador conveniente. Uma vez entendidos completamente os efeitos sobre o 
lugar das raízes da adição de pólos e/ou zeros, podemos realmente determinar as 
localizações do(s) pólo(s) e do(s) zero(s) do compensador que modifique o lugar das 
raízes conforme desejado. 
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Efeitos da adição de pólos. A adição de um pólo na função de transferência de 
malha-aberta possui o efeito de puxar o lugar das raízes para a direita, tendendo a 
diminuir a estabilidade relativa do sistema e diminuindo o tempo de acomodação da 
resposta. (Lembre-se que a adição do controle integral adiciona um pólo na origem, 
tornando o sistema menos estável.) A Fig. 10.2 mostra exemplos dos lugares das 
raízes, ilustrando os efeitos da adição de um pólo a um sistema de pólos simples e a 
adição de dois pólos a um sistema de pólo simples. 



(o) (b) (c) 


Fig. 10.2 (a) Gráfico do lugar das raízes de um sistema de pólo simples; (b) gráfico do lugar 
das raízes de um sistema com dois pólos; (c) gráfico do lugar das raízes de um sistema com três 
pólos. 


Efeitos da adição de zeros. A adição de um zero na função de transferência de 
malha-aberta tem o efeito de puxar o lugar das raízes para a esquerda, tendendo a 
fazer o sistema mais estável e diminuindo o tempo de acomodação da resposta 
(fisicamente, a adição de um zero na função de transferência direta significa a 
adição de um controle derivativo ao sistema. O efeito deste controle é introduzir um 
grau de antecipação no sistema e aumentar a velocidade da resposta transitória). A 
Fig. 10.3(a) mostra os lugares das raízes para um sistema que é estável para ( 
pequenos ganhos mas instável para grandes ganhos. As Figs. 10.3(b). (c) e (d) 
mostram os gráficos dos lugares das raízes para o sistema quando um zero é 
adicionado à função de transferência de malha-aberta. Note que quando um zero é 
adicionado ao sistema da Fig. 10.3(a). este torna-se estável para todos os valores de 
ganho. 

Abordagem de resposta em freqiiéncia para projeto de sistemas de con- 
trole. Considerando o problema de sistemas de controle compensados através das 
técnicas no domínio de freqiiéncia, asseguramos o controle do comportamento da ( 
resposta transitória em termos das especificações no domínio de freqiiéncia, tais 
como margem de fase, margem de ganho, valor de pico de ressonância e largura de 
faixa (banda). O projeto no domínio de freqiiéncia é indireto porque o sistema é 
projetado para satisfazer estas especificações no domínio de freqiiéncia ao invés 
das especificações no domínio do tempo. Após haver projetado a malha-aberta pelo 
método da resposta em freqiiéncia, podem ser obtidos os pólos e zeros de malha-fe- 
chada. Devem-se então verificar se as características da resposta transitória satis- 
fazem ou não as especificações exigidas no domínio do tempo. Em caso negativo, o 
compensador deve ser modificado e a análise repetida até ser obtido um resultado ^ 
satisfatório. 
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Fig. 10.3 (a) Gráfico do lugar das raízes de um sistema com trés pólos: (b). (c) e (d) gráficos do 
lugar das raízes mostrando os efeitos da adição de um zero ao sistema com trés pólos. 


O projeto no domínio de freqüéncias é simples e direto. O gráfico da resposta 
em frequência indica claramente a maneira pela qual o sistema deve ser modificado, 
embora não possa ser feita a previsão exata quantitativa das características da 
resposta transitória. A abordagem da resposta em frequência pode ser aplicada a 
sistemas ou componentes cujas características dinâmicas são fornecidas na forma 
de dados de resposta em frequência. Note que devido à dificuldade na obtenção das 
equações que governam alguns componentes, tais como componentes pneumáticos 
e hidráulicos, as características dinâmicas de tais componentes normalmente são 
determinadas experimentalmente através de testes de resposta em frequência. Os 
gráficos de resposta em frequência obtidos experimentalmente podem ser facil- 
mente combinados com outros gráficos. Note também que considerando ruídos de 
alta frequência, verificamos que a abordagem de resposta em frequência é mais 
conveniente do que outras abordagens. 

No projeto de sistemas de controle no domínio de freqüência. se desejarmos 
uma certa margem de fase ou margem de ganho, notamos que os diagramas de Bode 
são mais convenientes do que os diagramas polares. (N o uso de diagramas de Bode . 
exceto nos pontos próximos à freqüência do cruzamento do ganho onde as curvas 
exatas diferem consideravelmente das assintotas linearizadas, podemos empregar 
os gráficos com assintotas para fins de projeto.) Por outro lado, se desejarmos um 
certo valor de M r , os gráficos polares ou os gráficos log-módulo versus fase 
apresentam uso mais conveniente do que os diagramas de Bode. 


Informação obtenível da resposta em freqüénda de maiha-aberta. A região de 
baixa freqüência (a região abaixo da freqüência de cruzamento do ganho — * even- 
tualmente, freqüência de corte) indica o comportamento em regime estacionário do 
sistema em malha-fechada. A região de média freqüência (a região próxima ao 
ponto - 1 +./0) do lugar geométrico, indica a estabilidade relativa. A região de alta 
freqüência (a região acima da freqüência de cruzamento do ganho) indica a comple- 
xidade do sistema. 

Requisitos da resposta em freqüénda em malha-aberta. Podemos dizer que. em 
muitos casos práticos, a compensação é essencialmente um compromisso entre o 
erro em regime estacionário e a estabilidade relativa. 

A fim de possuir um alto valor do coeficiente de erro de velocidade e ainda uma 
estabilidade relativa satisfatória, verificamos ser necessário modificar a curva de 
resposta em freqüência de malha-aberta. 

O ganho na região de baixa freqüência deve ser suficientemente grande, e. 
também, próxima à freqüência de cruzamento do ganho, a inclinação da curva do 
módulo no diagrama de Bode deve ser —20 db/década. Esta inclinação deve 
estender-se por uma faixa de freqüência suficientemente larga para assqgurar uma 



Fig. 10.4 (a) Exemplos de curvas de resposta em freqüência de malha-aberta desejáveis e 
indesejáveis; (b) exemplos de curvas de resposta em freqüência de malha-fechada desejáveis e 
indesejáveis. 


*N. do T. 
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margem de fase apropnada. Para a região de alta frequência. 0 ,^" h0 de J' ser 
atenuado tão rapidamente quanto possível para mimmtzar os etotos do ™do. 

Exemplos de curvas de resposta em frequência de malha-aberta e de malha fe 

Chíld En “eíaca e o à pfgTs vemos qu? “ modificação da curva de resposta em 
freqü^cia de Ça l^'a g bena 5 p V 0 de O ser q fe,.a se a pane de alta frequência o ugar X 
geométrico segue o lugar geométrico de GA»), enquanto a pane ^ tatxafrequen 
cia do lugar geométrico segue o lugar geometnco de CA»I, O lugar geome nco 
modificado de GA»)C(/ ») deve apresentar margens de fase e ^ ganho 
ser tangente a um círculo M apropriado, conforme indica 



compe^sação^wn ^tr^cu ^o^outro^ada^ornece * wna apreciável 

transitória 6 A^ompen^çã^avanço-atrascT comdníTItó 1 cart^terfiriicas 
compensações, da compensação em avanço e da compensação em i a - ■ d 

um compensador em avanço ou em atraso aumenta de uma uiudade a ontem £ 
sistema. O uso de um compensador avanço-atraso aumenta ac avanco- 

duas unidades (a menos que ocorra cancelamento entre os zeros da 
atraso e os pólos 2 função de transferencia em malha-abcm nao compenso 
que significa que o sistema se torna mais complexo e mais difícil de contro 
comportamento na resposta transitória. A particular s.tuaçao determina o tipo da 
compensação a ser utilizada. 

10.3 COMPENSAÇÃO EM AVANÇO 

Nesta seção, deduziremos inicialmente as funções de transferência de uma 
rede em avanço elétnca e de uma rede mecânica em avanço: Apres^ 
então procedimentos para projetar compensadores em avanço baseados na 
dagens do lugar das raízes e da resposta em frequência. 
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Redes em avanço. Um diagrama esquem^ 
indicado na Fig. I0.6(a). A deno ™.^ Çd da rede lam bém é senoidal com uma fase 
para uma_entrada_senoidal e ( . a s< o função da frequência, de entrada . 

adiantada. O ângulo de avanço rede . Conforme é usual na 

Vamos deduzir a função de transfer P« ^ ^ quatro terminais, supore- 

mosque aimpedánda da íomè^sla pela rede é nula e que a impedáncia de carga da 

Saída UsLÍdo os símbolos definidos na Fig. 10.«a). verificamos que as impedáncias 
complexas Zi e Z-. são 



A função de transferência entre a saída £„<*) e a entrada EM) e 
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•Então a função de transferência resulta em 

Eq(- 0 = a Zl± _L = T- 

£,.( 5 ) «7í+1 S + A_ , 
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A Fig. 10.6{b) mostra um diagrama esquemático de uma rede mecânica de 
avanço. Do diagrama, obtemos as seguintes equações: 

f X 0 ) — f\(x 0 v) 

/i(*o — j>) = ky 

Calculando as transformadas de Laplace destas duas equações, supondo condições 
iniciais nulas, e então eliminando Y(s). obtemos 


M) = A - •' 1 

%Á S ) f\ + fi [± r _ 1 

fx-fl * 


Esta é a função de transferência entre X 0 {s) e X,-(s). For definição. 


Ll = r íi = a < 

k Ã * 7TTÃ 


obtemos 


Mâ = „ r* + 1 _ l 

X,(s) aTs+] 1 

^ &T 


Características de redes em avanço. Uma rede em avanço possui a seguinte 
função de transferência: 


Ts +1 
'a Ts + 1 


S + T 


(a < 1) 


A função de transferência possui um zero emi = - MT e um pólo em s = - 1 l(aT). 
Desde que a < 1 , verificamos que o zero está sempre localizado à direita do pólo no 
plano complexo. Note que para um valor pequeno de a, o pólo está localizado à 
esquerda e muito distante. O valor mínimo de a é limitado pela implementação 
física da rede em avanço. O valor mínimo de a normaJmente é considerado aproxi- 
madamente 0,07. Se o vaior de a é pequeno, é necessário colocar em cascata um 
amplificador a fim de compensar a atenuação da rede em avanço. 

A Fig. 10.7 indica o gráfico polar de 


, jCüT -f 1 
'jcoaT + 1 


a < 1) 


Para um dado valor de a. o ângulo entre o eixo real positivo e a reta tangente 
desenhada a partir da ongem ao semicírculo fornece o ângulo de avanço de fase 
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Im 



Fig. 10.7 Diagrama polar de uma rede em avanço a{j(uT + !)/(/a>a7 + 1 ). onde 0 < a < 1 . 


máximo. é m . Denominaremos a freqüéncia (u m no ponto tangente. Da Fig. 10.7. o 
ângulo de fase emw = cu m é 





1 — a 

_ 1 - « 

1 -j- a — 1 -r a 

2 


(10.1) 


A Eq. (10.1) relaciona o ângulo de avanço de fase máximo com o valor de a. 

A Fig. 10.8 mostra o diagrama de Bode de uma rede em avanço quando a = 0.1. 
As frequências de canto para a rede em avanço são tu = l/7ew = 1 l(aT). Examinando 
a Fig. 10.8. verificamos que a» m é a média geométrica das duasfreqüéncias decanto. 
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ou 




Portanto, 



1 

V a f 


( 10 . 2 ) 


Conforme pode ser visto na Fig. 10.8. a rede em avanço é basicamente um filtro 
passa-altas. (Passam as altas frequências porem são atenuadas as baixas frequên- 
cias.) Portanto, é necessário um ganho adicional, eventualmente, para aumentar o 
ganho em baixas freqüéncias. 

Técnicas de compensação em avanço baseadas na abordagem do lugar das 
raízes. A abordagem do lugar das raízes para projetos e muito eficiente quando as 
especificações são fornecidas em termos de grandezas no domínio do tempo, tais 
como sobrelevação máxima, tempo de subida, tempo de acomodaçao, relaçao de 
amortecimento, e frequência natural não amortecida dos polos de malha-techada 

dominantes desejados. . . . . . . . , , 

Considere um problema de projeto no qual o sistema original ou e instável para 

todos os valores de ganho ou é estável porém possui características indesejáveis de 
resposta transitória. Neste caso. é necessária uma modificação no lugar das raizes 
na vizinhança do eixo> e da origem, de modo que os polos de ™ dlha - fe chada 
dominantes estejam nas posições desejadas do plano complexo. Este problema 
pode ser resolvido pela inserção de um compensador em avanço apropriado em 
cascata com a função de transferência do ramo direto. . 

Os procedimentos para projeto de um compensador em avanço pelo método do 

lugar das raízes podem ser estabelecidos como segue: ._ 

1. A partir das especificações de desempenho, determine as localizações 
desejadas para os pólos de malha-fechada dominantes. 

2. Desenhando o gráficodo lugar das raízes, verifique se apenas um ajuste do 
ganho é suficiente para resultar nos pólos de malha-fechada desejados. Em 
caso negativo, calcule a deficiência de ângulo é. Este ângulo deve ser forne- 
cido pela rede em avanço se o novo lugar das raízes passar através das 
posições desejadas para os pólos de malha-fechada dominantes. 

3. Se não forem especificados os coeficientes de erros estáticos, determine a 
localização do pólo e do zero da rede em avanço de modo que a iede em 
avanço contribua com o ângulo <£ necessário e exija o mínimo ganho adicio- 
nal. (Se for especificado um coeficiente particular de erro estático, geia - 
mente é mais simples utilizar a abordagem da resposta em frequência.) 

4. Determine o ganho de malha-aberta do sistema compensado através a 

condição do módulo. _ , 

Uma vez projetado um compensador, verifique se todas as especificações de 
desempenho foram satisfeitas. (O uso de computadores analógicos ou digitais 
facilitam a verificação das características da resposta transitória.) Se o sistema 
compensado não satisfaz as especificações de desempenho, repita o procedimento 
de projeto ajustando o pólo e o zero do compensador até todas as especificações 
serem satisfeitas. Se for exigido um coeficiente de erro estático grande, coloque em 
cascata uma rede em atraso ou altere o compensador em avanço para um compen- 
sador avanço-atraso. 
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Note que se os pólos de malha-fechada dominantes selecionados não forem 
realmente dominantes, será necessário modificar a localizaçao do par de polos de 
malha-fechada através de uma abordagem de tentativa-e-erro. (Os polos de malha- 
fechada que não são dominantes modificarn apenas a resposta obtida dos po os de 
malha-fechada. A quantidade de modificação depende da posição destes polos de 
malha-fechada restantes.) 

E X emplo 10.1 Considere o sistema indicado na Fig. 10.9<a). A função de transferência do 
ramo direto é , 


O gráfico do lugar das raízes para este sistema é indicado na Fig. 10.9(bJ?X função de 
transferência de malha-fechada resulta em 


Ç(s) _ 4 

R(s) s 2 + 2s + 4 


4 



Os pólos de malha-fechada estão localizados em 
s = —1 i 


c 

( 

( 

( 

( 

( 



( 

( 

( 

( 

( 
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A relação de amortecimento dos pólos de malha-fechada é 0.5. Afr e q ^ ^ nc ‘ ^ 
amortecida dos pólos de malha-fechada é 2 rad/s. O coeficiente de erro de velocidade estático 

é 2 s” 1 . 

Deseia-se modificar os pólos de malha-fechada de modo que uma freqüência natural não 
amortecida = 4 rad/s seja obtida sem modificar o valor da relaçao de amortecimento. 

' = lembre-se que a relação de amortecimento l de um par de pólos complexos no plano 
compkTo podeteí «pressa en, tenpos do ângulo 6 que é med.do a pamr do e.xo real 
negativo, conforme indicado na Fig. lO.líKa). com 

( = cos 6 

Fm mitras nalavras retas com relação de amortecimento £ constantes são retas radiais 
passando P eU ongem conforme a Fig. !0. 10(b). Por exemplo, uma relaçaode amortecimento 
de 0 S exiee aue os pólos complexos se situem sobre as retas que passam pela ongem e tazem 
âneu^sT^ com o eixo real negativo. (Se a parte real de um par de polos complexo * e 
nn si ti va sienificando que o sistema é instável, o £ correspondente e negativo ) A relaçao de 
amòrtecimento^elerm^^a posição angular do polo enquanto a distancia do polo em 
relação à origem é determinada pela frequência naturaL wjmoneatà <o„. 

No presente exemplo, as posições desejadas dos polos de malha-fechada sa 

,--2±/VT :f ' v, ' :1 

- V. V <• 'x 

Em alguns casos, após haverem sido obíidos os lugares das raízes do sisten^ original, os -pólos 
de malha-fechada dominantes podem ser movidos para as posiçoes desejadas -através de um 
simples ajuste do ganho. Este não é o caso. entretanto, para o sistema apresentado. Portanto, 
inserimos um compensador em avanço no ramo direto. • inte . 

Um procedimento geral para determinação do compensador em avanço e o seguinte. 
Inicialmente, determine a soma dos ângulos na posição desejada de um dos polos de malha- - 
chada dominante com os pólos e zeros de malha-aberta do sistema onginal e o angulo é 





Fig. 10.10 (a) Pólos complexos; (b) retas de relação de amortecimento £ constante. 
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necessário para ser adicionado de modo que a soma total dos ângulos seja igual a ± 180°( + 

1). A rede em avanço deve contribuir com este ângulo. (Se o ângulo for muito grande, então 
duas ou mais redes em avanço podem ser necessárias em vez de apenas uma.) 

Se o sistema original possui a função de transferencia de malha-aberta G(s ). então o 
sistema compensado possuirá a função de transferência de malha-aberta 


«o = («sferr)* 0 » 




onde o primeiro termo do segundo membro da equação corresponde à rede em avanço, o 
segundo termo ÍC c é o ganho do amplificador, e o último termo G(i ) é a função de transferência 
de malha-aberta original. (Note que o amplificador possibilita o casamento de impedancia 
desejado bem como o ganho K r desejado.) Note que há muitos valores possíveis para 7 que 
resultarão na contribuição do ângulo necessário para os pólos de malha-fechada desejados. 

O próximo passo é determinar as posições do pólo e zero da rede em avanço; em outras 
palavras, o valorde T. Na escolhado valor de T , apresentaremos um procedimento para obter 
o maior valor possível para a de modo que o ganho adicional exigido do amplificador seja^o 
menor possível. Primeiro, desenhe uma reta horizontal passando pelo ponto P , a posição 
desejada de um dos pólos de malha-fechada dominantes. Isto é indicado pela rPla PA na Fig. 
10. 1 1. Desenhe também uma reta ligando o ponto P à ongem. Bisseccione o ângulo entre as 
retas PA e PO. conforme indicado na Fig. 10. 1 1 . Desenhe duas retas PC e PD que fazem 
ângulos de ±<t>l 2 com a bissetriz PB. As intersecções de PC e PD com o eixo real negativo 
fornecem as posições necessárias para o pólo e o zero da rede em avanço. O compensador 
assim projetado tomará o ponto P um ponto sobre o lugar das raizes do sistema compensado. 
O ganho de malha-aberta é determinado por meio da condição do módulo. 

k f .- \ a /cf / — ^ i ? 



Fig. 10.11 Determinação do pólo e 
do zero de uma rede em avanço. 


No presente sistema, o ângulo de G(s) no pólo de malha-fechada desejado é 


S(S -F 2) | 1 = _2+ f2vT 


- >> ' • 

= - 210 ° 


r.r* / ^ tj ~ - - ■ - 

- ( 


Portanto para que o lugar das raízes passe através do pólo de malha-fechada desejado, a rede 
em avanço deve contribuir com <t> = 30° neste ponto. Seguindo o procedimento de projeto 
anteriormente citado, determinamos o pólo e o zero da rede em avanço, conforme indicado na 
Fig. 10.12, obtendo 


Pólo em 5 = -5,4. Zero em 5 = -2.9 
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/?, = 345 kH 
/?2 = ^00 kíl 

C = v f 


Função de 4Q0 
transferência 


( 0,345s + 1 \ 
1 0,l85s + 1 1 


s*2,9 
s *5,4 


Destes valores obtemos uma rede em avanço possuindo os valores dos parâmetros indicados 
na Fig. 10.13. O compensador em avanço, que consiste nesta rede de avanço e um amplifica- 
dor. possui a função de transferência 


G c (s) = 


(S + 2,9) y 
(s + 5,4) Ac 


Portanto, a função de transferência de malha-aberta do sistema compensado resulta em 


G c (s)G(s) = 


(s + 2,9) 4 _ K(s + 2,9) 

(í + 5,4 ) K 's(s + 2) s(s - 2) (5 + 5,4) 


O gráfico do lugar das raízes para o sistema compensado é mostrado na Fig. 10. 12. O ganho A' 
é calculado a partir da condição do módulo como segue: 


K(s + 2,9) 

s(s + 2)(s + 5,4) ,=- 2 +> 2 vT 
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O método de compensação anteriormente apresentado possibilita colocar os pólos de 

do S de erro de velocidade estático, concluímos que o projeto apresentado e 
satisfatório. 


Se o valor do coeficiente de erro de velocidade estática K v fosse especificado, 
então deveríamos satisfazer a especificação modificando a posição do polo-zero da ( 
rede em avanço ou inserindo uma rede diferente. Note que modificando » a loca iza- 
cão do pólo-zero da rede em avanço sem modificar o angulo <f>, o resultado e ume ( 
variação no valor de K r . Alguma variação no valor de K v pode, portanto. , 
pela alteração das localizações do polo-zero da rede em avanço. Se for desejado u 
aumento maior no valor de K v , então devemos alterar o compensador em avanço 
para um compensador avanço-atraso. 

Técnicas de compensação em avanço baseadas na abordagem de resposta em 
frequência. A função principal do compensador em avanço e modificar a cur a ( 
resposta em frequência para propiciar um ângulo de avanço de fase su íci P 
ajustar o atraso de fase excessivo associado com os componen 

llXdd Vamos supor um dado sistema com realimentação unitária. Dese ja m ® s satis- 
fazer as especificações de desempenho, que são fornecidas em ter m ™\ nmietar < 

de fase. margem de ganho, coeficientes de erro etc. Os procedimentos p p 
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um compensador em avanço, através da abordagem de resposta em freqüência. 
podém ser estabelecidos como segue: 

1 . Determine o ganho de malha-aberta À afim de satisfazer as exigências dos 
coeficientes de erro. 

2. Usando o ganhei anteriormente determinado, calcule a margem de fase 
do sistema não compensado. 

3. Determine o ângulo de avanço de fase necessário é a ser adicionado ao 
i sistema. 

4. Determine o fator de atenuação a pelo uso da Eq. (10.1). Determine a 
freqüência onde o módulo do sistema não compensado é igual a 20 log 
( l/\ ã). Selecione esta freqüência como a nova freqüência de cruzamento do 
ganho. Esta freqüência corresponde a u> „ e o deslocamento de fase máximo 
<b m ocorre nesta freqüência. 

5. Determine as freqüências de canto da rede em avanço a partir de 


°> = t’ m = ãr 

Finalmente, introduza um amplificador com ganho igual a l/a. ou aumente o 
ganho do amplificador existente por um fator de l/a. 

Exemplo 10.2 Considere o sistema indicado na Fig. 10.14. A função de transferência de 
malha-aberta é 


G(s) = 


s(s + 2) 


Deseja-se determinar um compensador para o sistema de modo que o coeficiente de erro de 
velocidade estático A',, seja 20 s~ l . a margem de fase seja pelo menos 50°. e amargem de ganho 
pelo menos 10 db. 



4 K 


* 

s{s + 2) 




Fig. 10.14 Sistema de controle. 


No presente exemplo, foram especificadas as margens de ganho e de fase; conseqüente- 
mente, empregaremos os diagramas de Bode. 

O primeiro passo no projeto é ajustar o ganho K para satisfazer a especificação de 
desempenho em regime estacionário, ou propiciar o coeficiente de erro de velocidade estático 
exigido. Desde que este coeficiente é dado como 20 s - '. obtemos 


K v = Hm sG{s ) - lim = 2K = 20 

i — 0 t -0 ~r Z) 


K= 10 

Com K = 10. o sistema da Fig. 10.14 satisfaz a exigência de regime estacionário. 
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Desenharemos agora o gráfico do diagrama de Bode de 

40 _ 20 

™ ja> ) j(0{j(0 + 2) jCO(0,5jü) — 1) j 


A Fig. 10.15 mostra as curvas de módulo e ângulo de fase de G(/o>). Destes gráficos, as 
mareens de fase e de ganho do sistema são obüdas como 1 7 o e — x db, respectivamente. (Uma 
margem de fase de 17° implica que o sistema é quase oscilatório. Portanto, satisfazendo 
apenas a especificação de regime estacionário, resulta em um desempenho pobre na resposta 
transitória.) A especific ação exigida para a marge m de fase é de p elo menos 50°. Portanto. 
deternánaremósÕllDguíode avanço de f ase adiciona l nec essá rio jgar a satisfazei a exigência d e 
e stab ili dade relati va, qu e é igual a 33° . Para cons eguir_um.a. m, ar P em de f asg- de-5ÜE sem 
diminuir o valor de A . é necessário introduzir no sistema um convenien t e co mpensa dor _gm 
avanço. 

Observando que a adição de um compensador em avanço modifica a curva de módulo no 
diagrama de Bode, verificamos que a freqüência de cruzamento do ganho deverá ser deslo- 
cada para a direita. Devemos ajustar o ângulo de fase considerando um atraso de G(jw) 
aumentado devido a este aumento na freqüência de cruzamento do ganho.^Considerando o 
deslocamento da freqüência de cruzamento do ganho, devemos supor que </» m 2 o ângulo de fase 
em avanço máximo necessário, é aproximadamente 38°. (Isto significa que 5 o foram adiciona- 
dos para compensar o deslocamento na freqüência de cruzamento do ganho.) Desde que 


sen <f> m = 



Fig. 10.15 Diagrama de Bode para G{ja>) = 40/[/u>(/oj + 2)]. 
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<t>„, = 38° corresponde a a = 0.24. Uma vez que o fator de atenuação a foi determinado com 
base no ângulo de fase em avanço exigido, o proximo passo é determinai as freqüencias e 
canto oj= 1/7 eoj = 1/taD da rede em avanço. Para assim proceder, note ímcialmente que o 
ângulo de avanço de fase máximo é m ocorre na média geométrica das duas frequências de 
canto, ou tu =_\H\ãT). [Vide Eq. (10.2).] A quantidade de modificação na curva de modulo 

em to = l/(\ q 7) é 

1 +j(0T = 1 +J 7^ = J_ 

1 -\-jo)iT o)=t tWiT) i i ■ Qf j 

J */a 

Note que 

7¥ = ^24 = Õ^9 = 5l 2db 

e \GU<i>)\ = -6.2 db corresponde aw = 9 rad/s. Selecionaremos esta frequência como a nova 
frequência de cruzamento do ganho w r . Observando que esta frequência correspon e a 
M(VãT). ou oj r = l/(\/ã7). obtemos 



s + 4,41 0,24(0,2275 — 1 ) 

s + 18,4 “ 0,054 5 - 1 


Para compensar a atenuação devida à rede em avanço, aumentamos o ganho do amp ificador 
por um fator de 1/0.24 = 4.17. (Se isto não fosse feito, o coeficiente de erro de velocidade 
estático não poderia ser realizado.) Então, a função de transferência do compensador, que 
consiste na rede em avanço e no amplificador, resulta em 


G c (s) = ( 4 , 17 ) 


5 + 4,41 0,227 5 + 1 
s ri* 18,4 0,0545 4- 1 


A curva de módulo e a curva do ângulo de fase para G r (/co) são indicadas na Fig. 10. 16. O 
sistema compensado possui a seguinte função de transferência de malha-aberta. 


G f (5)G(5) 


0,2275 - 1 20 

0,0545 - 1 5(0,55 + 1) 


= ( 4 , 17 ) 


5 -F 4,41 40 

5 + 18,4 5(5 + 2) 


As curvas cheias na Fig. 10.16 indicam a curvado módulo e a curvado ângulo de fase para o 
sistema compensado. O compensador em avanço acarreta um aumento na freqüencia e 
cruzamento do ganho de 6.3 para 9 rad/s. O aumento nesta frequência significa um aumento 
na largura de faixa. Isto implica um aumento na velocidade de resposta. As margensde gan o 
e de fase são obtidas como aproximadamente 50° e +*■ db. respectivamente. O sistema 


* 
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Fig. 10.16 Diagrama de Bode para 0 sistema compensado. 

compensado indicado na Fig. 10.17 satisfaz, portanto. tamo as exigências em regime esta- 

CÍOní N«e°Z pamàSlemafdo dpõu como o sistema considerado (com os valores aqui 
a +/+ o valor do coeficiente de errode velocidade estático*, e simplesmente o valor 
dalreqüTncla conresponden/rà intèrsecçâo da reta inicial com inclinação - 2(1 db/década com ( 

“ "'A Hg' ,ot mo:,í n a“cos F ^ar°es Se G(/w) (com * - 10, e de C, * Ftg. t 
,0 18 verificamos Que afreSéncia de ressonância do sistema não compensado e aproxima- 
iameme 6 S, etue a To ststema compensado é aproximadamente 7 rad/s. (Este fato 



( 



Fig. 10.17 Sistema compensado. 




Fig. 10.18 Diagramas polares da função de transferência de malha-aberta não compensada e 
compensada. (G: sistema não compensado. G r G : sistema compensado.) 

Da Fig. 10.18. verificamos que o valor do pico de ressonância M r para o sistema não 
compensado com K = 10é 3. O valordeAí r parao sistema compensadoé obtido em 1.29. Isto 
mostra claramente que o sistema compensado apresentou uma estabilidade relativa melho- 
rada. Note que o valor de M r pode ser facilmente obtido transferindo-se os dados do diagrama 
de Bode para a carta de Nichols. Veja Exemplo 10.4.) 


Note que se o ângulo de fase de G(/ou) diminui rapidamente próximo à freqüén- 
cia de cruzamento de ganho, uma compensação em avanço resulta ineficiente 
devido ao deslocamento da frequência de cruzamento de ganho para a direita 
resultar em uma dificuldade em obter-se suficiente avanço de fase na nova frequên- 
cia de cruzamento de ganho. Isto significa que, a fim de propiciar a margem de fase 
desejada, devemos usar um valor muito pequeno para a . O valor de a . entretanto, 
não deve ser menor do que 0.07 nem deve propiciar um ângulo de fase em avanço 
máximo maior do que 60° porque estes valores exigirão um ganho adicional de 
valor excessivo. (Se for necessário mais do que 60°, duas (ou mais) redes em avanço 
devem ser utilizadas em série com um amplificador de isolação.) 

10.4 COMPENSAÇÃO EM ATRASO 

Redes em atraso. A Fig. !0.19(a) mostra uma rede elétrica de atraso. A 
denominação “rede em atraso" provém do fato que quando a tensão de entrada e, é 
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(o) (b) 


Fig. 10.19 (a) Rede elétrica de atraso: (b) rede mecânica de atraso. 

senoidal. a tensão de saídae 0 é senoidal porém atrasada em relação à entrada de um 
ângulo que é função da freqiiéncia da entrada senoidal. As impedáncias complexas 
Z, e Z> são 

Z,=R„ Z 1 = R 1 + 1 

A função de transferência entre a tensão de saída £ 0 (s) e a tensão de entrada E,(.v) é 
dada por 

E 0 (s) Z 2 R 2 Cs + 1 

E,(s) Z, + Z 2 (R l + R 2 )Cs -f 1 

Definindo. 

r 2 c = t ; = 1 

Então, a função de transferência resulta em 

ls + L\ 

£„(*) Ts + i _ I T 

£,« PTs+ I íL I 
\ ' JTi 

A Fig. 1 0. 1 9( b) mostra uma rede mecânica de atraso. Ela consiste em uma mola 
e dois amortecedores viscosos. A equação diferencial para esta rede mecânica é 

fi * 0 = Kx, — * 0 ) +f 2 (x t - x 0 ) 
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Fig. 10.21 Diagrama de Bode de uma rede em atraso [jwT + 1 + T) com 0 - 10. 


Técnicas de compensação em atraso baseadas na abordagem do lugar das raí- 
zes. Considere o problema de determinar uma rede de compensação conveniente 
para o caso em que o sistema possui características de resposta transitória satisfató- 
rias. porém características insatisfatórias em regime permanente. A compensação 
neste caso consiste essencialmente em aumentar o ganho em malha-aberta sem 
modificar apreciavelmente as características de resposta transitória. Isto significa 
que o lugar das raízes na vizinhança dos pólos de malha-fechada dominantes não 
deve ser modificado significativamente, porém o ganho de malha-aberta deve ser 
aumentado tanto quanto necessário. Este resultado pode ser conseguido se foi 
colocado um compensador em atraso em cascata com a função de transferencia do 

ramo direto fornecida. , ., . _ ( 

Para evitar uma variação apreciável nos lugares das raizes, a contribuição 
angular da rede em atraso deve ser limitada a um pequeno valor, digamos 5 . Pai a 
assegurar esta hipótese, colocaremos o pólo e o zero da rede em atraso relativa- 
mente próximo entre si e próximos da origem do plano 5. Então, os pólos de 
malha-fechada do sistema compensado serão deslocados apenas ligeiramente de 
suas posições originais. Consequentemente, as características de resposta transitó- 
ria permanecerão essencialmente as mesmas. ... , 

Note que se colocarmos o pólo e o zero da rede em atraso muito proximos entie 
si, então 5 1 + (1 /r)e.r, + (1//3T) serão quase iguais, onde a, é o pólo de malha-fecha- 
da. Portanto, 




Isto implica que o ganho de malha-aberta pode ser aumentado aproximadamente 
por um fator de /3 sem alteração nas características de resposta transitória. i>e o po o 
e o zero forem colocados muito próximos à origem, o valor de /3 pode ser ei o 
grande. Normalmente. 1 < /3 < 15. e /3 = 10 é uma boa escolha. 
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Um aumento no ganho significa um aumento nos coeficientes de erro estático. 
Se a função de transferência de malha-aberta do sistema nao compensado e G(s), 
então o coeficiente de erro de velocidade estático À, e 



Portanto, se o compensador for dado pela Eq. ( 10.3) . então o coeficiente de erro de 

velocidade estático é aumentado por um fator de K c . . 

Os procedimentos para projeto de um compensador em atraso pelo método do 
lugar das raízes podem ser estabelecidos como segue: (Suporemos que o sistema 
não compensado satisfaz as especificações de resposta transitória através de um 
simples ajuste do ganho. Se este não for o caso, refenr-se a Seção .- .) 

1. Desenhe o gráfico do lugar das raízes para o sistema nao compensado. 

Com base nas especificações da resposta transitória, localize os polos e 
malha-fechada dominantes sobre o lugar das raízes. _ . 

2. Determine o ganho de malha-aberta utilizando a condição do modulo. 

3 Calcule o particular coeficiente de erro especificado no problema. 

4. Determine a quantidade de aumento no coeficiente de erro necessana 
para satisfazer as especificações. 

5. Determine o pólo e o zero da rede em atraso que produz o aumento 
necessário no coeficiente particular de erro sem alteração apreciável nos 

lugares das raízes originais. . 

6. Desenhe um novo gráfico do lugar das raízes para o sistema compensa o. 
Localize os pólos de malha-fechada dominantes sobre o lugar das raizes, (be 
a contribuição angular da rede em atraso for muito pequena, isto e, poucos 
graus, então os lugares das raízes original e modificado são praticamente 
idênticos. Haverá uma leve discrepância entre eles. Localize, então, sobre o 
novo lugar das raízes os pólos de malha-fechada dominantes desejados com 

base nas especificações de resposta transitória.) _ 

7. Ajuste o ganho do amplificador por meio da condição do modulo para que 
os pólos de malha-fechada dominantes resultem nas posições desejadas. 


Exemplo 10.3 Considere o sistema indicado na Fig. 10.22(a). A função de transferência do 
ramo direto é 
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1,06 

G(í) “ s{s - 1 )(s + 2) 




Fig. 10.22 (a) Sistema de controle: (b) gráfico do lugar das raízes. 


O gráfico do lugar das raízes para o sistema é fornecido na Fig. 10.22(b). A função de 
transferência de malha-fechada resulta em 

C(5) _ L06 

R(s) s(s -F 1)(í + 2) + 1,06 

1.06 

~ (s + 0,33 — jO,58)(s + 0,33 + y0,58)(s + 2,33) 

Os pólos de malha-fechada dominantes são 

5 = -0,33 ± y‘0,58 

A relação de amortecimento dos pólos de mal ha.- fechada dominantes é £ = 0,5. A frequência 
natural não amortecida dos pólos de malha-fechada dominantes é 0,67 rad/s. O coeficiente de 
erro de velocidade estático é 0,53 s -1 . 
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_ . He prm de velocidade estático K T pant apr oximada- 

Deseja-se aumentar o «^ciente demo deve» ^iha-fechad* dominantes. 

mente 5 s- sem mudança ^^'^^^^“^^^mpensadorematras^qu^ consiste 
Para satisfazer esta espectficaça , cascala co m a função de transferência do ramo 

em uma rede em atraso e um ampUfícador em cascat veloci( £ de estático pQr urfl falor de 
direto fornecida. Para aumentar o coeficiente de e atraso ems=% -D.01 e 5 = 

aproximadamente 1 0. vamos colocar 0 _polo zero d ^ ^ alras0 é enla0 
— 0.1. respectivamente. A função de translerencia 

1 / 5 + 0,1 \ 

IOVj + 0,01/ 

A contribuição angular desta e 

de aproximadamente alguns graus- (isto . e ap nâo ser muito pec, uen + há uma 

^ m^" próximo aos pó.os d. ma. h a-f=cWda dominan- 

tes desejados. , -j 1 rpde em atraso, colocamos ^rn c asc ^ a um 

resulta então em 


.. 1 / s + 0,1 \t v \ Lí 

GiC*) — iõ \j -f 0,01 r c ’s(s + 1J 

K(s + 0,1) 

~ 5(5 + 0,01 )(5 + 1)(5 + /) 


1.06 

1 )(í + 2) 


1,06/f, 


O diagrama de blocos do “sXpXÍ^ 

Se a relação de amortecimento dos novos polos d^aina ecnaua man 
tida a mesma, então os pólos são obtidos do novo grafico do lugar das raiz* s co mo segue 

5, = -0,28 4 J 0,51, 
í 2 - -0,28 —70,51 


O ganho de malha-aberta K é 

| 5(5 + 0,01)(5+ l)(f + 2) 

A ” I 5+0,1 

Portanto, 0 ganho do amplificador K c é 


, = -0,28 + yO t 5> 


= 0,98 


*•- 1 % K = 9 ' 2i 

Então, o sistema compensado possui a seguinte funçã° d e transferén ' j d e malha aberta. 

0 98(5 + 0,1) 4,9(105 + lb |. 

ClW = 5(5 + 0,bl)(5 + í ) (5 + 2) = 5(1005 + IX* + W 0 » 1+1) 


)■ 

( 

I 
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Fig. 10.23 (a) Sistema compensado: (b, gráficos dos lugares das raízes para o sistema com- 
pensado e para o sistema não compensado. 


O coeficiente de erro de velocidade estático K T é 

K v = lim 5(71(5) = 4,9 s -1 ( 

S i i ,em 4 nS 9 ^° 5 ve^o v'aíor origbíaL (O eírlxde^^^mc^^cionáriocom entradC t 

Conseguimos essencialmente atingir o objeti vo do proj d jarmosaumentarocoe f, dente de 

de velocidade estático para aproximadamente. •( , modificaras posições do pólo ( 

erro de velocidade estático para exatamente 5 s ' < K ‘ “ escolher K c = 9 44 

e do zero da rede em atraso ou podemos usar a rede em na P 1 de m alha-fechada ( 

como bem aceitável.) 
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Os dois pólos de malha-fechada restantes do sistema compensado são determinados 
como segue: 

= -2,31, 5 4 •= -0,137 

A inclusão da rede em atraso aumenta a ordem do sistema de trés para quatro, acrescentan- 
do-se um pólo adicional próximo ao zero da rede em atraso. Como o polo adicional em 
5 = — 0 137 está próximo ao zero em s = -0.1. o efeito deste polo na resposta iransilona e 
pequeno.' Desde que o pólo em 5 = - 2.3 1 esta muito longe do eixo jw comparado com os polos 
de malha-fechada dominantes, o efeito deste polo na resposta transitória também e pequeno. 
Podemos portanto ignorar, com pequeno erro. os polos de malha-fechada s 3 e ^ Conclui-se 
que os dois polos de malha-fechada 5 , e5 2 são verdade.ramente dominantes. Podernos^rever 
uma resposta bastante precisa considerandcvse apenas os polos de malha-fechada dom.nan- 

lCS A frequência natural não amortecida do sistema compensado é 0.6 rad/s. Este valor é 
aproximadamente 10%. menor do que o valor onginal. 0.6/ rad/s. Isto implica que a 
transitória do sistema compensado é mais lenta do que a do sistema original. Resultara um 
maior tempo para acomodação. Se este fato puder ser tolerado, a compensação em atraso, 
conforme aqui discutida, apresenta uma solução satisfatória para o problema de projeto 

eSPC Finalmente note que os pontos de cruzamento dos lugares das raízes com o eixojw tanto 
do sistema original como do sistema compensado são aproximadamente os mesmos. Isto 
significa que o sistema compensado ainda e estável mesmo que o ganho de malha-aberta seja 
aumentado por um fator de aproximadamente 10 sobre o valor cntico onginal. 

Técnicas de compensação em atraso baseadas na abordagem de resposta em 
frequência. A função principal de uma rede em atraso é fornecer atenuaçao na taixa 
de alta-freqüência de modo a propiciar uma margem de fase suficiente ao sistema, 
característica de atraso de fase não apresenta consequências na compensação em 

Os procedimentos para projetar um compensador em atraso, através da abor- 
dagem de resposta em frequência, podem ser estabelecidos como segue: (Supore- 
mos que o sistema possui realimentação unitária.) . „ . 

1 . Determine o ganho de malha-aberta tal que seja satisfeita a exigencia do 

particular coeficiente de erro. , , , 

2. Usando o ganho determinado anteriormente, desenhe o diagrama de Bode 
do sistema não compensado e determine as margens de ganho e de fase deste 

sistema. , _ . 

3. Se as especificações relativas às margens de fase e de ganho nao estiverem 
satisfeitas, então, determine o ponto de frequência onde o ângulo de iase a 
função de transf erê ncia.de malha-aberta é igual a - 180° mais a margem de 
fase exigida. A margem de fase exigida é a margem de fase especificada mais 
5 o a 12°. (A adição de 5 o a 12° compensa o atraso de fase da rede em atraso.) 
Escolha esta frequência como a nova frequência de cruzamento do ganho. 

4. Escolha a frequência de cantoa» = 1 / 7 " (correspondente ao zero da rede em 
atraso) uma oitava a uma década abaixo da nova frequência de cruzamento do 
ganho. (Se as constantes de tempo da rede em atraso não se tomarem 
demasiadamente grandes, a frequência de canto o> = 1/7 pode ser escolhida 
uma década abaixo da nova frequência de cruzamento do ganho.) 

5. Determine a atenuação necessária para fazer com que a curva de modulo 
seja tal que o módulo é 0 db para a nova frequência de cruzamento do ganho. 
Verificando que esta atenuação é — 20 log/3. determine o valor de/3. Então a 
outra frequência de canto (correspondente ao pólo da rede em atraso) e 
determinada a partir de oj = 1/037). 
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Exemplo 10.4 Considere o sistema indicado na Fig. 10.24. A função de transferência de 
malha-aberta é dada por 



Deseja-se compensar o sistema de modo que o coeficiente de erro de^elocidade K r seja 
5 s' 1 , a margem de fas e pelo menofc áflS. e a margem de ganho pelo menos 10 db. 

O primeiro passo no projeto é ajustar o ganho K para satisfazer o coeficiente de erro de 
velocidade estático exigido. Portanto, 


K v = lim sG(s) 


V2 Ás + 0(0,55 + 1) 


= K = 5 


Com K = 5, o sistema da Fig. 10.24 satisfaz os requisitos de desempenho em regime 
estacionário. 

Construiremos o novo gráfico do diagrama de Bode a partir de 


jCú{j(0 + l)(0,5;'O) + 1) 


A curva de módulo e a curva do ângulo de fase de G(/&>) são indicadas na Fig. 10.25. Deste 
gráfico, a margem de fase obtida é — 20°, significando que o sistema é instável. 

A compensação em avanço é ineficiente neste caso. Demonstraremos que o uso da 
compensação em atraso resultará na obtenção das especificações exigidas. Notando que a 
adição de uma rede em atraso modifica a curva de fase do diagrama de Bode, devemos permitir 
5 o a 12° para a margem de fase especificada, a fim de compensar a modificação na curva de 
fase. Desde que a frequência correspondente a uma margem de fase de 4 é 0.7 rad/s, a nova 
frequência de cruzamento do ganho (do sistema compensado) deve ser escolhida próximo a 
este valor. Para eyitapco nstantes d e t exPpo-&x c e6si vas para-a-re4e-em-at rasn e s co l heremos a- 
freqüé ncia de _cant_o w = MT (que corresponde ao zero da_r ede em atráso) çomo_0, l_rad/^ 
Désdeãjue esta freqüénciade canto nãó está muítcTlonge abaixo dafreqüéncia de cruzamento 
do ganho, a modificação na curva de fase não deve ser pequena. Portanto, adicionamos 
aproximadamente 12° à margem de fase dada para levar em conta o ângulo de atraso 
introduzido pela rede em atraso. A margem de fase exigida é agora 52°. ()jingu]o_de faseada 
função de transferência de malha-aberta do sistema não compensado-e^J28° ern_aproxjma- 
damente w = rad/s. Assim, escolhemos a novaTreqúência de cruzamento do ganho em 
0.5'rad/s. Para que a curva de módulo passe por 0 db nesta nova frequência de cruzamentodo 
ganho, a rede em atraso deve fornecer a atenuação necessária, que é. neste caso. -20 db. 
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ui em rad/s 


Fie 10.25 Diagramas de Bode para o sistema não compensado, para o compensador e pai a o 
sistema compensado. (G: sistema não compensado. G,: compensador. G r G: sistema compen- 
sado.) 



t 


p = 10 

A outra frequência de canto w = \(fiT) (que corresponde ao pólo da rede em atraso) e então 
determinada como 


-J— = 0.01 rad/s 

PT ' 
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Portanto, a função de transferência da rede em atraso necessária é dada por 


! 

' 


1 5+0,1 
10 s + 0,01 

A função de transferência de malha-aberta do sistema compensado é 

5(105 + 1) 

G e (s)G(s) - s(l005 + 1 )(i"+ 1)(0,5 5 + 1) 

as curvas de mddulo e de EgíE ^ 

Note que o efeito "° a compensado é aproximadamente 40°. que é o valor exigido. 

A margem de fase do s . ^ . , db é bem aceitável. O coeficiente de erro de 

A manpm 1 de ^nhoe exigido. O sistema compensado, portanto, satisfaz as 

velocidade estat v - ’ rptnme estacionário como de estabilidade relativa, 

especificações tanto » em i rdaçao ao do ganho foi dimin uída de 2. 1 para 0.5 rad/s. 

Note que a nova f ^ e, J uen ^ . sistema f 0 j reduzida. Portanto, a velocidade da resposta 
Isto significa que a largura . )enta do uç aque | a do sistema original. 

transitória do sistemacompensado- e os gráficos do log-mcmulo versus fase 

Para mostrar os efeitos da sào indicados na Fig. 10.26. O 

dos sistemas nao compensado (com K P_ o compensado é instável. A adição da 

gráfico de G(jw) mostra claramente q - - \G(j(o) e tangente ao lugar geométrico de 

rad,S Comparando o sistema cbn^P^^^^ ^^^^^^^po^nãole/necersTna- 

Tof cÔmpenr.adoresproieradorpormerodosdiferenicoupor 



& 


Fi. 10 U Gráficos do log-módulo versus fase do sistema não compensado e do sistema 
compensado* (G: s.stema não compensado. Gfi: ststema compensado., 
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projetistas diferentes (ainda que utilizando a mesma abordagem) podem resultar significati- 
vamente diferentes. Qualquer sistema bem projetado, entretanto, resultará em especificações 
em regime estacionário e regime transitório similares. A melhor entre muitas alternativas 
pode ser escolhida a partir da consideração económica de que as constantes de tempo da rede 
em atraso não devem ser muito grandes desde que os valores e dimensões dos resistores 
exigidos são reiacionados diretamente com os valores das constantes de tempo. 

Alguns poucos comentários sobre a compensação em atraso 

1 . As redes em atraso são essencialmenie filtros passa-baixas. Portanto, a 
compensação em atraso permite um alto ganho em baixas Ireqüéncias (o que 
melhora o erro em regime permanente) e reduz o ganho na faixa crítica de 
maiores freqüéncias de modo a evitar a instabilidade do sistema. Note que na 
compensação em atraso, utilizamos a característica de atenuação da rede em 
atraso em altas frequências ao invés da característica de atraso de fase. (A 
característica de atraso de fase não é utilizado para fins de compensação.) 

2. A atenuação devida à rede em atraso desloca a frequência de cruzamento 
do ganho para um ponto de freqiiência menor, onde a margem de fase é 
aceitas el. Portanto, a rede em atraso reduz a largura de faixa do sistema 
resultando em uma resposta transitória mais lenta. [A curva do ângulo de 
fase de G c (ja>)G(j(i)) é relativamente inalterada próximo e acima da nova 
frequência de cruzamento de ganho.] 

3. Desde que um compensador em atraso tende a integrar o sinal de entrada, 
ele age aproximadamente como um controlador proporcional-mais-integral. 



cu em rad/s 


Fig. 10.27 Diagrama de Bode de um sistema condicionalmente estável. 
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Por esta razão, um sistema compensado em atraso tende a tornar-se menos 
estável. Para evitar esta característica indesejável, a constante de tempo 7 
deve ser suficientemente maior do que a maior constante de tempo do 
sistema. 

4. Pode ocorrer estabilidade condicional quando um sistema, possuindo 
saturação ou limitação, é compensado através de um compensadoí em 
atraso Quando ocorrer a saturação ou limitação no sistema, o compensador 
reduz o ganho de malha efetivo. Então, o sistema torna-se menos estável, 
podendo resultar uma operação instável, como indicada na Fig. 10.2, . Para 
evitar esta ocorrência, o sistema deve ser projetado de modo que o efeito da 
compensação em atraso se torne significativo somente quando a amplitude da 
entrada para o elemento saturante for pequena. ( Isto pode ser feito por meio 
de uma compensação por laço de realimentação interna.) 

10.5 COMPENSAÇÃO AVANÇO-ATRASO 

A compensação em avanço aumenta a largura de faixa, o que melhora a 
velocidade de resposta, e também reduz a sõbrelevação Entretanto, a melhora no 
desempenho de regime permanente é muito pequena. A compensação em atraso 
resulta^ em uma grande melhoria no desempenho de regime permanente porem 
resulta em uma resposta mais lenta, devido à largura de faixa reduzica. 

Se forem desejadas melhorias tanto na resposta transitória como na resposta 
em regime estacionário (isto é. um aumento significativo no ganho e na largura de 
faixa), então devem ser utilizadas simultaneamente uma rede em avanço e uma rede 
em atraso. Ao invés de introduzir uma rede em avanço e uma rede em atraso como 
elementos separados, entretanto, é mais económico utilizar uma umca rede avan- 
ço-atraso. A rede avanço-atraso combina as vantagens das redes em avanço e em 

atraso. ^ avanço-atraso possui dois pólos e dois zeros. Portanto, esta com- 
pensação aumenta a ordem do sistema por duas unidades, a menos que ocona 
cancelamento de um pólo e um zero no sistema compensado. 

Redes avanço-atraso. A Fig. 10.28 mostra uma rede elétrica de avanço-atra- 
so Para uma entrada senoidal a saída é seno.dal com uma defasagem que e função 
da frequência de entrada. Este ângulo de fase vana de atrasado para avançado 
conforme a freqiiência é aumentada desde zero a infinito. Note que o avanço 
atraso de fase ocorrem em diferentes faixas de frequência. 
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Fig. 10.28 Rede elétrica avanço-atraso. 


575 



Obteremos a seguir a função de transferência da rede avanço-atraso. As 
impedâncias complexas Z, e Z 2 são 


R l C l s + 1 


Z 2 = R 2 + pr- 


A função de transferência entre E 0 (s ) e £,(5) é 

E 0 (s) Z 2 _ (R,C,s+ 1 )(R 1 C 1 s+ 1) 

£,.(*) ~ Z, + Z 2 (R.C.s + 1)(£ 2 C 2 * + 1) + R : C 2 s 

O denominador desta função de transferência pode ser fatorado em dois termos 
reais. Vamos definir 

r,c, = r„ r 2 c 2 = t 2 

R,C, + R 2 C 2 + R,C 2 = h + pr 2 iP> 1) 


Então. E 0 (s)IE { (s) pode ser simplificada para 


E,(s) (T,s+ 1X7-,^+ 1) = { S ~ r T,)i S : t) 

(^+l)^+D { s + T[){ S + w) 

Caracteristicas da rede avanço-atraso. Considere a função de transferência da 
rede avanço-atraso 


, + _L\ 5 + f 

£i ii. 

í+ T,)\ s + Jt 2 


O primeiro termo 


h = JL(IiL±1\ (P > 1 ) 

-+í 7 (í'+') 

produz o efeito da rede em avanço, e o segundo termo 


= v > « 


produz o efeito da rede em atraso. 
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Fig. 10.30 Diagrama de Bode de uma rede avanço-atraao. _ 

(,*7-, + IkA - l>/ílU<” r >'« + + Dl com f - 10 e T 2 - 107,. 

A pie 10 09 mostra o diagrama polar da rede avanço-atraso. Pode ser verifi- 
zero é 


V i 2 

A Fig. 10.30 mostra 0 diagrama de Bode de uma rede avanço-ta, ^Treriôetde 
= ,0e7e= 107,. Note que a curva de módulo a P r 5 s 5T3 a ^e^ransferêwciíTda^ede 
baixa e de alta frequências, em virtude de a funç 
avanço-atraso como um todo não conter /3 como fator. 


Técnicas de compensação de avanço-atraso baseadas na abordagem do lugar das 
raízes. Os procedimentos para projetar um compensador avanço-atraso podem ser 
estabelecidos como segue: 

1 . A partir das especificações de desempenho fornecidas, determine a locali- 
zação desejada para os pólos de malha-fechada dominantes. 

2. Para obter os pólos de malha-fechada dominantes nas posições desejadas, 
calcule a contribuição do ângulo <i necessária para a parte do avanço de fase 
da rede avanço-atraso. 

3. Usando a seguinte função de transferência do compensador avanço-atra- 
so: 



determine a constante K r a partir das exigências do coeficiente de erro 
particular especificado no problema de projeto. 

4. Para o compensador avanço-atraso, escolha Tn suficientemente grande de 
modo que 



seja aproximadamente unitário, onde s = 5, é um dos pólos de malha-fechada 
dominante. Determine os valores de 7, e fi das exigências que 



5. Usando o valor de (3 determinado anteriormente, escolha 7" 2 de modo que 
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O valor de f3T 2 . a maior constante de tempo da rede avanço-atraso, não deve 
ser demasiadãmente grande para ser fisicamente realizável. 

Exemplo 10.5 Considere o sistema de controle indicado na Fig. 10.31. A função de transfe- * 
rència do ramo direto é 




Fig. 10.31 Sistema de controle. 


Este sistema possui pólos de malha-fechada em 


Í = -0,25 ± y 1,98 


A relação de amortecimento é 0.125. a frequência natural não amortecida é 2 rad/s. e o 

coeficiente de erro de velocidade estático é 8 s '. 

Deseja-se que a relação de amortecimento dos pólos de malha-fechada dominantes seja 
igual a 0.5 e também que aumente a frequência natural não amortecida para 5 rad/s e o 
coeficiente de erro de velocidade estático para 50 s' 1 . Projete um compensador apropriado para 

satisfazer todas as especificações de desempenho. ...... 

A partir das especificações de desempenho, os pólos de malha-fechada dominantes 

devem ser 

5 - —2,50 ± ;4,33 


Desde que. 

= -235° 

J = — 2,50 + J4.3 3 

a parte do avanço de fase da rede avanço-atraso deve contribuir com 55° de modo que o lugar 
das raizes passe através das posições desejadas dos pólos de malha-fechada dominantes. 

O compensador avanço-atraso possui a função de transferência 



Portanto o sistema compensado terá a função de transferência 


/ 4 

I s(s 4 - 0,5) 


G e (s)G(s) = 




K c G(s ) 
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Desta forma, o coeficiente de erro de velocidade estático resulta em 

K, = limíG«(i)CW = lim sKfitf) 

x— 0 

O requisito sobre o coeficiente de erro de velocidade esláfico é K, - 50 r'. Portanto. 

v V v Wcl - lim sAK ^ = 8 K c = 50 
K v - lim sK c GL s > - s ( s _ 0,5) 


j-*0 

Portanto. K c resulta 
K c = 6,25 

Conseqüentemente. P 
aberta 


sistema compensado possuira a função de transferência de malha- 


h + r\i s + 7% \ 25 

G.(j)G(s)= 1 , 1 Jís - 0,51 

V + tJ\* + PtJ 

Desde que escolhemos T, suficientemente grande para 


S ~r jr 

77X 


T z 

1 

0T Z 


se desejarmos que 
módulo resulta em 


0 s pólos de malha-fechada estejam em j = -2.5 ± j'4.33. a condição do 



. 1 
5 + 7 ", 

i 25 I _ 

5 + 7 =" 

ti 

G c ( 5 )G( 5 )|, = - 2 , 5 ^P 3 - 

s + l\ 
1 1 

j 5(5 + 0,5) 1, = - 2,5 + 74,33 

5 + l 
Tx 


e a condição do án^ u *° resu * ta em 

lílL =5! 

, + í 

T, ,.^*,5 + 74, 33 


F rplativamente fácil determinar graficamente os valores de 7, e /3 que satisfazem estas 
condições de módd 10 e ângulo. Referindo-se à Fig. 10.32. podemos facilmente localizar os 

pontos /t e B de m oC *° 0 ue 

PÃ _ 4,77 
MPl = 55 o » ~pb~~5~ 
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) 



Graficamente, a partir da Fig. 10.32. obtemos 


AO = 0,5, BO = 5 


Então. 




T x =2, P = 10 

Conseqüentemente. a pane do avanço de fase da rede avanço-atraso resulta em 


5 + 0,5 

5 + 5 


Para a parte do atraso de fase da rede avanço-atraso, é exigido que 



( 

( 

( 

c 

c 

( 

( 

( 

C 

c 

c 

( 

( 

( 

c 

r 



Para satisfazer estas relações e, ao mesmo tempo, assegurar que a maior constante de tempo 
( 107;) da rede avanço-atraso não seja demasiadamente grande para ser fisicamente realizável, 
escolhemos 


r, = io 


Então, a função de transferência do compensador avanço-atraso é 

Gij) = ítÍ^)Í4Í^rl(6,25) 




Fig. 10.33 Curvas de resposta transitória para o sistema não compensado e para o sistema 
compensado, (a) Curvas de resposta ao degrau unitário; (b) curvas de resposta à rampa 
unitária. 
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e o sistema compensado possuirá a função de transferência de malha-aberta 


G e (s)G(s ) = 


(s + 0,5)(s — 0,1)25 
(s - 5 )(j - 0,01 - 0,5] 


25(5 - 0,1) 

~~ 5(5 + 5 ) (5 — 0,01) 


Devido ao cancelamento dos lermos (s + 0.5). o sistema compensado é um sistema de 
terceira-ordem. (Matematicamente este cancelamento e exato, porém, praticamente. este 
cancelamento não será exato em virtude de algumas aproximações estarem normalmente 
envolvidas na dedução do modelo matemático do sistema, e. como resultado, as constantes de 
tempo não são precisas.) O gráfico do agardas raizes do sistema compensado e indicado na 
Fie. 10.32. 

Como a contribuição angular da parte de atraso de fase da rede avanço-atraso e muito 
pequena não há modificaç o apreciável na localização dos pólos de malha-lechada dominan- 
tes em relação a localizaç 0 desejada. 5 = -2.5 ±./4.33 Portanto, o sistema compensado 
satisfaz todas as especificações de desempenho exigidas. O terceiro polo de malha-fechada do 
sistema compensado está iocalizado em 5 = -0,102. Desde que este poloUe ma ha-fechada 
está muito próximo ao zero em 5 = -0.01. o efeito deste pólo na resposta e relativamente 
pequeno. (Note que, em geral, se um pólo e um zero estão próximos um do outro sobre 0 eixo 
real negativo e próximos da origem, então esta combinação de pólo e zero resultara em uma 
duração longa e de pequena amplitude na resposta transitória.) 

As curvas de resposta ao degrau unitário e as curvas de resposta á rampa umtana. antes e 
após a compensação, são indicadas na Fig. 10.33. 


Exemplo 10 6 Considere o sistema de controle do Exemplo 10.5. Suponha que o coeficiente 
de erro de velocidade estático deve ser 80 s"\ As outras especificações permanecem idênti- 


cas as fornecidas no Exemplo 10.5. Istoé. a relação de amortecimento e a frequência natural 
não amortecida dos pólos de malha-fechada dominantes são dadas como ().. e . . respectiva- 
mente. Projete um compensador avanço-atraso apropriado. ... ... _ 

O requisito em relação ao coeficiente de erro de velocidade estático e que K , — 8U s 
Este dado resulta em 

K c = 10 

A constante de tempo 7, e o valor de /3 são determinados a partir de 





Referindo-se à Fig. 10.34. podemos facilmente localizar os pontos A zB de modo que 
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-10 -8 ~6 -4 "-2 10 2 cr 


Fig. 10.34 Determinação da localização do pólo e do zero desejados. 


O resultado é 


AO = 2,4, BO = 8,3 


r, = = 0,416, ff =8,3 r, =3,45 

A parte do avanço de fase da rede avanço-atraso resulta em 

s + 2,4 
s + 8,3 

Para a parte de atraso de fase. podemos escolher 

7\ = 10 


Portanto, o compensador avanço-atraso se torna 

w - (rrÍ3)(íTW9) (10) 

O sistema compensado possuirá a função de transferência de malha-aberta 


Gc(íX?(í) = 


(5 + 2,4) (5 + 0,1)40 
(, s + 8,3)(j + 0,029)5(5 4- 0,5) 


Neste caso não ocorre cancelamento, e o sistema compensado é de quarta-ordem. Des ido à 
contribuição angular da parte do atraso de fase da rede avanço-atraso ser muito pequena. c. 
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pólos de malha-fechada dominantes estão localizados muito próximos da localização dese- 
^ at * a ’Os dois pólos de malha-fechada restantes são obtidos como 

5 = -0,09, 5 = -3,74 

Desde que o pólo de malha-fechada em 5 = -0.09 e o zero em 5 = -0.1 praticamente se 
cancelam, o efeito deste pólo de malha-fechada é muito pequeno. O polo de malha-fechada 
restante (j = - 3.74) está relativamente próximo do zero em s - - 2.4. e o efeito deste polo de 
malha-fechada na resposta transitória novamente será relativamente pequeno. Os pólos em s 
= -2,5 - 44.33 resultam como pólos dê malha-fechada dominantes. 

Compensação em avanço-atraso baseada na abordagem da resposta em freqiiên- 
cia. O projeto de um compensador avanço-atraso pela abordagem da resposta em 
frequência é baseado na combinação das técnicas de projeto discutidas para a 
combinação em avanço e para a combinação em atraso. O valor de a para a rede em 
avanço deve ser igual ao inverso do valor de (3 para a rede em atraso. Se a e 
escolhido como 1//3 , então podemos simplesmente combinar os compensadores em 
avanço e em atraso projetados separadamente a fim de obtermos o compensador 
avanço-atraso único. 

A parte do avanço de fase da rede avanço-atraso altera a curva de resposta em 
frequência adicionando 0 ângulo de fase em avanço e aumentando a margem de íase 

na frequência de cruzamento do ganho. _ , . 

A parte do atraso de fase da rede em avanço-atraso acarreta atenuaçao proximo 
e acima da freqüência de cruzamento do ganho, e permite ainda o aumento de ganho 
na faixa de baixas freqiiências a fim de melhorar o desempenho em regime estaciona- 

Ilustraremos os detalhes do procedimento projetando um compensador em 
avanço-atraso através de um exemplo. 


Exemplo 10.7 Considere o sistema com reaiimentação unitária cuja função de transferência 
em malha-aberta é 

G(S) = 5(5 + 1)(J + 2) 



( 

( 

( 

( 

c 


Deseja-se que o coeficiente de erro de velocidade estático seja 10 s '. a margem de fase 

a margem de ganho seja 10 db ou mais. . 

Da especificação do coeficiente de erro de velocidade estático, obtemos 

sK 

K v = Um 5(7(5) = Um ^ + 1)(j +T) = 10 


( 

( 

c 

( 


Portanto, 

K = 20 

A seguir desenhemos o diagrama de Bode do sistema não compensado com K = 20. conforme 
indicado na Fig. 10.35. A margem de fase do sistema nao compensado e determinada, senck 

— 32°, o que indica que o sistema não compensado é instável. 

Ò próximo passo no projeto de um compensador avanço-atraso e escolher 
frequência de cruzamento do ganho. Da curva de ângulo de fase paraGtfw). note que 

- 180° em o; = 1 .5 rad/s. É conveniente escolher a nova freqüenc.a de 

em 1 5 rad/s, de modo que o ângulo de avanço de fase exigido em w 1 .. rad/s e ap 
damente 50°. o que é bem possível pelo uso de uma rede em avanço-atraso umca. 


c 

( 

v 

c 

( 

(. 

c 

( 
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Fig. 10.35 Diagrama de Bode para o sistema não compensado, para o com^nsador e p^a o 
sistema compensado. (G: sistema não compensado. G r : compensador. G e G. s.stema compen 

sado.) 


Uma vez escolhida a freqüéncia de cruzamento do ganho em 1 .5 rad/s,^demos dete 
minar a frequência de canto da parte de atraso de fase da rede avanço-a raso. 
a freqüéncia de canto = 1/T, (que corresponde ao zero da parte em atrasodefase da rede) 
como sendo uma década abaixo da nova freqüéncia de cruzamento g 
to = 0.15 rad/s. Vamos escolher ainda 

p = 10 

Então a freqüéncia de canto w = 1//3T, (que corresponde ao pólo da parte em .atraso de toe da 
rede) resulta w = 0.015 rad/s. A função de transferência da parte em atraso de fas 
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avanço-atraso, então, resulta em 


s -f 0,15 , ^ ( 6 ,61 s — 1 \ 

5 t 0,015 “ 1 \66,7r + 1/ 

A parte de avanço de fase pode ser determinada como segue: Desde que a nova 
freqüéncia de cruzamento do ganho está em w — 1.5 rad/s. a partir da Fig. 10.35. G(j 1.5) é 
determinado em 13 db. Portanto, se a rede avanço-atraso contribuir com -13 db em 
w - i ,5 rad/s. então a nova freqüéncia de cruzamento do ganho é a desejada. Desta especifi- 
cação. é possível desenhar uma reta com inclinação de 20 db/década passando pelo ponto 
(-13 db: 1.5 rad/s). As intersecções desta reta e as retas de 0-db e -20 db determinam as 
freqüéncias de canto. Portanto, as freqüéncias de canto para a parte em avanço são 
oj = 0.7 rad/s eoj = 7 rad/s. Conseqüentemente. a função de transferência da parte em avanço 
da rede avanço-atraso resulta em 

5 -f 0,7 1 ( 1 ,43 , v -r 1 \ 

í + 7 ' 1 0 \0, 1 43.9 I I > 

Combinando as funções de transferência das partes em atraso e em avanço da rede, 
obtemos a função de transferência do compensador avanço-atraso: 


(s + 0,7 \( 

5 + 0,15 \ 

/ 1,435 + 1 

\ (6,675 - 1 \ 

V 5 -b 7 A 

5 -f 0,015/ 

- 1.0,1435 - 1 

H 66,75 - 1/ 



As curvas de módulo e ângulo de fase do compensador avanço-atraso que acabamos de 
projetar são indicadas na Fig. 10.35. A função de transferência em malha-aberta do sistema 
compensado' é 


r , v _ (5 -F0,7 )(j + 0,15)20 

G c (s)G(s) - (5 + 7 )(j _ 0,015)5(5 - l)(s + 2) 

10(1,435 4- 1) ( 6,67.y -f 1) (10.4) 

“ 5(0,1435 4- 1)(66,75 + 1)(5 + 1)(0,5í - 1) 


As curvas de módulo e ângulo de fase do sistema da Eq. ( 10.4) também são mostradas na Hg. 
10.35. A margem de fase do sistema compensado é 50°. a margem de ganho 16 db. e o 
coeficiente de erro de velocidade estático é 10 s -1 . Todos os requisitos foram, portanto, 
satisfeitos e o projeto completado. 

A Fig. 10.36 mostra os gráficos polares do sistema não compensado e do sistema 
compensado. O lugar geométrico de G c (/o> >G (/o> ) é tangente ao círculo M = 1.2 em aproxima- 
damente w = 2 rad/s. Obviamente, isto indica que o sistema compensado possui uma estabili- 
dade relativa satisfatória. A largura de faixa do sistema compensado é ligeiramente maior do 
que 2 rad/s. 

10.6 SUMÁRIO DOS MÉTODOS DE COMPENSAÇÃO DE SISTEMAS 
DE CONTROLE 

Nas Seções 10.3 até 10.5 apresentamos os procedimentos para projeto de 
compensadores em avanço, em atraso e em avanço-atraso através do uso e 
exemplos simples. Um projeto satisfatório de um compensador para um dado 
sistema exigirá a aplicação criativa destes princípios de projeto básicos. (Lem re 
se que há uma riqueza de informações na literatura sobre projetos de sistemas e 
controle complexos, e o leitor deve referir-se a ela para quaisquer problemas 
específicos que encontrar.) 
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Fig. 10.36 Diagramas polares do sistema não compensado e do sistema compensado. (G. 
sistema não compensado. G r G: sistema compensado.) 


Comparação das compensações em avanço, em atraso, e em avanço-atraso 

1 . A compensação em avanço atinge o resultado desejado através dos men- 

tos de sua contribuição em avanço de fase: enquanto que a compensação em 
atraso atinge o resultado através dos méritos da sua propnedade de atenua- 
ção em altas frequências. . 

2. No domínio. v a compensação em avanço nos possibilita modificar o lugar 
das raízes e, portanto, propicia os pólos de malha-fechada desejados, r o 
domínio de freqüéncia. a compensação em avanço aumenta a margem de 
fase e a largura de faixa. Uma largura de faixa aumentada significa uma 
redução no tempo de acomodação. A largura de faixa de um sistema com 
compensação em avanço é sempre maior do que um outro com compensação 
em atraso. Portanto, se for desejada uma maior largura de faixa, ou resposta 
mais rápida, deve ser empregada a compensação em avanço. Se, entretanto, 
estiverem presentes sinais de ruído, então pode não ser desejável uma gran e 
largura de faixa desde que torna o sistema mais susceptível a sinais de ruído, 
devido ao aumento do ganho em altas freqüéncias. Neste caso, deve ser 

usada a compensação em atraso. _ . , . . 

3. A compensação em atraso melhora a precisão em regime estacionan . 
entretanto, reduz a largura de faixa. Se a redução da largura de faixa for 
excessiva, o sistema compensado apresentará uma resposta lenta. Se orem 
desejadas tanto resposta rápida como boa precisão estática, deve ser empre- 
gado um compensador avanço-atraso. 
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4 A compensação em avanço exige um aumento adicional no ganho para 
compensar a atenuação inerente da rede em avanço. Isto significa que a 
compensação em avanço requer um ganho maior do que o exigido pela 
compensação em atraso. (Um ganho maior, em muitos casos, implica maior 
espaço, maior peso e mais alto custo.) 

' Embora um grande número de compensações praticas possam ser conse- 
guidas com redes em avanço, em atraso, ou em avanço-atraso para um 
fistema complicado uma compensação simples, através do uso destas redes, 
pode não fornecer resultados saüsfalorios. Então, devem ser empregados 
diferentes compensadores possuindo diferentes configurações de polos e 
zeros Note que uma vez especificada a configuração de polos e zeros de um 
compensador, a rede passiva necessária pode ser realizada pelo uso de 
técnicas padrões de síntese de redes. 

Cancelamento de pólos indesejáveis. Desde que a função çle transferência de 
elementos em cascata é o produto de suas funções de transferencia individuais, e 

possível cancelar alguns pólos ou zeros indeseja ™ do°^“tados paí ^ncelar os 
nensador em cascata, com seus polos e zeros sendo ajustados para cancelar os 

pólos OU zeros indesejáveis do sistema original. Por exemplo, uma constante de 
mmpo 7- muito grande pode ser cancelada pelo uso de uma rede em avanço (7,s + 

1 ) /(Tos + 1) como segue: 

mrvstante de tempo na resposta transitória ao degrau. 

Se um pólo indesejável do sistema original estiver no sem, plano direito do 
nlano v eTte esquema de compensação não pode ser utilizado desde que. embora 
matematicamente seja possível cancelar o pólo indesejável com um zero adicio- 
nado. é fisicamente impossível o cancelamento exato devido as imprecisões env o 
vidas na localização dos pólos e zeros. Um pólo no semiplano direito do P lan0 ? ; 
não exatamente cancelado pelo zero do compensador, eventualmente iedundara 
em uma operação instável, porque a resposta possuira um termo exponencial que 

aumenta com o tempOdo q sistema de conlr ole ideal não e aquele que possui 

nma função de transferência unitária. Fisicamente, este sistema de controle nao 
pmk^sei^conslruk^o, j^que não se pode transferir energia instantaneamente da 
entrada nara a saída. Além disso, desde que ruído esta sempre presente de uma 
Ca ou de outra um sistema com uma função de transferencia unitana nao e 
desejável. Um sistema de controle desejado, em muitos casos práticos, pode 


1 

f 

T,s+V 

y 


Fig. 10.37 Curvas de resposta ao degrau mostrando o efe.to do cancelamento de uma cons- 
tante de tempo grande. 
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nas especificações que fornecem o desempenho desejado do sistema. 

Cancelamento de pólos complexos conjugados indesejáveis. Se a ^nção de 
rransferêncTde um processo contém um ou mais pares de polos complexos 

Mmplexos conjugados indesejáveis do processo, podemos, essenaalmente.subsu^ 

conjugado^n^elejáv^festívere^no ^míplano^squerdo do plarK) s e possuírem a 
forma 


s 2 + 2Ci C0\S + u> 2 

então a inserção de uma rede compensadora possuindo a função de transferencia 

s 2 + 2C,ú),5 + cú] 

S 1 + 2Í2 & >2 s + 

resultará em uma mudança efetiva dos pólos complexos conjugados para aqueles 
aceitáveis Note que mesmo que o cancelamento nao seja exato, o sistema compen- 
So possuiVá melhores carne, ensticas de resposta. ^fo^cs^ôoante- 
riormente, esta abordagem não pode ser utilizada se os polos complexos conjuga 

dos indesejáveis estiverem no semiplano direito do p f unc ões de 
Redes familiares que consistem apenas em componentes RC cujas í unções oe 
transferência possuem dois zeros e dois pólos sao as redes em pon P 
Sos de Sk. em pome tipo T. e s uas funções de transferenctas. sao fornec- 

dos na Fig. 10.38. 




£- 0 (s) = RC,RC 2 s z +2RC 2 s + 1 
£-.(s) RC^RC 2 s z + (RCi + 2RC z )s + \ 


£ 0 {s) _ R)CR 2 Cs 2 + 2RyCs + 1 
E, (s) ” R,CR 2 Cs 2 + (R 2 C + 2R,C)s+\ 


Fig. 10.38 Redes em ponte tipo T. 
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Compensação por realimentação. A realimentação tacométrica é muito co- 
mumente utilizada em servomecanismos de posição. Na Seçao 6.4 discutimos um 
problema de projeto simples utilizando a realimentação tacometnca. Portanto, nao 

*\jm tacómetro é um dos dispositivos denominados dispositivos de realimenta- 
ção por taxa. Um outro dispositivo de realimentação por taxa muito comum e a taxa 
de rotação. Dispositivos de taxa de rotação são comumente utilizados em sistemas 
de aeronaves com piloto automático. 

Eliminação de efeitos indesejáveis de distúrbios por controle no ramo direto. Se 

os distúrbios forem mensuráveis, o controle no ramo direto e um método uti e 
cance lamento de seus efeitos na saída do sistema. Por controle no ramo direto, 
designamos o controle de efeitos indesejáveis de distúrbios mensuráveis através de 
compensação aproximada dos mesmos antes que eles se materializem. Isto e 
vantajoso ? porqu P e em um sistema de controle com real.mentãçao usual, açao 
corretiva somente se inicia após a saída haver sido afetada. 



Medidor 

(o) defluxo 


Distúrbio 
(variação 
no fluxo) 



Fig. 10.39 (a) Sistema de controle de temperatura: (b) diagrama de blocos. 
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Como um exemplo, considere o sistema de controle de temperatura indicado 
na Fig. 10.39(a). Neste sistema, deseja-se manter a temperatura de saída em um 
valor constante. O distúrbio neste sistema é uma variação na taxa de fluxo de 
entrada, que depende do nível no tanque. O efeito de uma variação nesta taxa não 
pode ser sentido imediatamente na saída devido ao atraso de tempo envolvido no 
sistema. 

O controlador de temperatura, que controla a entrada de calor para o permuta- 
dor térmico, não atuará até perceber o erro. Se o sistema possui grandes tempos de 
atraso, transcorrerá um certo intervalo de tempo antes de haver qualquer ação 
corretiva. De fato, quando o erro for percebido após um certo atraso e a ação 
corretiva começar, pode ser muito tarde para manter a temperatura de saída dentro 
dos limites desejados. 

Se for utilizado o controle direto neste sistema, então, logo que ocorrer uma 
variação no fluxo de entrada, haverá simultaneamente uma medida corretiva, 
ajustando a entrada de calor através do permutador de calor. Isto pode ser realizado 
alimentando-se o controlador de temperatura tanto com o sinal do fluxímetro como 
com o sinal do elemento medidor de temperatura. 

O controle direto pode minimizar o erro transitório, porém, desde que o 
controle direto é um controle de malha-aberta, há limitações em relação à sua 
precisão funcional. O controle direto não cancelará os efeitos de distúrbios não 
mensuráveis sob condições de operação normais. Portanto, é necessário que um 
sistema de controle direto inclua um laço de realimentação, como mostrado nas 
Figs. 10.39(a) e (b). 

Essencialmente, o controle direto minimiza o erro transitório causado pelos 
distúrbios mensuráveis, enquanto o controle por realimentação compensa quais- 
quer imperfeições no funcionamento do controle direto e possibilita correções para 
distúrbios não mensuráveis. 

Controle direto de um processo. Considere o sistema indicado na Fig. 10.40. 
Suponha que são conhecidas a função de transferência G(s) e a função de transfe- 
rência do distúrbio G„(s). Ilustraremos um método para determinação de uma 
função de transferência do controlador conveniente G c (j) e a função de transferên- 
cia direta do distúrbio G,(s). Desde que a saída C(s) é dada por 

C(s) = G c (s)G(s)E(s) + G n (s)N(s) 

onde 

E(s) = R(s) - C(s) + G,(s)N(s) 

obtemos 

C(s ) = GXs)G(s)[R(s ) - C(s)] + + G n (s)]N(s) 

Os efeitos de N(s) podem ser eliminados se G r (.y) é escolhida de modo que 
G c (s)G(s)G 1 (s) + G n (s) = 0 


ou 

G>(s) 


GJts) 

G e (s)G(s) 


(10.5) 
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N(s) 



Fig. 10.40 Sistema de controle. 


( 

( 

( 


Projetando apropriadamente a função de transferencia do con / r ® lado ^^ ) ^° H n ; 
forme discutido nas Seções 10.3 até 10.5), o sistema de controle de ma ha-fechada 
pode apresentar o desempenho desejado. Uma vez determinada G C G). então a 
função de transferência direta do distúrbio G,(s) pode ser obtida da Eq. (10..). 

Comentários conclusivos. Nos exemplos de projeto apresentados neste capí- 
tulo. consideramos principalmente e apenas as funções de transferencia de com 
nensadores Nos problemas de projeto reais, devemos determinar os componentes. 
Portanto, devemos satisfazer limitações de projeto adicionais tais como custo, 

dimensão, peso e confiabilidade. __ . , 

O sistema projetado pode satisfazer as especificações sob condiçoes de opera- 
ção normais porém pode desviar-se consideravelmente das especificações quando 
ocorrerem vanaçóes ambientais consideráveis. Desde que as variações ambientais 
afetam o ganho e as constantes de tempo do sistema, é necessário propiciar meios 
automáticos ou manuais para ajustar o ganho a fim de compensar estas vanaçóes 
ambientais, os efeitos não lineares que não foram levados em consideração no 
projeto, e também para compensar tolerâncias de fabncaçao de unidade para 
unidade na produção dos componentes do sistema. (Os efeitos das tolerâncias c 
fabricação são amenizados em um sistema de mal ha-fechada; portanto, os efeitos 
podem não ser críticos em operaçao de malha-fechada. porem podem torna ( 

críticos em operação de malha-aberta.) Alem disso, o projetista deve lembrar-se 
que qualquer sistema está sujeito a pequenas vanaçóes devidas pnncipalmente a ^ 
deterioração normal do sistema. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUÇÕES 

Problema A 10 1 Mostre que a rede em avanço e a rede em atraso inseridas em cascata em 
uma m” ha abena atuam como um controle proporcional-mais-denv^ 

pequeno) e controle proporcional-mais-integral (na região de w grande), P . ( 

São. Na região de o, pequeno, o diagrama polar da rede em avanço ^ aproxnriadamente o 
mesmo do diagrama coíTespondente ao controlador proporcional-mais-denvativo. Isto e , 

mOS ’ l ^S^e 8 ntI 0 'na I( Slão de „ grande. o diagrama polar da rede em atraso se aproxima 
daquele do controlador proporcional-mais-integral. conforme indica o na g. 
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Fig. 10.41 (a) Diagramas polares de uma rede em avanço e de um controlador proporcio- 
nal-mais-derivativo; (b) diagramas polares de uma rede em atraso e um controlador propor- 
cional-mais-integral. 


Problema A. 10.2 Se a função de transferência de malha-abertaGGI possui pólos complexos 
conjugados ligeiramente amortecidos, então, mais do que um lugar geométrico M pode ser 
tangente ao lugar geométrico de G(/'a>). 

Considere o sistema com realimentação unitária cuja função de transferência de malna- 
aberta é 


G(í) s(s i- 0,5) (j 2 -f 0,6 í + 10) 


( 10 . 6 ) 


Desenhe os diagramas de Bode para esta função de transferência de malha-aberta. Desenhe 
também o gráfico log-módulo versus fase e mostre que dois lugares geométricos M são 
tangentes ao lugar geométrico de G(ju>). Finalmente, desenhe o gráfico dos diagramas de Bode 
para a função de transferência de malha-fechada. 

Solução. A Fig. 10.42 mostra osdiagramas de Bode deG(/w). A Fig. 10.43 mostra o gráfico do 
log-módulo versus fase de G(j<ú). Pode ser visto que o lugar geométrico de G(j<o) é tangente ao 
lugar geométrico de M = 8 dbemca = 0.97 rad/s e tangente ao lugar geométrico de M - -4 db 
em (n = 2.8 rad/s. 

A Fig. 10.44 mostra o diagrama de Bode da função de transferência de malha-fechada. As 

curvas de resposta em freqüéncia de malha-fechada indicam dois picos de ressonânciá. Note 
que este fato ocorre quando a função de transferência de malha-fechada envolve o produto de 
dois termos de segunda-ordem ligeiramente amortecidos e as duas frequências de ressonância 
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Fig. 10.42 Diagrama de Bode de G(/w) dado pela Eq. (10.6). 


correspondentes estão suficientemente separadas uma da outra. De falo. a função de transfe- 
rência de malha-fechada deste sistema pode ser escrita 

C(s) G(s) 

R(s) 1 + G(s) 

9 

“ (s 2 + 0,487* + l)(s 2 + 0,61 3í + 9) 

Obviamente, a função de transferência de malha-fechada é um produto de dois termos de 
segunda-ordem ligeiramente amortecidos (as relações de amortecimento são 0,2 e , ) e as 
duas frequências de ressonância estão suficientemente separadas. 

Problema A. 10.3 Considere o sistema mostrado na Fig. 10.45. Determine os valores do 
ganho K do amplificador e do ganho K h da realimentação de velocidade de mo o a serem 

satisfeitas as seguintes especificações: 

1. relação de amortecimento dos pólos de malha-fechada e U,j. 

2. tempo de acomodação s2s. 

3. coeficiente de erro de velocidade K r ^ 50 s~‘. 

4. 0< K„ < 1. 
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Fig. 10.45 Sistema de controle. 



Solução. A especifmaçiro da retaç^ <^muor^cimento exige que Mprcifica^™dla têmpcfde 

SSSSEVSr» «S dos pó, os complexos conjugados de 
malha-fechada como 




Portanto, os pólos de malha-fechada devem estar sobre as retas cheias Afi e CD no semiplano 
jsquerdo do plano 5 , como indicado na Fig. 10 46. 
q Desde que o coeficiente de erro de velocidade K v e definido por 


K v — lim sG(s)H(s ) 
1-0 



Fig. 10.46 Localizações possíveis para os pólos de malha-fechada no plano* para o sistema 
do Problema A. 10.3. 
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obtemos 


K v 


= lim 
»—o 


sK( 1 + ATfcg) 

^27TTT 


= K 


Da especificação fornecida relativa ao coeficiente de erro de velocidade, obtemos 

50 

Para este sistema, os pólos d< umVco^ 
malha-aberta esta em j- LhJ;. areiam em.s = — 2 ± 73 .4 (pontos A eC na Fig. 

consideremos que os polos de malha- J malha-fechada escolhido, com os pólos 

, 0.46,. A soma do. ángulov. ^ne/es^os de uma contnbuição de 55» do 

zeroíem^o que a soma total síja - 180». Para satisfazer a cond.çao do angulo, escolhem», 
o zero em s = —4.4. Então é 

*- 474 = °’ 227 


A condição de módulo estabelece que 

I m + 0,2275) = J 

I 5(25+1) , = — 2 + /3,4 

Portanto. 


Desde que ff < 50. a escolha dos pólos de malha-fechada em -2 ± f3 .4 "ao e acena el. 

Como uma segunda tentativa, consideremos os +%! Necessitamos de uma 
soma das contribuições angulares dos polos de malha-aber* e 23 , Nece ss, tamos 

contnbuição de 56» para o zero. Isto imphca que (We o deve esta satisfaló- 

no 

™,istótas Jas as especificações. Um conjunto de valores acenavas para A e ff ». ponanto. 
o seguinte: 

K = 70, 

K h = 0,156 

Problema A.10.4 Um sistema de malha-fechada possui a propriedade de que «»JbngDde 

transferência de malha-fechadaéaprox.madamente igu^aomverso d^^ ç a 

cia do ramo de realimentação quando o ganho de malha-aberta e muito m 
UnÍd A e característica de malha-aberta pode ser 

'a ■“*** P° SSUa 3 SegUmte 

função de transferência de malha-aberta: 

K 

G(í) “ (7,5 + 1)(T 2 5 + í) 
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(b) 


Fig. 10.47 (a) Sistema de controle: (b) adição da malha de realimentação interna para modifi- 
car a característica de malha-fechada. 


Determine a função de transferência H(s) do elemento na malha de reaUmentação interna de 

modo que a malha interna resulte ineficaz tanto em ^^ío^b) ^osnraa Lição da malha 
Solução. A Fig. 10.47(a) mostra o sistema onginal. A Fig. 10.47(b) mostra a aaiçao 

de realimentação interna em volta de C(5). Desde que 

C(s) G(s) _ !_ G(s)H(s) 

£(7) _ 1 + C(5)H(5) H(s) 1 + G(s)H(s) 

se o ganho ao longo da malha interna é muito maior do que a un Í.^ de ;.^ n ^° 

GLs)H(s)} é aproximadamente igual a unidade e a função de transferencia C (•')/ -( ) * P 

mdd ' pJÍ outroTÍdo!se oganho G(5)//(r) é muito menor do que a unidade, a malha interna 

faixa de b,*as ccuo na toa de alfas 

frequências, necessitamos que 

G(;'íú)HO'w)«l para a> « 1 e 0)»1 

Desde que neste problema 

. _ K 

G{jCú) ~ (1 +; 0 ) 7,)(1 +Jü>l7) 

a exigência pode ser satisfeita se H(s) for escolhida como sendo 

H(s) = ks 
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porque 


\mG(jü»H(m = lim ( | ~ jo>T^i\ - jcoT.j 
Um cummm = lim ( , jo»r ; , 


Portanto, com H(s) = ks. o laço interno torna-se ineficiente tanto nas regiões de baixas 
frequências como nas regiões de altas frequências. 

Problema A. 10.5 Quando um distúrbio age sobre um processo, transcorre um certo intervalo 
de tempo antes que qualquer efeito possa ser detectado na saída. Se medirmos o próprio 
distúrbio (embora isto possa não ser possível ou possa ser mui to difícil ) ao invés da resposta ao 
distúrbio, então uma ação corretiva pode ser tomada rapidamente, mais cedo. e podemos 
esperar um resultado melhor. A Fig. 10.48 apresenta um diagrama de blocos mostrando a 
compensação direta para o distúrbio. 

Discuta as limitações do esquema direto do distúrbio em geral. Discuta posteriormente 
as vantagens e limitações do esquema indicado na Fig. 10.48. 



Fig. 10.48 Sistema de controle com compensação direta para o distúrbio. 




Solução. Um esquema direto do distúrbio é um esquema de malha-aberta e portanto depen- 
dente da constância dos valores dos parâmetros. Qualquer denva nestes valores resultara 
em uma compensação imperfeita. 

No sistema aqui apresentado, os esquemas de malha-aberta e de malha-fechada estão em 
operação simultaneamente. Os grandes erros, devidos a fonte de distúrbios principal, podem 
ser muito reduzidos peia compensação em malha-aberta sem exigir um alto ganho de malha. 
Erros menores devidos a outras fontes de distúrbio podem ser levados em consideração pelo 
esquema de controle de malha-fechada. Portanto, erros devidos a todas as origens podem ser 
reduzidos sem exigir um alto ganho de malha. Esta é uma vantagem do ponto de vista de 
estabilidade. 

Note que este esquema não pode ser usado a menos que o próprio distúrbio principal 
possa ser medido. 

Problemas 


Problema B.10.1 Desenhe os diagramas de Bode da rede em avanço e da rede em atraso 
indicadas nas Figs. I0.49(a) e (b). respectivamente. 
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Problema B.10.2 Considere um sistema de controle com realimentação unitária cuja função 
de transferência do ramo direto é dada por 


G(s) = 


s(s -f l)(s -r 2) Cs + 3) 


Determine o valor de K de modo que os pólos de malha-fechada dominantes possuam uma 
relação de amortecimento = 0.5. 

Problema B.10.3 Considere um sistema com realimentação unitária cuja função de transfe- 
rência do ramo direto é dada por 

GM = £ 

Deseja-se inserir um compensador série de modo que a curva de resposta em frequência de 
malha-aberta seja tangente ao circulo Aí = 3db em w = 3 rad/s. Ü sistema está sujeito a ruídos de 
alta frequência e. portanto, deseja-se um corte agudo. Projete um compensador serie apro- 
priado. 

Problema B.10.4 Determine os valores de K, T ] e T do sistema mostrado na Fig. 10.50 de 
modo que os pólos dominantes de malha-fechada tenham Ç = 0.5 e oj„ = 3 rad/s. 




10 

K r 2 s + 1 


s(s + 1) 


Fig. 10.50 Sistema de controle. 


Problema B.10.5 Considere um sistema de controle com reaiimentaçao unitária cuja função 
de transferência do ramo direto é dada por 


G(s) = 


s(s + 2)(í + 8) 
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Projete um compensador tal que o coeficiente de erro de velocidade estático À\. seja igual a 
80 s-' e os pólos dominantes de malha-fechadá estejam localizados enu = -2± J2\ 3. 

Problema B.10.6 Considere o sistema indicado na Fig. 10.51. Se o distúrbio N puder ser 
detectado, pode-se passá-lo através de uma função de transferencia G 3 e : adtciona-lo ao ramo 
direto entre o amplificador e o processo, conforme indicado na Fig. 10.. . 


N 



Para reduzir o efeito deste distúrbio N no erro de regime estacionário, determine uma 
função de transferência G.-, apropriada. O que limitará a presente abordagem na redução dos 
efeitos deste distúrbio? 

Problema B.10.7 A Fig. 10.52 apresenta o diagrama de blocos de um sistema de controle de j 

taxa de atitude. Projete um compensador G c (s) de modo que os pólos complexos conjugados 
(dominantes) estejam em s = -2í j 2. 



Giroscópio com taxa óe rotação 


Fig. 10.52 Sistema de controle de taxa de atitude. 
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Análise de 
Sistemas de 
Controle não 
Lineares por 
Função 
Descritiva 

11.1 INTRODUÇÃO A SISTEMAS NÃO LINEARES 

Já é bem sabido que muitas relações entre quantidades físicas não são muito 
lineares, embora freqüentemente sejam aproximadas por equações lineares, pnn- 
cipalmente pela simplicidade matemática. Esta simplificação pode ser satisfatória 
desde que as soluções resultantes estejam de acordo com os resultados experimen- 
tais Uma das características mais importantes de sistemas não lineares e a depen- 
dência do comportamento da resposta do sistema em relação à amplitude e tipo da 
entrada. Por exemplo, um sistema não linear pode-se comportar de forma comple- 
tamente diferente em resposta a entradas em degrau de diferentes amplitudes. 

Conforme mencionamos no Cap. 4. os sistemas não lineares diierem os 
sistemas lineares em que o princípio da superposição não vale para os não lineares. 
Os sistemas não lineares apresentam muitos fenómenos que não podem ser vistos 
em sistemas lineares, e ao investigar tais sistemas devemos estar familiariza os 
com estes fenómenos. . 

Nesta seção, iremos apresentar uma breve discussão de várioS dos fenomenos. 
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Dependência frequência -amplitude. Considere a oscilação natural ou livre do 
sistema mecânico visto na Fig. 11.1, que consiste em uma massa, um amortecedor 
viscoso, e uma mola não linear. A equação diferencia] que descreve a dinâmica 
deste sistema pode ser escrita como 

mjc -f fx -f kx -F k'x 3 = 0 (11.1) 



Fig. 11.1 Sistema mecânico. 


onde 

x = deslocamento da massa 
m = massa 

/ = coeficiente de atrito viscoso do amortecedor 
kx + k'x* = força da mola não linear 

Os parâmetros m.f e k são constantes positivas, enquanto que k' pode ser tanto 
positivo como negativo. Se k’ é positivo, a mola é chamada uma mola dura ( hard 
spring ) ; se k' é negativo, mola macia. O grau de não linearidade do sistema é 
caracterizado pela magnitude de k' . Esta equação diferencial não linear, Eq. (11.1), 
é conhecida como a equação de DufFrng e tem sido freqüentemente discutida no 
campo da mecânica não linear. A solução da Eq. (11.1) representa uma oscilação 
amortecida se o sistema é sujeito a condições iniciais não nulas. Em uma investiga- 
ção experimental, observa-se que quando a amplitude decresce, a frequência da 
oscilação natural ou decresce ou cresce, dependendo se A' > 0 ou A' < 0. respecti- 
vamente. Quando A' = 0. a frequência permanece inalterada quando a amplitude da 
oscilação natural decresce. (Isto corresponde a um sistema linear.) Estas caracterís- 
ticas são vistas na Fig. 1 1 .2, que mostra as formas de onda das oscilações naturais. 
A Fig. 1 1.3 mostra relação de amplitude-frequência para os três casos em que A ' é 
maior, igual, ou menor que zero. 

Em um estudo experimental de sistemas não lineares, a dependência 
amplitude-freqüéncia pode ser facilmente detectada. A dependência amplitude- 
freqüéncia é uma das características mais fundamentais de oscilações em sistemas 
não lineares. Um gráfico da forma visto na Fig. 1 1 .3 revela se uma não linearidade 
está presente e também indica o grau de não linearidade. 
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Freqüência 


Fig. 11.3 Curvas de amplitude em função da freqüência para oscilações naturais para o 
sistema descrito pela Eq. (11.1). 

c 
c 
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Respostas com múltiplos valores e ressonâncias com saltos. Ao se fazer experi- 
mentos com oscilações forçadas no sistema visto na Fig. 11.1. cuja equação 
diferencia] é 

mx — fx + kx -r k'x 3 = P cos (út 

onde 

P cos (ut = função de excitação 

podemos observar vários fenomenos. tais como respostas com múltiplos valores, 
ressonâncias com saltos e uma variedade de movimentos periódicos (tais como 
oscilações sub-harmónicas e oscilações super-harmónicas). Estes fenómenos não 
ocorrem nas respostas de sistemas lineares. 

Ao realizar experimentos em que a amplitude P da função de excitação é 
mantida constante, enquanto sua frequência é variada lentamente e a amplitude A' 
da resposta observada, podemos obter uma curva de resposta em freqüéncia 
semelhante às vistas nas Figs. 1 1 .4(a) e (b). Suponha que k > 0 e que a frequência 



(b) 

Fig. 11.4 Curvas de resposta em frequência mostrando ressonâncias com saltos, (a) Sistema 
mecânico com mola dura: (b) sistema mecânico com mola macia. 


I 

1 
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de entradao; é baixa no começo no ponto 1 da curva da Fig. 1 1 .4(a). À medida que a f 
frequência w é aumentada, a amplitude X aumenta até que o ponto 2 é alcançado. 1 
Um aumento adicional na freqüéncia w causará um salto do ponto 2 ao ponto 3, ] 
acompanhados de mudanças na amplitude e fase. Este fenómeno é a chamada ; 
ressonância com saltos. Quando a frequência oj é aumentada ainda mais, a ampli- 
tude X segue a curva do ponto 3 em direção ao ponto 4. Ao se fazer o experimento 
no outro sentido, isto é. começando de uma freqüéncia alta, observamos que 
quandotu é diminuído, a amplitudeA" cresce devagar passando pelo ponto 3, até que 
o ponto 5 é alcançado. Um decréscimo adicional em w causará um outro salto do 
ponto 5 ao ponto 6. acompanhado por mudanças de amplitude e fase. Após este 
salto, a amplitude A' diminui com w e segue a curva do ponto 6 em direção ao ponto 
1. Portanto, as curvas de resposta são na realidade descontínuas, e um ponto 
representativo na curva de resposta segue caminhos diferentes para freqüências 
crescentes e decrescentes. As oscilações de resposta correspondentes à curva 
entre o ponto 2 e o ponto 5 correspondem a oscilações instáveis e não podem ser 
observadas experimentalmente. Saltos semelhantes acontecem no caso de um 
sistema com uma mola macia (k’ < 0). como visto na Fig. 1 1 .4(b). Portanto vemos 
que para uma dada amplitudeP da função de excitação, há uma gama de freqüências 
em que pode ocorrer uma das duas oscilações estáveis. Deve-se notar que para a 
existência de ressonância com saltos é necessário que o termo de amortecimento 
seja pequeno e que a amplitude da função de excitação seja suficientemente grande 
para levar o sistema para uma região de operação consideravelmente não linear. 

Oscilações sub-harmónicas. Chamamos de oscilações sub-harmónicas as osci- 
lações não lineares estacionárias cujas freqüências são um inteiro submúltiplo da 
freqüéncia de excitação. Um exemplo de uma forma de onda em oscilação sub- 
harmónica é visto na Fig. 1 1.5. juntamente com a forma de onda da entrada. A 
geração de oscilações sub-harmónicas é dependente de parâmetros do sistema e de 
condições iniciais, bem como da amplitude e freqüéncia da função de excitação. A 
frase dependência de condições iniciais significa que as oscilações sub-harmônicas 
não começam por si só. É necessário dar uma espécie de “empurrão ", por exem- 
plo. uma variação abrupta da amplitude ou freqüéncia da função de excitação para 
iniciar tais oscilações. Uma vez que oscilações sub-harmónicas são excitadas, elas 
podem ser bastante estáveis para certa faixa de freqüências. Se a freqüéncia da 
função de excitação é mudada para um novo valor, ou as oscilações sub-harmónicas 
desaparecem ou a freqüéncia da oscilação sub-harmónica também muda para um 
valor que é min. onde o» é a freqüéncia de excitação enéa ordem da oscilação 
sub-harmónica. (Note que uma oscilação cuja freqüéncia é a metade daquela da 


Entrada 


Saída 


Fig. 11.5 Formas de onda de entrada e saída sob oscilação sub-harmónica. 
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f.,nção de excitação pode acontecer em um sistema linear se os parâmetros do 
S ;stema são modificados periodicamente com o tempo. Um sistema linear conser 
votivo pode também apresentar oscilações que se parecem com oscilações sub- 
h *mnónicas de sistemas não lineares, mas as oscilações em sistemas bneares sao 
g^sencialmente diferentes das oscilações sub-harmónicas.) 

Oscilações auto-exdtadas ou ciclos limite. Um outro fenómeno que é obser- 
vado em certos sistemas não lineares é uma oscilaçaoauto-excitada ou ciclo limite. 
Considere um sistema descrito pela seguinte equação: 

mx -/( 1 - x 2 )x + kx = 0 

^nde m ,/e k são grandezas positivas . Esta equação é chamada equação de Van der 
Sol Ela é não linear no termo de amortecimento. Ao examinar este termo, obse - 
Vamos que para pequenos valores de * o amortecimento sera ne g aUV0 e . ™ 
/ealidade, adicionará energia ao sistema, enquanto que para valores grandes de x 
íle será positivo, removendo energia do sistema. Portanto, pode-se esperar que tal 
sistema apresente uma oscilação mantida. Como este nao e um sistema orçado. 

^sta oscilação é chamada de oscilação auto-excitada ou ciclo limite. ^ 

Sistema apresenta apenas um ciclo limite, como no caso do sistema presente, a 
rimplitude deste ciclo limite não depende da condição inicial. 

Sincronismo de freqüência. Um exemplo de um fenómeno interessante que 
pode ser observado em alguns sistemas não lineares é o sincronismo de trequencia. 
Se uma força periódica de freqüência oj é aplicada ao sistema capaz de apresentar 
um ciclo limite de freqüência o) 0 , o fenómeno bem conhecido de batimento e 
observado. Quando a diferença entre as duas frequências decresce, a frequência do 
batimento também decresce. Em um sistema linear se determina, tanto expenmen- 
tal quanto teoricamente, que a freqüência de batimento decresce índetmidamen «. 
quando w tende a o> 0 . Entretanto, em um sistema nao linear auto-excitado se 
determina experimental mente que a freqüência w 0 do ciclo limite entra em ^ucro- 
nismo. ou é sincronizada, pela freqüência de excitaçao w dentro de uma certa taixa 
de freqüências. Este fenómeno é normalmente chamado de sincronismo de tre- 
qüéncia. e a banda de freqüência em que o sincronismo ocorre é chamada zona e 

sincronismo. .. 

A Fig. 11.6 mostra a relação entre iça - coo! e ca. Para um sistema linear, a 

relação entre |ca - cao| e ca seguiria as linhas tracejadas e |ca - ca 0 | seria zero apenas 


j Ui— Wq 1 


Fig. 11.6 Curva de |ca - cao| emfunçáodeca mostrando a região de sincronismo de freqüência. 
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para um valor de ca; ca = ca 0 . Para um sistema não linear auto-excitado, ocorre o 
sincronismo de freqüência. e na zona de sincronismo, que e moicada pela região Aca 
na Fie 116 as freqüências ca eca 0 se tomam iguais e existe apenas uma freqüência 
ca Tal sincronismo de freqüência é observado na resposta de freqüência de sistemas 
não lineares que apresentam ciclos-limite. 

Snnressáo assíncrona. Em um sistema não linear que exibe um ciclo limite de 
freqüência <a 0 . é possível suprimir a oscilação de ciclo limite forçando o sistema a 
uma freqüência l,. onde o,, e <*, não são relacionadas uma com a outra. Este 
fenómeno é chamado de supressão assíncrona, ou estabilizaçao de sinal. 

Comentário. Nenhum dos fenómenos mencionados_acima. bem como outros 
fenómenos não lineares não mencionados aqui. ocorre em sistemas lineares. Est 
fenómenos não podem ser explicados pela teona linear; para explica-los. devemos 
resolver as equações diferenciais não lineares que descrevem a dmamica do sistema 
em forma analítica ou gráfica. 

11.2 SISTEMAS DE CONTROLE NÃO LINEARES 

Muitos tipos diferentes de não linearidades podem ser achados em sistemas de ( 
controle reahf e divididos em duas classes, dependendo de serem inerentes ao 

^Ts^r^cl^ulIrrnío.rnSdcs inerentes, = então as não 
linearidades intencionais. Finalmente discutiremos abordagens a analise e projeto 
de sistemas de controle não lineares. 

Não linearidades inerentes. As não linearidades inerentes são inevitáveis em ( 
sistemas de controle. Exemplos de tais nao linearidades sao 

1. saturação 

2. zona morta 

3. histerese 

5. atritVestáticm atrito de Coulomb, e outros atritos não lineares 

6. mola não linear 

7. compressibilidade de fluido 

n . „ m „ r „ m , „ ra i . nresenca de tais não linearidades no sistema de controle I 
afeta preiudicialmente o desempenho do sistema. Por exemplo, a folga pode causar 
tastabiMadè no sistema, e a zona mo, ta pode causar erro estacionano. 

Não linearidades intencionais. Alguns elementos não lineares são intencional- 1 
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ções especificadas de operação, em geral eles degradarão o desempenho do sistema 
sob outras condições de operação. 

Efeito de não linearidades inerentes na precisão estática. U ma característica de 
sistemas de controle é que a potência é transmitida através do ramo direto, en- 
quanto que a precisão estática do sistema e determinada pelos elementos no ramo 
de realimentação. Portanto, o dispositivo de medida determina o limite superior na 
precisão estática: a precisão estática não pode ser melhor que a precisão deste 
dispositivo de medida. Portanto, quaisquer não linearidades inerentes nos elemen- 
tos de realimentação devem ser minimizadas. 

Se os elementos de realimentação sofrem os eleitos de atrito, folga etc. . então e 
desejável aplicar o sinal de erro em um dispositivo de integração, porque o sistema 
não pode detectar um erro muito pequeno, a menos que o erro pequeno seja 
integrado continuamente, tomando a amplitude grande suficiente para ser detec- 
tada. 

Abordagens usadas na análise e projeto de sistemas de controle não lineares. Não 

há um método geral para se lidar com todos os sistemas não lineares porque as 
equações diferenciais não lineares praticamente não permitem um método geral de 
estudo. (Soluções exatas podem ser achadas apenas para certas equações Jileren- 
ciais não lineares simples. Para muitas das equações diferenciais não lineares de 
importância prática, são possíveis apenas soluções aproximadas, e estas soluções 
se aplicam somente sob as condições limitadas em que foram obtidas.) Como não há 
um método geral, podemos tomar cada equação não linear, ou grupo de equações 
similares, individualmente e tentar desenvolver um método de análise que se 
aplicará satisfatoriamente para aquele grupo particular. (Note que embora se possa 
fazer uma quántidade muito pequena de generalizações dentro do grupo de equa- 
ções similares, é impossível uma generalização ampla de uma solução particular.) 

Uma maneira de se analisar e projetar um grupo particular de sistemas de 
controle não lineares, em que o grau da não linearidade é pequeno, é usar técnicas 
de linearização equivalente e resolver o problema linearizado obtido. O método da 
função descritiva a ser discutido neste capítulo é um dos métodos de linearização 
equivalente. Em muitos casos particulares, estamos primordialmente interessados 
na estabilidade de sistemas de controle não lineares, e soluções analíticas de 
equações diferenciais não lineares podem não ser necessárias. (O estabelecimento 
de critérios de estabilidade é muito mais fácil do que a obtenção de soluções 
analíticas.) O método da função descritiva nos permite estudar a estabilidade de 
muitos sistemas de controle não lineares simples do ponto de vista do domínio da 
frequência. 

O método da função descritiva fornece informação sobre a estabilidade para 
um sistema de qualquer ordem, mas não dá informação exata sobre as característi- 
cas de resposta temporal. 

Outras formas de analisar e projetar sistemas de controle não lineares, que 
podem ser altamente não lineares, incluem a atual solução das equações diferen- 
ciais não lineares ou simplificações destas por meio de técnica do plano de fase ou 
aplicando técnicas baseadas no segundo método de Liapunov. (Para discussões 
sobre o método do plano de fase e do segundo método de Liapunov, referir-se aos 
Caps. 12 e 15, respectivamente.) 

O método do plano de fase fornece informação tanto sobre estabilidade quando 
comportamento de resposta temporal, mas é limitado a sistemas de primeira e 
segunda-ordem. 

O segundo métodode Liapunov pode ser aplicado na análise de estabilidade de 
qualquer sistema não linear, mas sua aplicação pode ser prejudicada devido à 


dificuldade de se achar funções de Liapunov para sistemas não lineares complica- j 
dos. (Para funções de Liapunov, vide Cap. 15.) 

Soluções em computador de problemas não lineares. Computadores modernos I 
levaram a métodos novos de se estudar problemas não lineares. Técnicas de | 
simulação em computadores pelo uso de computadores analógicos e/ou digitais são 
muito poderosas para analisar e projetar sistemas de controle não lineares. Agora é 
possível estudar sistemas não lineares bastante complicados através do uso de 
computadores em um espaço de tempo pequeno. Quando a complexidade de um 
sistema não permite o uso da abordagem analítica, as simulqções em computadores 
podem ser muito vantajosas para se obter a informação necessária para fins de 
projeto. 

Comentário. É importante lembrar que embora a predição do comportamento 
de sistemas não lineares, seja normalmente difícil, ao se projetar um sistema de 
controle não devemos tentar forçar o sistema a ser o mais linear possível, poique a 
exigência de linearidade do sistema pode levar ao projeto de um sistema caro e 
menos desejável do que um sistema não linear adequadamente projetado. 

11.3 FUNÇÕES DESCRITIVAS 

Esta seção apresenta representações de função descritiva de elementos não 
lineares comumente encontrados. 

Funções descritivas. Suponha que a entrada para um elemento não linear é 
senoidal. A saída do elemento não linear é, em geral, não senoidal. Suponha que a 
saída é periódica com o mesmo período que a entrada. (A saída contém harmónicas 
superiores, em adição à componente harmónica fundamental.) 

Na análise por função descritiva, supomos que apenas a componente harmô- 
nica fundamental da saída é significativa. Tal suposição é freqüentemente válida 
uma vez que harmónicas superiores na saída de um elemento não linear sao 
freqüentemente de menor amplitude do que a amplitude da componente de harmô- 
nica fundamental. Além disso, a maioria de sistemas de controle são filtros passa- 
baixas. com o resultado de que as harmónicas superiores são muito atenuadas 
quando comparadas com a componente harmónica fundamental. 

A função descritiva ou função descritiva senoidal de um elemento nao linear e 
definida como a relação complexa entre a componente harmónica fundamental da 
saída e a amplitude da entrada. Isto é. 

N = j±[$ A 

onde 

N = função descritiva 
X = amplitude da senóide de entrada 

T, = amplitude da componente harmônica fundamental da saída 
ú , = defasagem da componente harmónica fundamental da saída 

Se não há elemento de armazenamento de energia incluído no elemento nao 
linear, então N é uma função apenas da amplitude da entrada para o elemento. For 
outro lado. se elementos armazenadores de energia são incluídos, então A e uma 
função tanto da amplitude como da freqüéncia da entrada. _ . 

Ao se calcular a função descritiva para um dado elemento não linear, necessi- 


tamos achar a componente harmônica fundamental da saída. Para a entrada senoi- 
dal x(t) = X sen <ut para o elemento não linear, a saída y(t) pode ser expressa como 
uma série de Fourier como segue: 

AO = A 0 + £ (A m cos ncot -F B„ sen ncot) = A 0 + f] Y, sen (ncot + <f> n ) 

■=i <1=1 

onde 


A . 
B' 


1 f 

— At) cos n(út d(cot) 

71 J o 



y(t) sen non d(cot) 


Y. = -JA1 + Bl 

= tan " (é) 


Tabela 11.1 Três não linearidades e suas funções descritivas 
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Se a não linearidade é simétrica, então A 0 = 0. A componente da harmônica 
fundamental da saída é 

>’,(/) = A j cos cot + sencur 
= y, sen (cu/ + 0,) 

A função descritiva é então dada por 

Claramente, A' é uma grandeza complexa quando <£, é não nula. 

A Tabela 11.1 mostra três não linearidades e suas funções descritivas. (Na 
Tabela ll.l,&,,& 2 e£ indicam as inclinações das linhas.) Cálculos ilustrativos das 
funções descritivas de não linearidades comumente encontradas são dados a seguir. 

Não linearidade tipo liga-desliga ( on-off ). A não linearidade tipo liga-desliga é 
muitas vezes chamada de uma não linearidade de duas posições. Considere um 
elemento tipo liga-desliga cuja curva característica entrada-saída é vista na Fig. 
11.7(a). A saída deste elemento é ou uma constante positiva ou uma constante 
negativa, e a Fig. 1 1.7(b) mostra as formas de onda da entrada e da saída. 

Vamos obter uma expansão em série de Fourier da saída y|7) de tal elemento. 

y{t) = A 0 4- ^ (A n cos ncot -f B„ sen ncot) 


x(t) = Xsenut 



(a) (b) 

Fig. 1 1 .7 (a) Curva da característica de entrada-saída para a não linearidade tipo liga-desliga: 
(b) formas de onda de entrada e saída para a não linearidade tipo liga-desliga. 
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Como visto na Fig. 1 1 .7(b). a saída é uma função ímpar. Para uma função ímpar, 
temos A„ = 0 (n = 0. 1.2....). Portanto. 


v(0 - £ ^senncor 

n— 1 

A componente harmônica fundamental de yd) é 
y t (t) = B ] sen (Ol = Kj sen cot 
onde 



n-iramente a função descritiva de um elemento tipo liga-desiiga e uma grandeza 
Sal e uma funçTo Ç apenas da amplitude de entrada A'. Um grafico desta função 
descritiva em função de MIX é visto na Fig. 1 l-°- 


Não linearidade tipo liga-desiiga com histerese. Considere > T 1'^mna Rg° 
liga-desiiga com histerese cuja curva característica de entrada-satda e vista na g. 
i \ Q(a) As formas de onda da entrada e saída são vistas na Fig. 1 1 .9(b). C U 
mente • a^saí daT u ma onda quadrada, mas está atrasada em re.açao a • entr^a Por 
w/l = sen~\hlX). Portanto a função descritiva para este elemento nao linear e 



É conveniente fazer um gráfico de 



em função de hlX ao invés de N em função de hlX porque hN IM é uma função 
apenas de hlX. Um gráfico de /iN/M em função de hiX e visto na Fig. 11.10. 
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x{t) = X sen wt 


Saída 1 



(O) 



Fie. 11.9 (a) Curva da característica de entrada-saída para a não 
com histerese; (b) formas de onda-de entrada e saída para a nao 


linearidade tipo liga-desiiga 
linearidade tipo liga-desiiga 


com histerese. 
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Fig. 11.10 Função descritiva para a não linearidade tipo hga-desiiga com hisierese. 


Não linearidade tipo zona morta. A não linearidade tipo zona morta é ás vezes 
chamada de não linearidade de limiar. Uma curva característica de entrada-saída e 
vista na Fig. 11.1 l(a). A Fig. 11.1 l(b) mostra as formas de onda da entrada e da 
saída. Em um elemento de zona morta, não há saída para entradas dentro das 
amplitudes de zona morta. 

Para o elemento com zona moita visto na Fig. 11.1 Ha), a saídav(r) paraO^s u>t 
^ 7T é dada por 

y(t) = 0 para 0 < t < r, 

= k(X sencot — A) para /, < f < ^ — 'U 

= 0 para £-''<'<£ 

Como a saída y(t) é novamente uma função ímpar, sua expansão em série de Fourier 
tem apenas elementos senoidais. A componente harmónica fundamental da saída é 
dada por 



(a) 



11.11 (a) Curva característica de entrada-saída para a não linearidade tipo zona morta; 
formas de onda da entrada e saída para a não linearidade Upo zona morta. 


>'i(0 = Y i senco/ 
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onde 


Y l = — í >’(/) senco/ d(cot) 

71 J o 

= _ y(/) sen cot d(cút) 

71 J o 

= — f 2 (A' sen O)/ - A) sen cu/ 
71 J oir | 


Note que 


À = X sen Cút , 


cot ; = sen 


'( 4 ) 


Portanto. 


y. = * X A\ í sen 2 co/ d(cot) — sen cor , I sen cot d(cot) 

1 71 -I 

-¥[t — "(t) -iVHf)’] 


A função descritiva para um elemento com zona morta pode ser obtida como 

* = l-f V 1 - (#)’] 

A Fig. 11.12 mostra um gráfico de Nlk em função de MX. Note que para 
(A IX) > 1 a saída é nula. assim como o valor da função descritiva. 

Não linearidade tipo saturação. Uma curva característica da entrada-saída 
para a não linearidade tipo saturação é vista na Fig. 1 1 . 13(a). Para sinais de entrada 
pequenos, a saída de um elemento de saturação é proporcional à entrada. Para 
sinais de entrada maiores a saída não aumentará proporcionalmente. e. finalmente, 
para sinais de entrada muito grandes a saída é constante. A Fig. 1 1 . 13(b) mostra as 
formas de onda da entrada e da saída para a não linearidade tipo saturação. 

A função descritiva para um tal elemento pode ser obtida como 

«■ -![■••- (íHfVRF] 

A Fig. 11.14 mostra um gráfico de N/A em função de 5/A. Para (5/A) > 1 . o valor da 
função descritiva é unitário. 

Observe que a função descritiva para a não linearidade tipo zona morta e 
aquela para a não linearidade tipo saturação são relacionadas como segue: 


= A - N« 


para A — S 
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/X (f),= X sen u f 



yrí t ) = y,senujf 
(q) (b) 


Fig. 11.13 (a) Curva de característica entrada-saída para a não linearidade tipo saturação: (b) 
formas de onda da entrada e saída para a não linearidade tipo saturação. 
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o 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 


_S 

X 

Fig. 11.14 Função descritiva para a não linearidade tipo saturação. 


H.4 ANÁLISE DE SISTEMAS DE CONTROLE NÃO LINEARES 
ATRAVÉS DA FUNÇÃO DESCRITIVA 

Muitos sistemas de controle contendo elementos não lineares podem set 
representados pelo diagrama de blocos visto na Fig. 11.15. Se as harmônicas 
superiores geradas pelo elemento não linear são suficientemente atenuadas pelos 
elementos lineares de tal forma que apenas a componente harmónica fundamenta 
da saída do elemento não linear é significativa, então a estabilidade do sistema pode 
ser prevista por uma análise por função descritiva. 

Análise por função descritiva. Primeiro discutiremos como as funções descri- 
tivas de elementos não lineares podem ser usadas na análise de estabilidade de 
sistema de controle não lineares. Mostraremos que se existe uma oscilação mantida 
na saída do sistema, então a amplitude e a frequência da oscilação podem ser 
determinadas por um estudo gráfico no domínio da frequência. 



Fig. 11.15 Sistema de controle não linear. 
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Fig. 11.16 Sistema de controle não linear. 


• „„ cio ii i O bloco N indica a função descritiva 

« — s Ksrv V» KSf - *sSsrSSS.2SSX5 

— sssssi’s^x t . . - 

C(jcú) _ NG(jco) 

R(j(ú ) 1 + NG(jco) 

A equação característica é 
1 + NG(j(ú) = 0 
ou 

<**>—£ (,U) 

Se a E,. (. 1 .2» é satisfeita, emão a saída do síslema^exibijá^um^cic^oHmite^Esta 

crítica^Naaná^e convencional de resposta em frequência de sistemas de controle 

lineares, o ponto cntico e o ponto 1 + ■> jj convencional da resposta em fre- 
Na análise de 0 ,ugar geométnco - 1/N se toma 

qüéncia e modificada de tal form qu ^ 8 posição relativa dos lugares 

o lugar geométrico de pontos cnucos^ro ' P de estabi | idade . 

geométricos de -1/N e ^OW^^Sos um gráfico dos lugares 
Para determinar a es ia 1 1 presen[e análise, supomos que aparte linear do 

S^^So^e todos o S 3£ ~ 

'Té t^epSo ^S^mé, nco.de oU então o 
sistema é estável, ou não há ciclo l.mtte em lo | ugar 

Por °ufr° * a . d ® ’ ò^stenmé^nstáveUe a saída do* sistema, quando sujeita 

geometncodeGOrí, então o sistema e H„ n ifiracão ou aue se atinja um valor 

l qualquer perturbação. fc segurança, 

limite determinado por um obsteculo mecam ^ interC eptam. então a saída do 

Se os lugares geometncos de 1//V e U limite. Tal oscilação 

sistema pode apresentar uma oscilaçao man . , r uma senó id e A oscilação 

mantida não é senoidal. mas pode sei i ap opn méirico de - 1/N e o valor de 10 
mantida é caracterizada pelo valor de A no lugar geometnco de l//v e o 

na intersecção do lugar geométnco de G(/«). lar comportam ento de ciclo 

Em gera . um sistemade controle naode\e apres J: ifáve i em ce rtas 

limite embora um ciclo limite de amplitude pequena possa ser ace, lavei em 

aplicações. 
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Estabilidade de oscilações mantidas, ou ciclos limite. A estabilidade de um ciclo 
limite pode ser prevista como segue: Considere o sistema visto na Fig. 11. /• 
Wmnha aue o ponto A no lugar geométrico de - 1 IN corresponde a um baixo valor 
de X o^de* é a mplitude do sinal de entrada senoidal no elemento nao linear, e 
aue o ponto 5 no lugar geométrico de - 1 IN corresponde a um valor grande de . . 
q f r Hp X nn luear eeométrico de - 1 IN aumenta na direção do ponto A ao ponto# 
V^os su^í e O sTstema está sendo operado no ponto A A oscilação tem 
umnlitude A-! e freqüência determinados a partir dos lugares geometncos de 
_ i//V e de Gc/üi). respectivamente. Suponha que uma leve perturbação e dada ao 
sistema sendo operado no ponto A de tal forma que a amplitude da entrada ao 
elemento náo linear é levemente aumentada. (Por exemplo, suponha que o ponto de 
oneração se move do ponto A ao ponto C no lugar geometnco de - 1 IN.) Então o 
nômade operação C corresponde ao ponto crítico ou ao ponto - 1 - jO no plano 
rnmolexo para sistemas de controle lineares. Portanto, como visto na Fig. /• o 
l a p geométrico de GO) circunda o ponto C no significado de Nyquist . Como isto 
g ^p1h^nte ao caso em que o lugar geométrico de malha-aberta de um sistema 
li near circunda o pcmto - JO. amplitude aumentará e o ponto de operaçao se 

m ° V EnT seguida 0 suponha que uma pequena perturbação diminui a amplitude da 
entrada senoidal ao elemento náo linear. Suponha que o ponto de operaçao e 
movido do ponto A ao ponto D no lugar geométrico de - 1/N. O ponto D então 
corresponde ao ponto crítico. Neste caso, o lugar geométnco de G(jco ) nao circunda 
o ponto crítico e portanto, a amplitude da entrada do elemento nao linear diminui . e 



Fie H.17 Análise de estabilidade de operações de ciclo limite de sistema de controle não 
linear. 
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o ponto de operação se move além do ponto D para a esquerda Portanto o ponto A 
possui características divergentes e corresponde a um ciclo limite instável. 

Considere a seguir o caso em que uma pequena perturbação e dada ao sistema 
operando no ponto# . Suponha que o ponto de operaçao e movido para o ponto E no 
luear eeométrico de - 1/N. Então, neste caso, o lugar geometnco de G{jco) nao 
circunda o ponto crítico (ponto E). A amplitude da senóide de entrada do elemento 
não hnear decresce, e o ponto de operação se move em direção ao ponto #. 

De forma similar, suponha que uma pequena perturbação faz com que o ponto 
de operação do sistema se mova do ponto# ao ponto E. Então o lugar geometnco de 
G(jS) circundará o ponto crítico (ponto E). Portanto, a amplitude da oscilaçao 
crescerá e o ponto de operação se move do ponto F em direção ao ponto# . Desta 
forna, o ponto # possui características convergentes, e a operaçao do sistema no 
ponto # é estável: em outras palavras, o ciclo limite neste ponto e esta el. 

Para o sistema visto na Fig. 1 1.17, o ciclo limite estável correspondendo ao 
ponto# pode ser observado experimentalmente, mas nao o ciclo limite instável que 
corresponde ao ponto A . 

Precisão da análise por função descritiva. Observe que a amplitude e frequência 
do ciclo limite indicado pela intersecçào dos lugares geometncos de - 1/N e G(/ w) 

““ si oslugares™eo d métricos de - 1/N c CIJo,) se interceptam quase perpendicu- 
larmente então a precisão da análise por função descritiva e geralmente boa. (Se 
harmónicas de ordem superior são todas atenuadas, a precisão e excelente. Caso 

contrário a Drecisão é boa a razoável.) - 

Se o lugar geométrico de C(/o>) é tangente, ou quase tangente ao lugar geome- 
trico de - 1/N. então a precisão da informação obtida da analise por função descn 
tiva depende de quão bem irá Gljw) atenuar as harmônicas de ordem supenot . Em 
alguns casos, há uma oscilação mantida, em outros casos, nao ha lais oscilações. 
Este fato depende da natureza de G(/w). Entretanto, pode-se dizer que o sis 
está a ponto de apresentar um ciclo limite quando os lugares geometncos de - 1/N e 
de G(jcj) são tangentes entre si. 

FxemHÍo 11.1 A Fig. 1 1.18 mostra um sistema de controle com uma não lineandade tipo 
saturação. Supomos que G(s) é uma função de transferencia e ™™ ma a ^ tn d _ X j N 
mostra um gráfico dos lugares geometncos de - 1/A e G(jw^O\u^gtomtin 

função apenas de «. ^ ^ ( geon , étri cos se interceptam. Esta intersecçào 

como sendo cu = a> t . 
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Fig. 11.19 Gráfico de - l/A e G(jw) para análise de estabilidade. 


Na ausência de qualquer entrada de referência, a saida deste sistema em regime estacio- 
nário apresenta uma oscilação mantida com amplitude igual ai, e freqüéncia igual au,. 

Se o ganho da função de transferência G(s) é diminuído de tal forma que os lugares 
geométricos de - 1 /A eG(/’w) não se interceptem, como visto na Fig. 1 1.20, então o sistema se 
toma estável, e quaisquer oscilações que possam ocorrer na saída do sistema como resultado 
de perturbações se extinguirão e não haverá oscilações mantidas em regime estacionário. Isto 
acontece porque o lugar geométrico de - 1 /A está á esquerda do lugar geométrico de G(Jw). ou 
o lugar geométrico de G(/w) não intercepta o lugar geométrico de - 1/A'. 


Exemplo 1 1.3 Considere o sistema visto na Fig. 1 1.22. Determine o efeito de histerese na 
amplitude e freqüéncia da operação de ciclo limite do sistema. 

Os iugares geométricos de — 1/A' para três diferentes valores de h : h = 0.1, 0.2 e 0.3. são 
vistos na Fig. 1 1.23, juntamente com o lugar geométrico de G(jw). Os lugares geométricos de 
- 1/A são retas paralelas ao eixo real. Os valores de A são obtidos a partir da Fig. 1 1.10. 
Da Fig. 11.23. pode-se ver que as amplitudes e frequências dos ciclos limite são 


X = 0.27, 

(0 = 1 

se h = 0,1 

* = 0.42, 

(O = 5,9 

se h = 0,2 

X = 0,57, 

co = 5,1 

se h = 0,3 


A inspeção destes valores mostra que aumentando a largura da histerese se diminui a 
freqüéncia mas se aumenta a amplitude do ciclo limite, como esperado. 



Fig. 11.20 Gráfico de —1/A e G(jw) para análise de estabilidade. 


Exemplo 1 1 .2 A Fig. 1 1.21 mostra um gráfico do lugar geométrico de - l/A para a não 
linearidade tipo zona morta bem como o lugar geométnco de G(jcj) . Neste sistema, os lugares 
geométricos de — l/A e G(Jio) se interceptam. O cicio limite neste casoé instável. A oscilação 
ou se extingue ou aumenta de amplitude indefinidameme. Isto indica uma situação indesejável 
e deve ser evitada. 


11.5 COMENTÁRIOS CONCLUSIVOS 

A análise por função descritiva é uma extensão de técnicas lineares ao estudo 
de sistemas não lineares. Portanto, aplicações típicas são para sistemas com um 
baixo grau de não linearidade. O uso da função descritiva na análise de sistemas nao 
lineares de grau elevado pode levar a resultados muito errados: isto imita a 
aplicabilidade da função descritiva para a análise e projeto de sistemas nao lineares 
de baixo grau. 
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Para concluir este capítulo, resumiremos o método da função descritiva para a 

análise e projeto de sistemas de controle não lineares. a^rminar 

1 . O método da função descritiva é um método aproximado para determ n 

a estabilidade de sistemas de controle não !*° 

este método deve-se ter em mente as suposições basicas e limitações. 
Embora muitos sistemas de controle na prática satisfaçam as suposições 
básicas do método de função descativa, ha alguns sistemasquenaoofazem 
Portanto, sempre é necessário examinar a validade do . m eod° er n cada caso. 

-> M a análise por função descativa, a natureza da nao hneandade presente 
rio sistemildetermina a complexidade da análise. Enr outras paavras os 
elementos lineares de quaiquer ordem não afetam a complexidade. Uma 
vantagem deste métodoe que a análise náo é essen “ al ™="' e r ™“ c 0 0 r ^ C 0 a ^ 
para sistemas com dinámrca complexa nas suas partes lineares^ A çrcasao da 
análise é melhor para sistemas de ordem alta do que de ordem baixa P or< ^ 
sistemas de ordem elevada em geral têm melhores caracteasticas de filtragem 

HSrtSSt método da função descritiva seja bastante 

estabilidade de sistemas não forçados, ele fornece pouca mformaçao sob 

caractea'síicas de resposta transitória. , 

4. O método da funçáo descritiva é conveniente para ser aplicado a proble- 
mas de projeto. O uso de funções descativas nos permite aplicar métodos de 
resposmem freqüênciapaxa o reajuste ou modifícaçaodo 
G(jw> A análise por função descritiva e particularmente uül quando o proje- 
tista quer ter uma idéia aerosso modo dos efeitos de certas nao lmeaadades 
ou dos efeitos da mod.0Í;ão de componentes lineares ou nao hneares na 
malha de controle. A anáhse fornece informação grafica sobre a estabilidade 
e sugere maneiras de melnorar as características de resposta caso necessá- 
rio. Quando o lugar geometaco de - 1/N e de G(ja» sao colocados em um 



Fig. 11.23 Gráfico de — 1/A e Gjm) para o sistema visto na Fig. 1 1-22. 
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gráfico do plano complexo, o desempenho do sistema pode ser estimado 
ranidamente a partir do gráfico. Se quaisquer melhoramentos de desempenho 
são necessános, eles podem ser conseguidos modificando-se os ugares geo- 
métricos Esta modificação dos lugares geometacos sugere o tipo de uma 
rede de compensação adequada. (Projetos através da função descativa 
podem sugem certo lugar geométrico de - 1/N. 

sugerir a modificação do lugar geometaco de G(ja>). Entretanto, a realizaçao 
física de um elemento náo linear com uma função descativa especificada 
pode ser difícil.) É interessante notar que embora o método da função 
descativa nos permita predizer ciclos-limite com boa precisão em termos de 
engenharia, em problemas de projeto o método e usado como um ente a o 
negativo em que parâmetros do sistema sao ajustados ate que condiçoes de 
eido limite sejam eliminadas e garantida uma estabilidade relativa adequada, 
s Um sistema físico pode possuir dois ou mais elementos nao lineares. 
Ouando apenas um elemento não linear se torna significativo para uma 
narticular condição de operação, os efeitos dos outros elementos nao lineares 
podem serdesprezados na análise . Por exemplo, se o sistema apresenta tanto 
não linearidade para baixos sinais como nao linearidades para sinais grandes, 
o Dnmeiro pode ser desprezado quando a amplitude do sinal e grande 
vice-versa E importante manter em mente que a função descativa de duas 
não linearidades^em série é, em geral, diferente do produto das funções 
descritivas individuais. Portanto, se dois ou mais elementos nao Uneares. que 
nlo^ Tãò : separados entre si por filtros passa-baixas efetivos, se ornam simul- 
taneamente significativos sob certas condiçoes de operaçao, eles 
cominados èm um bloco, e a função descriüva equivalente deste bloco pode 
ser determinada. Neste caso, a funçáo descaüva pode-se tomar tanto depen- 

supõe-se que a entrada para a náo 
bneandíde é senoidSas esta hipótese pode ser estendida. A entrada para a 
não linearidade pode ser um sinal senoidal, somado com um * lnal J ’ 

embora esta complicação adicional possa tornar a analise muito maçante. As 
funções tec nTvas que correspondem a este caso são chamadas de funções 

f Em 7g^““de estabilidade de -stemas de controle ^e ser 

ótimaTem^ert^senítído^p/oblemas^^projeW^tim^^dem^nvolver a 
determinação de um controlador não linear (ou computador) a ser inseado no 
S? Odesempenho do sistema náo linear depende bastante dos sinais de 

entrada: Isto sigrrôca que são necessárias descrições precisas da entrada e^ja 

saída deseiada Em virtude da pequena correlação entre a resposta em 
freqüéncia e a resposta temporaí de sistemas não lineares, omerfod 
função descritiva deixa de ser útil no projeto de sistemas de eortrole oümo 
com^ntradas aperiódicas. (Sistemas de controle oümos com entradas ap 
riódicas são discutidos no Cap. 16.) 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUÇÕES 

nu. a 1 1 i a Fio ii 241 a) é um diagrama esquemático de um sistema de controle de 
nível dTSquido. O movimento da bóia pK> sici ona a cl^ave elé^i ca entra 

desenergiza a válvula eletnca operada por a curvada taxa de influxo 
dXo e vTÜ £ hmerese 2* e chamada de ahenurs 
(gap) diferencial.) 
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(a) 



0| Erro 


(b) 

Fig. 11.24 (a) Sistema de controle de nível de líquido; (b) curva da taxa de influxo em função 
do erro para o controlador. 


Faça um gráfico da altura do líquido em função do tempo em operação estacionária sob as 

seguintes condições; „ , , . _ . . - 

1. A taxa de subida na altura do líquido quando a valvula de influxo esta aberta e 
consideravelmente menor que a taxa de descida na altura do líquido quando a valvu a 

está fechada. . , , . 

2. A taxa de subida na altura do líquido quando a válvula de influxo esta abei a c 
consideravelmente maior do que a taxa de descida na altura do líquido quando a val\ ula 
está fechada. 

Solução. Suponha que o nível do líquido está baixando e que a válvula de influxo está fechada. 
Quando o nível atinge o nível AA ’ na Fig. 1 1.24(a), o limite inferior da abertura diferencial, os 
contatos da chave de mercúrio serão fechados e a válvula de influxo será aberta, permitindo a 
entrada de líquido no tanque. A altura do líquido começará a aumentar quando a valvula de 
influxo é aberta. No começo haverá uma taxa de subida alta. A medida que o nível do tanque 
sobe o efluxo aumentará devido à maior altura de líquido. O resultado é um influxo total 
menor no tanque. Quando a altura alcança o nível BB' na Fig. 1 1.24(a). os contatos da chave 
de mercúrio serão abertos e a válvula de influxo será fechada. A altura do liquido então 

começará a cair. , . , , n - , 

A Fig. 1 1.25(a) mostra a curvada altura do líquido em função do tempo sob a Condição i, 
quando a taxa de subida na altura com a válvula de influxo aberta é consideravelmente menor 
do que a taxa de descida na altura quando a válvula está fechada. Aqui o tempo de permanen- 
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Fig. 1 1.25 (a) Curva da altura do líquido em função do tempo sob a Condição 1 ; (b) curva da 
altura do líquido em função do tempo sob a Condição 2. 


cia no estado ligado é consideravelmente maior do que o tempo desligado. A Fig. H-25(b) 
mostra uma curva de altura de líquido em função do tempo sob a Condição 2. O tempo ligado e 
consideravelmente menor do quc o tempo desligado. . 

Em qualquer das condições, o nível oscila em torno do valor desejado. Portanto o sisicma 
apresenta comportamento de ciclo limite. Em qualquer caso, o influxo medio e igual ao efluxo 
médio. As taxas de influxo-efluxo determinam a forma da curva do nível emfunçaodoternp^ 
Se a altura sobe com uma taxa que é igual à de descida com a valvula fechada, então o tempo 

Ügad Note qu*e alargando^abertur^d^histerese (gap), haverá operação menos frequente da 
chave de mercúrio e da válvula operada por solenoide. Isto normalmente L s, e nif ' c ^ Vl ^ ™ 
longa para o equipamento. A desvantagem de se operar com menor frequência e que 
variação da altura do líquido no tanque se torna maior. 

Finalmente, deve-se notar que o controle liga-desliga oferece a melhor economia, a maior 
sensibilidade e facilidade de manutenção. Portanto, se um ciclo limite de amplitude pequena e 
permiúdo em uma aplicação particular, então o uso de qualquer outro tipo de controle sena 

um erro. 

Problema A. 11. 2 Obtenha a função descritiva para a não linearidade liga-desliga com zona 
morta vista na Fig. 11.26. 



Fig. 11.26 Curva da característica de entrada-saída para a não linearidade tipo liga-desliga 
com zona morta. 
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Como sen<t>;, = A IX, obtemos 


Solução. A Fig. 1 1 .27 mostra as formas de onda da entrada e da saída para um elemento com a 
dada não linearidade. 

A saída do elemento não linear para 0 < — é dada por 


y(t) = 0 para 0 < r < t, 

= M para t, < t < — t j 

= 0 para yz — h < 1 < 71 


A forma de onda da saída é uma função impar. Portanto a componente harmónica fundamen- 
tal da saída vft; é dada por 

)’i(0 = y i sen Cút 


onde 


Y\ = — I ></)senO)/ d(Cút) 

71 J Q 

4 f*' 2 

= — y(t)sencot d(ü)t) 

71 J o 

4 f* n 

= — Msencot d (cot) 

71 J at r l 


4 M 

- COS Cút , 

Tf 1 


1 

> 



Fig. 11.27 Formas de onda de entrada e saída para a não linearidade tipo liga-desliga com 
zona morta. 


I 


COSÜÍ/, = ^/ 1 - (A) 2 
Portanto 

A função descritiva para um elemento liga-desliga com zona morta é 



A função descritiva neste caso é uma função apenas da amplitude de entrada A 1 . A Fig. 1 1 .28 
mostra um gráfico de AN/A/ em função de A IX. 



A_ 

Fig. 11.28 Função descritiva para a não linearidade tipo liga-desliga com zona morta. 


Problema A. 11. 3 A Fig. 1 1.29(a) mostra a curva de característica entrada-saída para uma não 
linearidade tipo liga-desliga com zona morta e histerese. A Fig. 1 1 .29(b) mostra as formas de 
onda da entrada e saída de uma chave de contato com esta não lineariçiade. 

A chave não se fecha até que a entrada exceda o valor A + h . A chave' permanece fechada 
até que a entrada se toma menor do que A - h. Na região entre A -ZieA + íi.a saída depende 
da história passada da entrada. A chave abre ou fecha de forma semelhante para uma entrada 
negativa. 

Obtenha a função descritiva para a chave com esta não linearidade. 
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x(f) = X sen U 


onde 


4 hM 
nX 



(o) (W 

Fig. 11.29 (a) Curva da característica entrada-saída para a não linearidade tipo liga-desliga 
com zona morta e histerese; (b) formas de onda da entrada e saída para a não linearidade tipo 
liga-desliga com zona morta e histerese. 


Solução. Da Fig. 11.29<b), obtemos a seguinte equação: 

AO = M para /, < / < ^ - li 

= 0 para|-; 2 <;<^ + (, 

onde /, e / 2 são definidos por 

A -r h 
sen (X>t\ = — y— 

A — h 
sen oo 1 2 = — ^ — 

Como visto na Fig. 11.29(b). a saída está atrasada em relação à entrada. A componente 
harmônica fundamental da saída pode ser obtida como segue: 

y t (t) = -4, cos cot + sen cor 


Tf» 2 f 

A i = — y(t) cos cot d(cot) = — M cos cot d(cot) = 

‘ 71 J o 71 J col ] 


2 f« 

5 , = — y(t)sencot d{cot) 

71 J o 

= — T Msen cot dicot) 
n J w „ 



Fig. 11.30 Função descritiva para a não linearidade tipo liga-desliga com zona morta e 
histerese. 
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Os valores de a e jS são constantes para uma dada náo linearidade tipo liga-desliga com zona 
morta e histerese. Entáo, 

A\ _ 4aJ?/ r A V 

X~ 71 \XJ 

% - - V' - (#)’<■ * »>-J 

Portanto a função descritiva para esta não linearidade é 



Esta função descritiva é uma grandeza complexa. A Fig. 11. 30 mostra gráficos de |N//3| em 
função de A IX t fNjfi em função de AIX. 

Problema A.11.4 O sistema visto na Fig. 11.31 apresenta um ciclo limite com a freqüência de 
oscilação de 5.9 rad l/s, como visto na Fig. 1 1.32. Queremos diminuir a freqüência do ciclo 
limite para 4 rad/s. Determine a modificação necessária no ganho de G(s), supondo que o 
elemento náo linear é prefixado. 



Fig. 11.31 Sistema de controle náo linear. 



Fig. 11.32 Gráfico de - MN e G(Ju>). 
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(c) 

Fig. 11.33 (a) Diagrama em blocos de um servomecanismo com folga; (b) curvas característi- 
cas da não linearidade tipo folga; (c) curva da característica entrada-saída para uma não 
linearidade tipo folga (ou histerese). 


Solução. Da Fig. 11.32. ÕBIÕÃ é determinado como sendo 0.36. Portanto, se o valor do 
ganho de G(s) é diminuído para 36 °7i do valor original, a freqüência do novo ciclo limite será 4 
rad/s. A amplitude também diminui, de 0.42 para 0,35. 

Problema A. 11.5 A Fig. 11.33(a) mostra o diagrama em blocos de um servomecanismo 
consistindo em um amplificador, um motor e engrenagens. A posição da saída é realimentada 
para a entrada a fim de gerar o sinal de erro. Supòe-se que a inércia das engrenagens é desprezí- 
vel comparada com a do motor, e também se supõe uma relação de engrenagens igual a um. 

Em virtude da folga, os sinais x(t) ey(t) são relacionados como visto na Fig. 1 1.33(b). A 
Fig. 1 1.33(c) mostra a curva da característica de entrada-saída paraanão linearidade tipofolga 
aqui considerada. A função descritiva para esta náo linearidade é mostrada na Fig. 11.34. 

U sando esta função descritiva, determine a amplitude e freqüência do ciclo limite quando 
a função de transferência da combinação amplificador-motor é dada por 

5 

s(s - 1) 

e a amplitude da folga é dada como unitária, ou h = 1 . 
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Fig. 1 1.34 Funçào descritiva para uma não linearidade tipo folga, ou uma não linearidade tipo 
histerese vista na Fig. 11.33(c). 


Solução. Do enunciado do problema, o diagrama de blocos do sistema pode ser desenhado 
como visto na Fig. 1 1 . 35 . A informação sobre a operação de ciclo limite do sistema pode ser 
facilmente obtida se fizermos um gráfico no domínio da frequência. 

A Fig. 1 1 .36 mostra um gráfico dos lugares geométricos de - l/N e de G(ja>) no diagrama 
do logaritmo do módulo em função da fase. Como visto no gráfico, há duas intersecçoes dos 
dois lugares geométricos. Aplicando o teste de estabilidade para o ciclo limite, como discuti o 
na Seção 11.4, percebemos que o ponto A corresponde a um ciclo limite estável e que o ponto 
B corresponde a um ciclo limite instável. O ciclo limite estável tem umafreqüénciade 1 ,6 ra / s 
e uma amplitude de 2. (O ciclo limite estável não pode ocorrer fisicamente.) 

Para evitar comportamento de ciclo limite, o ganho do amplificador deve ser diminui o 
suficientemente para que o lugar geométrico de GíJoí) se localize bem abaixo do lugar 
geométrico de - 1 IN no diagrama do log do módulo em função da fase. Se os dois lugares 
geométricos são tangentes, a precisão da análise por função descritiva é baixa, e podemos 
esperar um ciclo limite ou uma oscilação amortecida lentamente. 



Fig. 11-35 Representação em diagrama em blocos para 
11.33(a). 


o servomecanismo visto na Fig. 


- 210 * 


-I80‘ 


-150‘ 


- 120 ' 


-90* 


ÈL - 

Fig. 11.36 Gráfico de- 1/N eW do servomecanismo visto na Fig. 11.35. 

Problemas 

Probkm. B.11.1 Para o sistema visto tra Fig. 11.37, determine a amplitude e frequência do 
ciclo limite. 



Fig. 11.37 Sistema de controle não linear. 
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Problema B.11.2 Determine a função descritiva para o elemento náo linear descrito por 

onde 

x = entrada para o elemento náo linear (sinal senoidal) 
v = saída do elemento náo linear 


Problema B.11.3 Determine a estabilidade do sistema visto na Fig. 11. 38. 



Fig. 11.39 Sistema de controle não linear. 


Problema B.11.5 Determine a equação da função descritiva N para a não linearidade de 
histerese vista na Fig. 11.33(0. 

Problema B.11.6 Referindo-se às formas de onda da entrada e saída para a não linearidade 
tipo saturação vista na Fig. 11.1 3(b), obtenha a amplitude da componente terceira harmónica 
da saída e faça um gráfico de iy F, como função àeSIX. onde é a amplitude da componente 
harmônica fundamental e Y 3 é a amplitude da componente terceira harmónica. 

Problema B.11.7* Considere um elemento náo linear cuja característica de entrada-saída é 

definida por t 

i 

y = b x x -r bjX 3 + bsx s + ò 7 a r 7 + • • ■ 

onde 

x = entrada para o elemento náo linear (sinal senoidal) 
v = saída do elemento náo linear 

Mostre que a função descritiva para esta náo linearidade pode ser dada por * 

N — b x + IbiX* + ! b s X* + UbiX 6 
onde X é a amplitude da senóide de entrada x = X sen att. 

4 

* Referência W-l. 
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Análise por 
Plano de Fase 

12.1 INTRODUÇÃO 

Considere um sistema de segunda-ordem descrito pela seguinte equação dife- 
rencial ordinária: 

x + f(x, x) = 0 

onde /(A, x ) é uma função linear ou não linear de * ei. A solução temporal deste 
sistema pode ser ilustrada através de um gráfico de x(t) em função de t. Ela também 
pode ser ilustrada fazendo-se o gráfico de x(t) em função de x(t) usando t como 

P Se tomamos x ex como as coordenadas de um plano, a cada estado do sistema 
corresponde um ponto neste plano. Quando t varia, este ponto descreve uma curva 
no plano x - x , indicando a história do sistema. Tal curvaé chamada umatrajetona . 

A representação geométrica do comportamento do sistema em termos de 
trajetórias é chamada uma representação de plano de fase da dinâmica do sistema. 
Embora o diagrama do plano de fase forneça uma visualizaçao clara das trajetórias 
para sistemas de segunda-ordem, normalmente é difícil visualizar ou construir 
trajetórias para sistemas de terceira-ordem. Para sistemas de ordem maior que tres. 
é impossível visualizar as trajetórias; entretanto, noções sobre o movimento de um 
ponto representativo em espaço de duas dimensões podem ser conceitualmente 

estendidas para espaços «-dimensionais. , 

Este capítulo apresenta o método do plano de fase para analise de sistemas de 
segunda-ordem. O método é especialmente útil no tratamento de sistemas com 
fortes não linearidades. Ao contrário do método da função descritiva, o método do 
plano de fase não é restrito a pequenas náo linearidades. A familiaridade com este 
método pode nos permitir resolver problemas de controle não hnear específicos, 
bem como entender as características fundamentais de certos sistemas nao linea- 
res. Embora os sistemas que podem ser analisados por este método sejam pratica- 
mente limitados a sistemas de primeira e segunda-ordem, os resultados obtidos 
estudando-se os efeitos de uma não linearidade na resposta de um sistema 
segunda-ordem fornecem considerável intuição no comportamento de sistemas , a 
ordem superior tendo a mesma náo linearidade. Neste sentido, o método do pl a 
de fase é bastante útil para analisar sistemas de controle nao lineares. Também 
para sintetizar tais sistemas. Em particular, o controle otimo de sistemas de g 
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da-ordem pode ser estudado convenientemente no plano de fase (veja Cap. 16). 
Note. entretanto, que as limitações na ordem do sistema diminuem a utilidade deste 
método no estudo de sistemas de controle ótimo de sistemas de ordem superior. 

Método do plano de fase. O método do plano de fase introduzido por Poincare é 
um método de se obter graficamente a soluçáo das seguintes equações diferenciais 
simultâneas de primeira-ordem: 

^ <12.1) 


onde/ifx,, x ^ tfyx i, x-J são funções lineares ou não lineares das variáveis x, ex 2 , 
respectivamente. As Eqs. (12.1) e (12.2) são chamadas autônomas, o que significa 
que a variável independente / aparece apenas na forma de derivadas. (Portanto, em 
um sistema autônomo, nem as forças nem as condições de contorno variam com o 
tempo.) 

O plano com coordenadas retangulares x, e x>> é chamado plano de fase, ou 
plano de estados. (O plano de fase ou plano de estados é um espaço de estados 
bidimensional. Discutiremos em detalhes o espaço de estados no Cap. 14.) 

Frequentemente as Eqs. (12. 1 ) e (12.2) assumem a seguinte forma simplificada: 



dx j 
~dt 


= /(a'i,* 2 ) 


Se definirmos x, = x . então x 2 - x. O piano de fase mais comum é o plano. v - x. 
Neste capítulo, a não ser que mencionemos o contrário, supomos que o plano de 
fase é o plano x - x. 

A análise por plano de fase dos sistemas de Eqs. ( 12.1) e (12.2) fornece uma 
visão geral das soluções para quaisquer condições iniciais possíveis. No campo de 
sistemas de controle, o método do plano de fase é particularmente adequado na 
análise e síntese de sistemas de segunda-ordem sujeitos a condições iniciais e/ou 
entradas aperiódicas, como entradas em degrau, entradas em rampa, entradas em 
pulso e entradas impulsivas. 

Trajetórias no plano de fase. Do teorema fundamental da unicidade da solução 
de equações diferenciais simultâneas, sabemos que a solução das Eqs. (12.1) e 
(12.2) com uma dada condição inicial é única, desde que/jíx,, x 2 ) e fyx ,, x 2 ) nas Eqs. 
(12.1) e (12.2) são analíticas. (Uma função é analítica em um certo ponto se é 
possível obter uma expansão em série de Taylorda função ao redordodado ponto.) 
Este resultado de unicidade não se aplica aos pontos onde/,(x,, x^) = 0 e fdx u x?) = 
0. simultaneamente. Taispontos são chamados pontos singulares. Pontos singulares 
são pontos de equilíbrio. Qualquer outro ponto no plano de fase é chamado um 
ponto ordinário. 

Se não há outros pontos de equilíbrio nas vizinhanças de um dado ponto de 
equilíbrio, então este ponto de equilíbrio é chamado de um ponto isolado. Embora 
muitos sistemas reais envolvam apenas pontos de equilíbrio isolados, há alguns 


t 
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casos em que isto não é verdade. Por exemplo, para o sistema 

x — x — 0 

todos os pontos no eixo x são pontos de equilíbrio, e. portanto, os pontos de 
equilíbrio não são isolados. 

Obtenção de equações diferenciais de primeira-ordem a partir de sistemas de 
segunda-ordem. A eliminação da variável independente / das Eqs. (12.1) e (12.2) 
fornece 


dx 2 _ f 2 (x ,, x 2 ) 
dx 1 f x (x lt x 2 ) 


(12.3) 


A Eq. (12.3) é uma equação diferencial de primeira-ordem relacionando x, ex 2 , e, de 
fato. esta equação dá a inclinação da tangente à trajetória passando pelo ponto (x 1? 

Jfo) . 

O estado do sistema dado pelas Eqs. (12.1) e (12.2) [ou Eq. (12.3)] pode ser 
determinado a qualquer instante t pelos valores de X! e x 2 . 

A solução da Eq. (12.3) pode ser escrita 

*2 = 0(*i) (12 ‘ 4) 

A Eq. ( 12.4) representa uma curva no plano de fase e indica um movimento de um 
ponto representativo sobre a curva. A curva-solução, ou trajetória, que é um 
gráfico dex 2 em função dex,. é uma curva integral do sistema representado pela Eq. 
(12.3). A trajetória não mostra informação temporal de forma explícita. Se necessá- 
rio. a trajetória pode ser graduada em unidades de tempo. 

Gráficos de plano de fase. Uma família de trajetórias é chamada um gráfico de 
plano de fase (phase-plane portrait). A condição inicial determina a localizaçao 
inicial de um ponto representativo na trajetória. Quando o tempo aumenta. 0 ponto 
representativo se move ao longo da trajetória. A representação por plano de fase de 
um sistema autônomo mostra a totalidade de todos os possíveis estados do sistema, 
e portanto a natureza da resposta do sistema é mostrada diretamente no grafico de 
plano de fase. Como há uma e apenas uma trajetória passando por qualquer dado 
ponto ordinário no plano de fase. as trajetórias geradas por todas as possíveis 
condições iniciais não se cruzam, exceto em pontos singulares. Em pontos singula- 
res, dxjdxr é indeterminado pois é da forma zero sobre zero. Uma infinidade de 
trajetórias podem-se aproximar ou se afastar de um ponto singular. 

Para um sistema tendo uma não linearidade de dois valores, tal como a nao 
linearidade tipo histerese, 0 sistema perde a sua analiticidade. Em tal caso, entre- 
tanto pode ser possível dividir a região em sub-regiões em que o sistema e analítico, 
e portanto o método do plano de fase pode ser aplicado. Então a solução completa 
pode ser obtida conectando-se soluções analíticas por trechos. Deve-se notar que 
quando a resposta do sistema é definida por-duas ou mais equações diferenciais de 
segunda-ordem, as trajetórias podem se cruzar. 


Exemplo 12. 1 Considere o sistema de primeira-ordem descrito por 
x = —x 


(12.5) 
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No plano de fase, ou plano x — x, a Eq. (12.5) representa uma linha reta. como visto na Fig. 
12.1. Para qualquer condição inicial jc( 0). o sistema volta para seu ponto singular, a origem, 
após um tempo infinito. A condição inicial jc( 0) determina o ponto de partida da trajetória. 
Considere em seguida o seguinte sistema de primeira-ordem: 

x = —x + x 3 

A trajetória é vista na Fig. 12.2. Pode-se ver que a trajetória é dividida em trés partes, uma 
parte estável eduas partes instáveis. Isto é, sex(O) > 1, então x(x)— ► x. Se 1 > x(0) > - 1. 
então jc(°c) —> 0. Se x(0) < - 1 , então x(x) — » 


Exemplo 12.2 Considere o sistema representado pela seguinte equação: 

jc + x 4- x = 0 (12.6) 

A Fig. 12.3 mostra um gráfico de plano de fase para este sistema. A Eq. (12.6) resulta em 
dx 

x^ _ d± _ dx _ —x — x 
x ~dx~dx~ x 
dt 
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Na origem 


dx_0_ 
dx 0 

a, origem é portanto um ponto singular, isto é. o sistema está em equilíbrio na origem Quando 
as condições iniciais da Eq. (12.6) sãox(0) = 0 ex(0) = 10. a trajetória correspondente e a 
curvâABCDO na Fig. 12.3. De forma semelhante, parax(O) - 2 ex(O) - 7, a trajetona e a 

cur va FF O . 

Se um ponto representativo está na metade superior do plano x-x (por exemplo, o ponto 
B na Fig. 12.3), o ponto se move para a direita em uma trajetória quando o tempo aumenta, 
pois uma velocidade positiva (x > 0) corresponde a um aumento no valor de x com o tempo. 
De forma similar, se um ponto representativo está na mÇtade inferior do plano x x (por 
exemplo, o ponto D na Fig. 12.3). então o ponto se move para a esquerda em uma trajetona 
quando o tempo aumenta, uma vez que uma velocidade negativa (x < 0) corresponde a um 
decréscimo emx com o tempo. Portanto, movimentos ao longo de uma trajetona no planox x 
se fazem na direção horaria. Quando a trajetória cruza o eixo x, a velocidade x e nula. 
Portanto, a trajetória cruzará o eixox perpendicularmente. 



Fig. 12.3 Gráfico de plano de fase de um sistema descrito por x + x + x - 0. 


12.2 MÉTODOS PARA CONSTRUIR TRAJETÓRIAS 

Na análise de plano de fase de sistemas de segunda-ordem as trajetórias podem 
ser construídas analiticamente, graficamente ou expenmentalmente. Nesta seçao 
apresentaremos métodos analíticos e gráficos para construir 

Os métodos analíticos são úteis para sistemas cujas equações d “ e !^ en ^ 
simples e lineares por trechos. Obviamente, se a análise do s.stema e de interesse 
primordial e se a solução temporal da equaçao diferencial do sistema pode 
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obtida facilmente por métodos analíticos, há pouca justificativa de se fazer um 
gráfico de plano de fase do sistema. Entretanto, métodos analíticos para se obter as 
equações das trajetórias se mostram úteis em casos onde as expressões analíticas 
das trajetórias de equações diferenciais lineares simples são necessárias para sinte- 
tizar sistemas não lineares ou para auxiliar em uma demonstração de existência de 
uma curva fechada no plano de fase etc. 

Os métodos gráficos são úteis quando é cansativo, difícil ou impossível de se 
resolver a dada equação diferencial analiticamente. Métodos gráficos podem ser 
aplicados tanto para equações lineares quanto não lineares. Estes métodos forne- 
cem diretamente gráficos de trajetórias no plano de fase.' Como a maioria das 
equações diferenciais não lineares de segunda-ordem não podem ser resolvidas 
analiticamente, então, é para tais equações que os métodos gráficos têm muito que 
oferecer. 

Todos os métodos gráficos são essencialmente baseados em procedimentos 
tipo passo-a-passo. O número de passos necessários para se obter uma trajetória 
depende do tamanho dos incrementos utilizados. Estes incrementos devem ser de 
magnitude adequada de tal forma que ocorram apenas variações relativamente 
pequenas durante cada incremento. Eles não devem ser nem muito pequenos nem 
muito grandes. Se os incrementos forem muito pequenos, os cálculos podem levar 
muito tempo. 

A precisão de métodos gráficos depende da maneira com que se faz a constru- 
ção. Obviamente, o grau de precisão pode ser aumentado até um certo ponto, à 
medida que o tamanho da figura é aumentado. Deve ficar claro que se os incremen- 
tos são muito grandes, a precisão provavelmente será ruim. No entanto devemos 
notar que, mesmo que os incrementos sejam pequenos, se o número de incrementos 
for muito grande, a precisão provavelmente também será ruim. Isto ocorre por 
causa de erros inevitáveis, pois, mesmo que eles sejam pequenos a cada passo, 
tendem a se acumular e podem causar uma falta de precisão na porção final da 
solução. 

Os dois métodos gráficos discutidos neste capítulo são o método das isóclinas e 
o método delta. Quaisquer parâmetros na dada equação devem, obviamente, ter 
associados valores numéricos antes que os métodos gráficos possam ser aplicados. 

Também existem técnicas experimentais para a obtenção das trajetórias. Uma 
vez que montamos as equações para a análise do plano de fase. podemos em seguida 
usar um computador analógico e um osciloscópio ou traçador xy. Por exemplo, as 
trajetórias podem ser visualizadas na tela aplicando-se às placas defletoras de um 
osciloscópio tensões proporcionais a x para a deflexão horizontal eai para a 
deflexão vertical. Tal técnica experimental para a obtenção das trajetórias permite 
fazer uma análise de plano de fase geral para o problema além de economizar tempo 
que seria necessário no cálculo manual para construir as trajetórias. 

Simetria nos gráficos de plano de fase. Em certos casos, o gráfico de plano de 
fase pode ser simétrico em tomo do eixox, do eixox, ou de ambos. A simetria no 
gráfico de plano de fase pode ser facilmente determinada a partir das equações 
diferenciais originais ou da equação representando a trajetória. 

Simetria em torno do eixo x: Considere a seguinte equação: 

x + f(x, x) =0 


dx _ /(x, x) 

dx x 
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Para que as trajetórias sejam simétricas em tomo do eixo x, a inclinação dxldx deve 
ser igual mas de sinal oposto parax > 0 ex < 0 para todox . Desta condição pode-se 
mostrar que. se o gráfico de plano de fase é simétrico em tomo do eixojc, então 

f(x, x) =/(*, -x) 

ou seja, /(x, x ) deve ser uma função par dex . Portanto, o gráfico de plano de fase de 
uma equação diferencial que não contém x é sempre simétrico em tomo do eixo x . 

Se o gráfico de plano de fase é simétrico em tomo do eixox, a única diferença 
entre o gráfico no semiplano superior daquele no semiplano inferior é a direção do 
movimento. Isto é. o movimento de um ponto representativo no semiplano superior 
é para a direita, e no semiplano inferior é para a esquerda. Portanto, para este caso, 
pode não ser necessário levantar o gráfico de plano de fase para o semiplano 

inferior. . _ 

Simetria em torno do eixox ! Para. simetria em tomo do cixo.x, a inclinação 
dxldx deve ser igual mas de sinal oposto parax > Oex < 0 para qualquer x. Isto 
requer que 

f(x, x) - -/(-*, x) 

ou f(x, x) deve ser uma função ímpar de x. 

Simetria em torno tanto do eixo x como do eixo x . Para o gráfico do plano de 
fase ser simétrico em torno de ambos os eixosx ex . as condições para os dois casos 
anteriores devem ser satisfeitas simultaneamente. Isto requer que 

/(-x, x) = ~f(x, -x) 

Métodos analíticos para construir trajetórias. Há dois métodos para a determi- 
nação analítica das equações das trajetórias. Um método é integrar a Eq. { 12.3) para 
obter a seguinte equação da trajetória: 

x 2 =0(x,) (12 ' 7) 

Este método só é aplicável se a Eq. ( 12.3) puder ser integrada. Uma vez que a Eq. 
(12.7) é obtida, a relação entre x, e x 2 pode ser diretamente posta num gráfico. O 
outro método é obter Xi e x 2 como funções de t e então eliminar t dessas duas 
equações. Este método pode ser aplicado se a eliminação de t das Eqs. (12.1) e 
(12.2) pode ser feita sem muita dificuldade. 


Exemplo 12.3 Considere a seguinte equação diferencial de segunda-ordem simples: 
x -f C0 2 x -- 0 


Usando a relação x = dxldt = xdxldx , podemos mudar a equação para a seguinte forma: 



C0 2 x = 0 


( 12 . 8 ) 
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f? 

O primeiro método analítico é integrar a Eq. (12.8). Isto pode ser feito facilmente, e a equação 
para a trajetória é obtida como 



onde A é uma constante, determinada a partir das condições iniciais. 

Para um sistema simples como este. o segundo método analítico também pode ser 
aplicado. A solução x(t) pode ser determinada como 

x(t) = A cos (cot oc) (12.10) v 

onde Ata são constantes a serem determinadas das condições iniciais. Derivando a Eq. 

(12.10) com respeito a /, obtemos 

*(/) = — A(osen((út + a) (12.1 1) , 

Eliminando / das Eqs. (12.10) e (12.11), podemos obter a Eq. (12.9). 


Exemplo 12.4 Considere a seguinte equação: 

jc == —M (M = constante) (12.12) 

com as condições iniciais 

jc( 0) = jc 0 , x(0) = 0 
A Eq. (12.12) pode ser escrita como 


x~ = -M (12.13) 


Separando as variáveis e integrando a Eq. (12.13). obtém-se 

x 2 = 2(x 0 - x)M (12.14) 

onde a constante de integração foi determinada das condições iniciais dadas. A Eq. (12.14) 
representa uma trajetória passando pelo ponto fr 0 , 0). 

A Eq. (12.14) pode também ser obtida achando-se x - <6 ,(/), x = <j> 2 (/) e eliminando t 1 

destas duas equações. Usando as condições iniciais dadas, x(t) tx(t) são determinadas como 

x(t) = -Mt (12.15) 

x{t) = -$Mt 2 + x 0 (12.16) 

Eliminando / das Eqs. (12.15) e ( 12. 16). resulta na Eq. ( 12. 14). Os gráficos de plano de fase do 
sistema correspondendo a M = 1 e M = - 1 são vistos na Fig. 12.4. A trajetória particular 
correspondendo a M — I e passando pelo ponto (jc 0 , 0) é mostrada como uma curva mais 
grossa. 

Método gráfico de construção de trajetórias — o método das isóclinas. O método , 

das isóclinas é usado para obter o campo de trajetórias graficamente, sem ter que 
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resolver uma dada equação diferencial. O método das isóclinas é aplicável à 
seguinte equação diferencial de primeira-ordem: 


àx 2 = f 2 (x t , x 2 ) 
dx i fi(x lt x 2 ) 


(12.17) 


onde/iUi, jt 2 ) ^fz(xi,x 2 ) são analíticas. Na Eq. (12.17 ), é considerada a variável 
independente et ; a variável dependente. 

O lugar geométrico de uma inclinação constante da trajetória, isto é, o lugar 
geométrico de 


dx , 

— a = constante 

dx 1 


(12.18) 


no plano de fase pode ser obtido das Eqs. (12.17) e (12.18). Ou seja, a seguinte 
equação: 

fz( x n x 2 ) = x 2 ) 

fornece o lugar geométrico de inclinação constante a . O lugar geométrico de pontos 
onde as trajetórias têm uma dada inclinação é chamado de uma isóclina. Se dese- 
nharmos isóclinas correspondendo a vários valores de a, o campo de direções de 
tangentes às trajetórias pode ser obtido. 

Quando construímos um gráfico de plano de fase pelo método das isóclinas, 
todo o plano de fase pode ser preenchido por pequenos segmentos de reta que fixam 
direções do campo, como visto na Fig. 12.5. Em muitos casos, as isóclinas para 
inclinação zero e infinito podem ser facilmente construídas. Como a inclinação é 
indeterminada em um ponto singular, não se pode desenhar nenhum segmento de 
reta neste ponto. A trajetória passando por um dado ponto ordinário qualquer no 
plano de fase pode ser construída desenhando-se uma curva contínua seguindo as 
direções do campo. 

Como um exemplo, considere a equação diferencial 

Jc + 2Ccui- -f ct) 2 ^ = 0 (12.19) 
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A Eq. (12.19) pode ser reescrita como segue: 


x ~ — 2Çc úx — or.v = 0 


( 12 . 20 ) 


Fazendo dxldx = a. podemos escrever a Eq. (12.20) como 

* _ -co 2 ( 12 . 21 ) 

x 2(0) -f a 


A Eq. (12.21) representa uma isóclina. o lugar geométrico de tangente constante a. 
e é uma equação de uma reta. As isóclinas para equações lineares de segunda- 

ordem são linhas retas e passam pela origem do plano de fase. 

A Fig. 12.6 mostra isóclinas e uma particular trajetória para o sistema dado pela 
Eq. (12.19) quando £ = 0,5 eta = 1. A trajetória começando no ponto A na Fig. 12.6 
pode ser construída como segue: Quando a trajetória está na região delimitada 
pelas isóclinas correspondendo a a = — 1 ea = -1.2.a inclinação da trajetória e 
aproximadamente (-1-1 , 2)12 =-1,1. Portanto, se a reta com inclinação - 1 . 1 e 
desenhada do ponto A , interceptando a i sóclina correspondendo a a = - 1 .2 no ponto 
5, a reta Ai? é aproximadamente uma parte da tiajetória. Similarmente, a trajetória 
passando pelo ponto B tem uma inclinação de aproximadamente (-1.2 - 1.4)/- 
= - 1 ,3 na região delimitada pelas isóclinas correspondendo a a = - 1 .2 e o = - 1 .4. 
Então a reta BC com inclinação -1,3, interceptando a isóclina a = - 1 .4 no ponto 


Fig. 12.6 Diagrama de plano de fase mostrando isóclinas e uma trajetória típica para um 
sistema descrito pori + x + x = 0. 


C. é uma parte da trajetória. A inclinação da trajetória entre os pontos C eD é 1,5. 
Construindo a trajetória desta forma, podemos obter a curva ABCDEO. 

Para um sistema linear, há apenas uma trajetória passando por qualquer por 
ordinário no plano de fase. Portanto, a trajetória partindo do ponto D na Fig. 
a curva DEO, uma parte da curva ABCDEO. Obviamente, a trajetória pode -se 
construída tanto na direção horária como anti-horana. a partir de qualquer pon 

Plan °Deveíe notar que, ao se construir as trajetórias desta forma, podemos acumu- 
lar erros que podem ocorrer durante o curso da construção, e a trajetória resultante 
node não ser precisa. Para boa precisão, é conveniente pnmeiro preencher uma 
certa região d 0 P plano de fase por pequenos segmentos de reta que indicam direções 
do campo. Então constrói-se uma trajetória fazendo um esboço cuidadoso, se 
guindo as direções do campo. Deste forma, pode-se evitar a eventualidade de 

aCU Tèm bre^deque a precisão do resultado pode não ser boa se , como no casode 
certas equações diferenciais não lineares, as inclinações das trajetonasvanam 

rapidamente em certas regiõesdo plano de fase. A precisão desteme o ’ A s 

depende do número de isóclinas utHizadas. Para uma razoavel precisão, as isóclinas 
podem ser desenhadas a cada 5 o ou 10°. 
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Para o sistema dado pela Eq. (12.19), a equação da isóclina, Eq. (12.21), pode 
ser escrita como 

(~ r , co 2 \ ( 12 . 22 ) 

a = + ÜES) 

onde usamos a relação 

— = tan 6 
x 

e o ângulo 6 é aquele visto na Fig. 1 2.7. U sando a Eq. ( 12.22). podemos desenhar 
isóclinas para qualquer valor de 6. ... 

O método das isóclinas discutido aqui é conveniente quando as isóclinas sao 
linhas retas. Se não o forem, o método delta, que será discutido a seguir, pode ser 
menos monótono para se construir a trajetória passando por um dado ponto. 

Deve-se notar que a inclinação a = dxldxé uma quantidade com uma dimensão 
e seu valor depende da unidade de tempo. É muito conveniente usar as mesmas 
escalas ao longo dos eixos de * e x para que o valor de a e a correspondente 
inclinação geométrica da trajetória sejam os mesmos. 


Fig. 12.7 Diagrama mostrando o 
ângulo 6 da Eq. ( 12.22). 



Exemplo 12.5 Obtenha um gráfico de plano de fase da seguinte equação usando o método 
das isóclinas: 

jc+o|i:l + x = 0 (a > 0) (12.23) , 

Em geral, quando a equação do sistema envolve valores absolutos de o: oui ou ambos, a 
substituição da equação diferencial não linear por várias equações diferenciais lineares 
simplifica a construção das isóclinas. t 

Vamos substituir a Eq. (12.23) por 

x + ax + x = 0 parai >0 (12 2A) 

x — ax -f x = 0 para x < 0 

No semiplano superior do plano x-x, a equação das isóclinas é 

x_ _ -1 

x a -r CC 


650 


e no semiplano inferior é 


1 = - 1 
x -a - d 

A Fig. 12.8 mostra um gráfico de plano de fase. juntamente com isóclinas para o sistema da 
Eq. (12.23) quando a = 1. As linhas retas são isóclinas e os segmentos de reta curtos em cada 
linha indicam o campo de direções de tangentes às trajetórias. (Segmentos de reta curtos são 
colocados para que as trajetórias possam ser facilmente visualizadas.) Para este sistema, as 
trajetórias são curvas ovais concêntricas, e o movimento é periódico para quaisquer condi- 
ções iniciais dadas, exceto na origem. Isto pode estar claro também pela Eq. (12.24) uma vez 
que a energia dissipada durante o meio ciclo (correspondendo a um período para o quali > 0) é 
a mesma energia fornecida ao sistema durante o outro meio-ciclo (correspondendo a um 
período para o qual x < 0), e portanto a dissipação total de energia é nula para um ciclo. Neste 
exemplo, a natureza simétrica do gráfico de plano de fase pode ser prevista diretamente da Eq. 
(12.23). Como a substituição dei por -x não modifica a equação, ela é simétrica em tomo do 
eixo x. 



Fig. 12.8 Gráfico de plano de fase para um sistema descrito por x + |x| + * - 0. 


Método gráfico para construir trajetórias — o método delta. No método delta, a 
trajetória é obtida como uma seqüência de arcos circulares cujos centros se deslo- 
cam ao longo do eixo*. O método delta pode ser aplicado a equações da forma 

x = -f(x,x,t) (12.25) 

onde/í*. *, i) pode ser tanto linear como não linear e pode ser variante no tempo, 
mas deve ser contínua e unívoca. Ao aplicar este método, modificamos a tq. 
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(12.25) para a seguinte forma: 

x -f c o 2 x — — /(x, x, t) + co 2 x (12.26) 

Um termo cu 2 x é adicionado a ambos os lados da Eq. (12.25). Este termo deve ser 
escolhido adequadamente de tal forma que os valores da função ô definida abaixo 
não sejam nem muito pequenos nem muito grandes para a gama de valores de x. x e t 
considerados. 




(12.27) 


Usando a Eq. (12.27), podemos escrever a Eq. (12.26) como 
x + co 2 x = cú 2 <5(x, x, t) 


(12.28) 


A função 8(x, x, t) depende das variáveis x, x e /. Para pequenas variações nestas 
variáveis, entretanto, ô(x, x, t) pode ser considerado constante Então, nas vizi- 
nhanças do estado x = x u x = x it t = U; ou seja, x = x x ± Ax lt x = x, - Axj, t = 
t l ± A /j, onde Ax,, Axj, A/j são supostos pequenos, o valor de ô pode ser suposto 
constante, ôi, e a Eq. (12.28) pode ser modificada para 


x + cu 2 (x — <5,) — 0 


(12.29) 


A Eq. (12.29) mostra um movimento harmónico simples. As trajetórias para este 
sistema são circunferências centradas emx = ô,.x/o> = 0 no plano de fase normali- 
zado [plano x - (x/ou)]. Portanto, podemos ver que para um pequeno incremento 
nas vizinhanças do estado x = x l5 x/ou = xjw. t — t x . a trajetória é um arco da 
circunferência -centrada emx = 5^ x/ou = 0 com raio igual a 




Nota-se que no método delta é essencial usar um plano de fase normalizado de tal 
forma que a trajetória da Eq. (12.29) se torna uma circunferência. (Também é 
necessário usar escalas numéricas iguais ao longo dos eixos x ex/cu. ) A construção 
de uma trajetória é vista na Fig. 12.9. O ponto P representa o estado do sistema na 


JL j 

1 

w 

XP(* 1, 


Arco ' / 
curto / 

0 

0(8i,0) * 


Fig. 12.9 Diagrama mostrando a construção de uma trajetória usando o método delta. 
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trajetória no instante t = U- O valor de S, é determinado da Eq. (12.27) como 


ô 


y(x t , x_i_> 1 1) 

CÚ Z 


+ X, 


Uma vez aue o ponto Q , o centro do arco de circunferência, está localizado no eixo 
r o raio está fixado como sendo PQ. A trajetória verdadeira nas vizinhanças do 
Donto P é então aproximada por um pequeno arco de circunferência. O arco deve 
ser suficientemente pequeno para assegurar que variações nas vanaveis sao peque- 
nas. 

Considere em seguida a equaçao: 

** 

^Í + 2C<B$ + <12 - 30> 
dr dt 


AEa 0 2 30) contém um termo emx com um coeficiente positivo. Portanto, a Eq. 
02 30) pode ser modificada para a forma da Eq. (12.26) simplesmente trazendo o 
segundo termo da Eq. (12.30) para o lado direito da equaçao. Ou seja, 

A Eq. (12.31) pode ser normalizada substituindo 



para fornecer 

d 2 x , v _ ir dx (12.32) 

a? + * - ~ ZÍ Tx 

Se fizermos 

x_ = dx)_ = dx 
co dt co dx 


então a Eq. (12.32) se torna 

£ + X = S (12 - 33) 

dx 2 

° nde parayí y y 1 = constante, a Eq. (12.33) indica que a trajetória no plano x - 
(drldr} é uma circunferência, cujo centro está localizado em x 2ç)’i» y 

Como alocrdizaçãodo centro depende dey.-O centro da circunferência se move ao 

longo do eixox quandoy varia. Ao construir a trajetona da Eq. (12.32), achamos 
conveniente desenhar uma retax = 6, ou seja, 

x = -2CJ 

no plano x-y. As Figs. 12.10(a) e (b) mostram a construção de trajetórias. 
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* = - 2£y 


(a) (t>) 

ig. 12.10 Diagramas mostrando a construção de trajetórias usando o método delta, (a) 
istema sobreamortecido: (b) sistema subamortecido. 


im ambas as Figs. 12. 10(a) e (b), o centro do arco AB está localizado no ponto .P (x 
= —2£y AB , y = 0). Aqui y AB é o valor médio de y entre o ponto A e o ponto B . A 
ocalização do centro da circunferência pode ser obtida direta e simplesmente 
isando-se a reta x = -2£y desenhada no plano x— y. Nas Figs. 12.10 (a) e (b). os 
•egmentos de arcos do ponto i? ao ponto C e do ponto C ao ponto D têm seus centros 
io ponto Q e ponto R. respectivamente. 

O método delta é um método geral, poisas trajetórias podem ser construídas no 
dano de fase tanto para uma equação de plano de fase representando um sistema 
ísico linear quanto não linear, e. além do mais. mdependentemente de a equação de 
dano de fase incluir elementos variantes no tempo ou uma função excitação 
/ariando no tempo. 


Exemplo 12.6 Considere o sistema descnto pela seguinte equação: 

x — x + x 3 = 0 02.34) 

Dadas as condições iniciaisx(O) = 1 , x(0) = 0. construa a trajetória partindo do ponto inicial. 
Use o método delta. 

Vemos que a Eq. (12.34) não contém um termo em x com um coeficiente positivo. 
Portanto, é necessário adicionar um termoa> z x em ambos os lados da Eq. ( 12.34). O valor decu 
leve ser escolhido de tal forma que os valores de 6 não sejam nem muito pequenos nem muito 
axandes. Se escolhermos w = 1, a Eq. (12.34) pode ser escrita como 

x — x — —x — x 3 - x 
<5 — — x — x 3 — x 

Como o valor de 8 depende tanto de x como de x . será necessário fazer tentativas sucessivas 
no processo de construção. 
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Fig. 12.11 Diagrama de plano de fase mostrando a trajetória partindo do ponto x(0) - l,i(0) 
= 0, de um sistema descrito porx + x + x 3 = 0. 


A trajetória começa no ponto A , (x = l.x = 0), na Fig. 12.11. Nas vizinhanças do ponto A, 

<5 = _ 0 - 1 + 1 = 0 

Portanto o arco inicial está centrado no ponto (0,0) com raio igual à umdade. Então um 
pequeno é desenhado. O valor médio de * e o valor médio de a para este arco sao usados para 
determinar um valor mais preciso de 8. Algumas tentativas sucessivas seraosufiaentespara 
obter um valor razoavelmente preciso de 8. Neste exemplo, o primeiro arco AB da Fig. 12 11 
es* centrado no ponto P x (x = 0,12, x - 0). Para o segundo arco sao feitas tentativas 
ScessiSmSare" mostrado que o segundo arco BC da Fig. 12 1 1 esta xentrado nc i ponto 
_ o,37, x - 0). Continuando desta forma, podemos construir a trajetória ate ond 

desejarmos. 


Da discussão que acabamos de fazer, pode-se ver que um sistema com 8 que 
depende de três variáveis*, x e t, pode ser tratado da mesma forma. Ao constru 
trajetórias, entretanto, devemos manter a contagem de f. ( Informação tempord 
pode ser obtida da trajetória. Alguns métodos para se obter mformaçao de um 
gráfico de plano de fase são dados na seção seguinte.) 

12.3 OBTENÇÃO DE SOLUÇÕES TEMPORAIS A PARTIR DE 
GRÁFICOS DE PLANO DE FASE 

A trajetória desenhada no planox-x é um gráfico dex em função dex. O tempo 
não aparece explic.tamente neste gráfico. Para a analise de um istema podemos 
necessitar apenas de trajetórias ; entretanto , as vezes e desejável se obter um , pafico 
da variável jr ero função do tempo I. Em tal caso, e possível se obter a j oluçao 
temporal do gráfico do plano de fase, mesmo que a equaçao diferencial o^ginal nao 
po"s P a ser resolvida parax ex como funções de / . O processo de obtençaodeuma 
solução temporal é essencialmente passo-a-passo e pode ser feito de va nasdiferen 
tes maneiras. Uma vez que a trajetória está graduada em f, o comportamen 
resposta do sistema com respeito ao tempo pode ser visualizado. 

Informação temporal baseada em At - Ax/x. Pode-se ver que para 
incrementos Ax e At. a velocidade média é dada por x méd . - AxlAt. P 
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cremental Aí é então 


A, = ^ 

•*méd. 


(12.35) 


A Fig. 12.12(a) mostra uma trajetória no plano.v - .v. O tempo incremental àt AB 
icessário para que o ponto representativo atravesse o desvio incremental Aa^ e 
t AK = A xJx AB . De forma similar, M BC = ^ BC ix B c : Então a solução temporal y - 
t) pode ser facilmente desenhada como visto na Fig. 12. 12(b). Para boa precisão, 
desvio incremental Ay deve ser escolhido suficientemente pequeno para que as 
[Mrespondentes variações incrementais emie( sejam razoavelmente pequenas, 
ntre tanto, o valor de Ay não precisa ser constante . Ele pode ser mudado de acordo 
am as formas de porções da trajetória para minimizar o trabalho necessário para se 
bter uma precisão razoável. 



AX40 Ax flc 

(a) to) 


r ig. 12.12 (a) Uma trajetória no planoY-jr. (b) um gráfico da solução temporal xli) em função 
le t. 


Para trajetórias no planode fase normalizado [plano.v - (y/oj)]. a Eq. ( 12.35) é 
nodificada para 

. Ax 1 Ay 

Aí = t— = — — : — 

Yméd. ® | M 

V CO / méd. 

Em um caso geral onde as equações diferenciais originais são dadas pelas Eqs. 
[12.1) e (12.2), A t pode ser obtida da seguinte relação: 


Ar = 

JlÍYifníd.- •^2méd.) J2(Ximéá.> Y2méd.) 


onde y imêd eY 2m éd são os valores médios deY, ex 2 durante um dado intervalo de 
tempo A/. Os incrementos em Ay,, Ay 2 . e Aí devem ser razoavelmente pequenos 
para uma boa precisão. 
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Informação temporal baseada em t - \ (Vx)dx. Como y dxidt, então o 
intervalo de tempo h ~ U pode ser expresso como 

<n ' 36) 

A Fn { P 36) mostra que se a trajetória é refeita com a coordenada 1/y e a absçissa 
ponto B visto na Fig. 12.13(a) pode ser obtido da seguinte equaçao. 



(12.37) 


0 lado direito da Eq. (I2.37)é a área hachurada na Fig. 12.13(b). Esta área pode ser 

1 1 3(a) Portanto^ o intervalo de tempo necessário para o ponto representativo se 
seguir.) 



Fig. 12.13 (a) Uma trajetória no plano y-y : (b) computação gráfica de ( A area hachura 

igual a t AB -) 
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Para trajetórias no plano de fase normalizado [ plano x - (x /&>)], a Eq. (12.36) é 
modificada para 


t - t - 1 r 1 


Informação temporal baseada em aproximações por arcos de circunferência. 

Neste método, a trajetória é aproximada por uma sequência de arcos de circunfe- 
rência centrados no eixo x. No plano x - x, se a variável x está em movimento 
harmônico simples em tomodo ponto(x 0 . 0) com uma velocidade angularde 1 rad/s, 
ou seja, 

x + (x — x 0 ) = 0 


entáo a trajetória pode ser escrita como 
x 2 + (x- x 0 ) 2 = K 2 


(12.38) 


onde K é uma constante de integração. A Eq. (12.38) indica que a trajetória é uma 
circunferência de raio K, centrada em x = x 0 . x = 0. A velocidade de um ponto 
representativo ao longo da trajetória é dada por 




(Esta velocidade não deve ser confundida com a velocidade x. que é a taxa de 
variação temporal do deslocamento x.) Em geral, a velocidade de um ponto repre- 
sentativo varia quando ele se move ao longo da trajetória. A velocidade é não nula e 
finita, exceto em pontos singulares, onde esta velocidade se toma nula, porque 
tanto dxldt como dxldt se tornam zero simultaneamente. A velocidade do ponto 
representativo na trajetória circular é dada por 


+ Jc 2 = 


*o) : = K 


Isto indica que a velocidade de um ponto representativo ao longo da trajetória é 
constante. Como o perímetro da circunferência é 2ttK e a velocidade de um ponto 



Fig. 12.14 Trajetória circular. 


658 


representativo é uma constante K, este ponto requer 277 segundos para percorrer 
uma circunferência completa, portanto o período é 277 segundos. 

A Fig. 12.14 mostra uma trajetória circular. O tempo necessário para o ponto 
representativo na trajetória se mover do ponto A ao ponto B pode ser obtido como 

t = — fí c 

1 AB 2tj l 'XB S 

onde o ângulo 0 AB é a magnitude do ângulo correspondente ao arco circular AB e 
medido em radianos. Portanto, o tempo t AB em segundos é numericamente igual a 
d AB rad se as coordenadas do plano de fase sãox ex. Isto é, se d AB é igual a 0.5 rad, 
entáo t AB é igual a 0.5 s. 

Em geral, as trajetórias não são circulares; entretanto, podem ser bem aproxi- 
madas por uma série de arcos de circunferências centradas no eixox. Por exemplo, 
considere a trajetória vista na Fig. 12.15. Uma parte da trajetória, ABCD, pode ser 
aproximada por três arcos circulares centrados no eixox. AB pode ser aproximada 
por uma parte da circunferência centrada no ponto P . Similarmente, BC e CD são 
partes de circunferências centradas no ponto Q e no ponto R , respectivamente. 
Então t ÁD , o tempo necessário para um ponto representativo se mover do ponto A ao 
ponto D na trajetória, pode ser obtido como 

t A D = t AB t Ibc *CD 

onde t AB . t BC e t CD são numericamente iguais a d AB , 0 BC e 6 CD , respectivamente; e d AB 
= / 'APB . 9 BC - /BQC e d CD = / 'CRD ■ todos medidos em radianos. 

Se o plano de fase é normalizado comx ex /a» como coordenadas, entáo t AB e 0 AB 
não são numericamente iguais. Vamos considerar este caso com mais detalhes. Se a 
variável x está em movimento harmónico simples com velocidade angular a> rad/s. 
ou seja. 

x — co : (.v — x 0 ) — 0 



Fig. 12.15 Aproximação de uma trajetória no plano x-x por arcos de circunferências. 
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Fig. 12.16 Computação gráfica de t AB no 
plano x - UM- 


a equação da trajetória pode ser escrita como 

(i ) 2 + ( , _ = jp " 2 - 39) 

onde K é uma constante. A trajetória dada pela Eq. (12.39) é uma circunferência 
centrada no ponto (x 0 , 0) no plano x - (*/w) com raio igual aÀ\ A velocidade de um 
ponto representativo na trajetória é constante, e este ponto requer 2 tt/cu segundos 
para percorrer um ciclo completo. Portanto, na Fig. 12. 16, t AB , o intervalo detempo 
requerido para um ponto representativo se mover do ponto A ao ponto B. pode ser 
obtido como 


t 


= 2 ^ x 0 Aâ = 0 M 

(ú 2 n cú 


s 


Portanto, no plano* - (i/w), o intervalo de tempo/^ segundos é igual a0 AB /w, onde 
0 ÁB é medido em radianos eué medido em radianos por segundo. 


12.4 PONTOS SINGULARES 


Nesta seção, examinaremos o comportamento de trajetórias nas vizinhanças 
de pontoS singulares. Considere o sistema 


=/,(*!, x 2 ) 


onde/,/*!, * 2 ) e /^x,, * 2 ) são funções analíticas das variáveis *, e* 2 nas vizinhanças 
da origem . Suponha que a origem é um ponto singular, ou um ponto de equilíbrio, de 
tal forma que 

/,( 0 , 0 )= 0 , 

/ 2 ( 0 , 0)=0 
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, - ,, v rtP f JX r,i em série de Taylor nas vizinhanças da origem. 
Vamos expandir/,(*„ x-à ejjx lt x«j em se. 

O sistema de equações então se torna 

dXx _ Q x, + b x x 2 + a u x\ *r 012 * 1*2 + a (12.40) 
dt 1 

dx, = ^ + bl x 2 + b xx x 2 - b nXi x 2 4- b 22 x\ + *(*„*,) (12.41) 

dt 

onde* A,, xj e*x„ xj envolvem apenas potências de ordem trés ou superior de 

*i e * 2 - ... . rvnrip r e Xo são múíto pequenos, as Eqs. (12.40) e 

(H^em ser Ç a S pro«m!das apenas' por termos lineares, contanto que sejam 
dominantes perto da origem. Então, 


= fl,Xj + b x x 2 
dt 


dxi = 


a 2 x , -f b 2 x 2 


(12.42) 


(12.43) 


Um exame das soluções das Eqs. (12.42) e (12.43) é útil para desenhar as trajetórias 
Pert °A d s a Eq n s 8e U2.42) e (12.43) podem ser modificadas para 


X — ax -T bx = 0 


(12.44) 


a = —0i — b i 
b = a x b 2 — a 2 b , 


Note que a Eq. e E ® q “ 2 44) têm p^tes reais negativas, todas as trajetónas 

equação caractensticadaEq^U^. n P ^ ind^damente. Se pelo menos 

perto da ongem se dirigirão a ela q t determinada a partir da equaçao 

uma raiz e nula entoo aestoM das trajetónas perto da 

nas Eqs. (12.40) e (12.41). 


. , dnmiiares O gráfico de plano de fase de um sistem 

Classificaçao de P°" ,0 * ^“^^ etó / S quc n ão se cruzam, que descrevem 
linear autonomo e cond/coes ini ciais possíveis. Considere a equaça 

resposta do sistema a todas as con ç (12 44) A localização do pont 

diferencial de segundarem "a na^ d^ soluç^da Eq. (12.44) 

determinada^elas duaslaízes X, e X, da segum.e equação caracterisuca: 


X 2 -f- qX -f ■ b 0 


Aqqi supomos que „ e b são constantes com b~ 0. A 

complexo determina as características do ponto singular. Pode-se ver que existem 

os s 7^ e “ e ‘ s â “ s 0 °* : plexos conjugados e estão no semiplano esquerdo 
^ X, e Xo são complexos conjugados e estão no semiplano direito 
3 x> e XÕ são reais e estão no semiplano esquerdo 
4. X, e Xo são reais e estão no semiplano direito, 
s x p x" sãn comnlexos conjugados e estão no eixo jw. 

6. i; e t são rS x, está ío semiplano esquerdo e x ; esta no semiplano 

ÍV acnntocom a natureza das respostas correspondendo a cada caso os pontos 

índicados^Se (TpOTtò^sdtguíar 5 é*um ponto 1 de^^ajlá^rajerària^particulares que 
são^chamadas^separauizes 6 ^Sa^ta^Fig 

P 17 podem ser construídas facilmente pelo método das isoclmas. Os gráficos de 
plaioTe feTe mostram claramen.e o tipo de resposta do sistema, uma vez que a 

COnd Ada Í "sifi^o detentos singulares que acabamos de dar se aplica apenas para 
sistemas de segunda-ordem. Para sistemas de terceira-ordem ou superior, os pon- 
tos singulares fáo normalmente classificados como estáveis, assintoticamente 
táveis. ou instáveis. Para detalhes, referir-se ao Cap. - • 

Ciclos-limite. Ciclos-limite ocorrem frequentemente em sistemas físicos como 
osciladores eletrónicos. Ciclos-limite têm uma configuração geometnca distinta no 
eráfico de plano de fase . ou seja. aquela de um camin ho fechado isolado no plano de 
fase Um d ? ado sistema pode termais que um ciclo-limite. Um ciclo-limite representa 
uma oscilação estacionária, para a qual ou da qual todas as trajetórias vizinhas ira 
convereir ou divergir. Portanto eia divide o plano em uma região nte na e uma 
externa. Nenhuma trajetória dentro (fora i de um particular ciclo-limite cruza t 
ciclo-limite para entrar na região externa (interna). , 

Um ciclo-limite em um sistema não linear descreve a amplitude e P?™ d ° 
uma oscilação mantida. Deve-se ressaltar que nem todas as curvas fechadas no 
plano°de fase são ciclos-limite. Um gráfico de plano de fase de uni , sistema conserva- 
5vo. em que não há amortecimento para dissipar energia, e uma família continua de 
curvas fechadas. Curvas fechadas desta especie nao sao ciclos-limite porque ne 
nhuma destas curvas é isolada da outra. Tais trajetórias sempre ocorrem como uma 
família contínua, de tal forma que há curvas fechadas em qualquer vizinhança de 
qualquer curvafechada em particular. Por outro lado. ciclos-limite sao mojimentos 
periódicos apresentados apenas por sistemas nao lineares nao conservati o. . ( 
sistema é dissipativo em toda região, então a perda liquida de energia g 
qualquer trajetória no plano de fase é positiva, e nao pode haver 
Portanto, se um sistema não linear não conservativo apresenta comportamento de 
ciclo-limite, o amortecimento equivalente deve ser igual a zero.) Como ciclos-limite 
são isolados um do outro, não pode haver ciclos-limite nas vizinhanças de qualquer 

um ciclo-limite. ... , • . 

Um ciclo-limite é chamado estável se as trajetórias perto do ciclo-limite. 
orieinando-se de dentro ou de fora. convergem para aquele ciclo-limite. Neste caso. 
o sistema apresenta uma oscilação mantida com amplitude constante. Isto e mos- 
trado na Fig. 12. 18ía). A região interna do ciclo-limite é uma região instável no 
sentido em que as trajetórias divergem para o ciclo-limite. e a região externa e uma 


662 



(o) 


(b) 


<0 


(d) 







Fig. 12.18 Ciclos-limite e curvas típicas de x em função de t. (a) Ciclo-limite estável, (b) 
ciclo-limite instável, (c) ciclo-limite semi-estável, (d) ciclo-limite semi-estável. 


região estável no sentido em que as trajetórias convergem para o ciclo-limite. No 
caso de sistemas de controle tendo este tipo de ciclo-limite, o critério de projeto 
frequentemente usado é o de fazer a magnitude do ciclo-limite pequena suficiente 
para satisfazer os requisitos de precisão. 

Um ciclo-limite é chamado de instável quando trajetórias próximas divergem 
deste ciclo-limite. Neste caso, uma região instável circunda uma região estável. Se 
uma trajetória começa dentro de uma região estável, ela converge para um ponto 
singular dentro do ciclo-limite. Se uma trajetória começa em uma região instável, 
entretanto, ela diverge e aumenta para infínitocomotempo. Isto é mostrado na Fig. 
12. 18(b). A região interna de um ciclo-limite instável é a região estável, e a região 
externa é a região instável. O critério de projeto para um sistema de controle com 
um tal ciclo-limite instável é fazer a região estável a maior possível. Operação de 


! ciclo-limite instável pode ser realizada teoricamente se as condições iniciais podem 

' ser ajustadas com exatidão. Entretanto, qualquer pequena perturbação irá causar 

; instabilidade nesta operação de ciclo-limite. 

i Um ciclo-limite é chamado semi-estável se as trajetórias que se originam em 

| pontos fora do ciclo-limite divergem deste, enquanto que trajetórias que se origi- 

nam em pontos dentro do ciclo-limite convergem a este, como visto na Fig. 
12. 18(c), ou vice-versa, como visto na Fig. 12. 18(d). Um sistema de controle pode 
não ter ciclo-limite. ou então ter um ou mais. 

Considere um sistema com dois ciclos-limite e suponha que estes dois ciclos- 
limite estão localizados perto um do outro. Se o ciclo-limite maior é instável, 
! enquanto que o ciclo-limite menor é estável como visto na Fig. 12.19, então as 

características do sistema se tomam similares às de um ciclo-limite semi-estável 
visto na Fig. 12. 18(c). De modo similar, se ò ciclo-limite maior é estável, enquanto 
que o menor é instável, as características do sistema se tornam similares à de um 
ciclo-limite semi-estável, visto na Fig. 12.18(d). 
i Ciclos-limite estáveis podem ser observados experimentalmente, mas, em 

virtude de “ruído”, o mesmo não se pode dizer de ciclos-limite instáveis e semi-es- 
táveis. 


1 


Fig. 12.19 Gráfico de plano 
de fase de um sistema com 
dois ciclos-limite. 



Com relação à operação de ciclo-limite, devemos notar que, obviamente , deve 
ser fornecida energia ao sistema de alguma forma, por exemplo, uma tensão DC, 
vento constante, etc. Em um sistema auto-oscilatório, o trabalho realizado pela 
fonte de energia, que pode ser constante, é periódico. Em outras palavras, um 
sistema auto-oscilatório pode gerar um movimento periódico a partir de uma fonte 
de energia não periódica. 

Finalmente, note que exceto em casos simples, é difícil ou impossível determi- 
nar a localização exata de ciclos-limite no plano de fase por técnicas analíticas. A 
localização exata de ciclos-limite pode ser achada apenas por técnicas gráficas, 
experimentais, ou computacionais. 


Exemplo 12.7 Obtenha um gráfico de plano de fase do sistema dado por 


x + 0,5i + 2x + x 2 = 0 


(12.45) 
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Os pontos singulares para este sistema sáo 

x = 0 , x = 0 e x = —2, x = 0 

A natureza destes pontos pode ser determinada como segue. Em uma vizinhança da origem, a 
Eq. (12.45) pode ser linearizada para 

x + 0,5.x 4 - 2x = 0 

As duas raízes da equação característica 

X 2 -j- 0,5A 4-2 — 0 


são 

Ai = -0,25 + y 1 ,39, X 2 = -0,25 — >1,39 

Portanto este ponto singular é um foco estável. 

Em uma vizinhança do ponto singular (-2,0),aEq.(12.45) pode ser escrita como segue : 
Fazendo 

y^x + 2 
obtemos 

y + 0 t 5y - 2y 4- y 2 = 0 (12.46) 

Perto do ponto y = 0, y = 0, a Eq. (12.46) se toma 
y 4 - 0 , 5 ^ — 2y = 0 
As duas raízes da equação caracteristica 
M % + 0,5/i -2=0 


são 

Mi = 1,19, Mi = —1,69 



tanto, é desejável considerar uma aplicação do método do plano de fase para a 
análise de sistemas lineares de segunda-ordem porque muitos sistemas de controle 
com não linearidades dependentes de sinal podem ser aproximados por sistemas 
iineares por trechos. 

Nesta seção, ilustraremos a aplicação deste método na análise de resposta 
transitória do sistema de controle de segunda-ordem visto na Fig. 12.21. 


Portanto o ponto singular (-2, 0) é um ponto de sela. 

Usando o método das isóclinas. o gráfico de plano de fase, como visto na Fig. 12.20, pode 
ser obtido. As duas trajetórias que entram no ponto de sela (-2, 0) são separatrizes. Neste 
sistema uma das separatrizes divide o plano de fase em duas regiões de movimento distinto. 
Em outras palavras, a solução da Eq. (12.45) tem dois tipos diferentes de trajetórias. O tipo de 
trajetória depende da condição inicial. Se o ponto inicial está na região hachurada (a região 
delimitada por uma das duas separatrizes), as trajetórias convergem para a origem. Se o ponto 
inicia] está fora da região hachurada. as trajetórias tendem a infinito. (O desvio crescerá na 
direção negativa sem limite quando o tempo aumenta indefinidamente.) 

12.5 ANÁLISE DE PLANO DE FASE DE SISTEMAS DE CONTROLE 
LINEARES 

O método do piano de fase é bastante útil para analisar sistemas não lineares de 
segunda-ordem. Antes de apresentarmos a análise de sistemas não lineares, entre- 


Resposta a degrau. Suponha que o sistema está inicialmente em repouso. Para 
este sistema, temos 

Tc t c= Ke (12.47) 

Como e = r - c, a Eq. (12.47) pode ser escrita 
Tè — é 4- Ke — Tr r 


Fig. 12.21 Sistema de controle de 
segunda-ordem. 


(12.48) 




K 


s{Ts + 1) 
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Para a entrada em degrau ri t) = R, r — r - 0 parai > 0. Portanto, a Eq. ( 1-.48) 
pode ser escrita como 

Tê t ê + Ke = 0 para í > 0 (12,49) 

Como foi suposto inicialmente que o sistema estava em repouso, as condiçoes 
iniciais para o sinal de erro sáo e(0) = R e ê(0) = 0. A trajetona no plano * - e 
começa no ponto (R.0)e converge para a origem, o ponto singular do sistema A 
Fig. I2.22(a) mostra a trajetória quando as raizes da equaçao característica do 
sistema sáo um par complexo conjugado e estão no semiplano esquerdo. A Hg. 
12.22(b) mostra a trajetória quando as raízes são reais e estão no semiplano es- 
querdo. Em ambos os casos, o erro do sistema é nulo em regime estacionano_ A 
natureza da resposta pode ser claramente vista nos gráficos de plano de tase. Por 
exemplo, o sobre-sinal máximo no caso subamortecido pode ser obtido do gratico 
de plano de fase da Fig. 12.22(a). 



(o: (b) 


Fig. 12.22 Trajetórias correspondendo a respostas a degrau do sistema da Fig. 1— -1. (a) 
Caso subamortecido. íb) caso sobreamortecido. 


Resposta em rampa. Para a entrada em rampa r(t) — Vt ou rampa mais degrau 
r (t) — Vi + R , as derivadas de r( t) se tornam r = 0 er = V para t > 0. Portanto, a Eq. 
(12.48) pode ser escrita como 


Tê -f è + Ke = V < 12 - 50) 

Seja 



Entáo a Eq. (12.50) se torna 

7x + x + £x=0 (52 - 51) 
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O gráfico de plano de fase da equação diferencial dada pela Eq. (12.51) no plano 
x — x é o mesmo que o da Eq. (12.49) no plano e - ê . 

Nota-se que a natureza do ponto singular é determinada pelas raízes da 
equação característica. A localização do ponto singular no plano e - é, em geral, 
depende tanto dos componentes em degrau como da rampa da entrada. (Neste 
exemplo em particular, a localização do ponto singular no plano de fase depende 
apenas da entrada em rampa porque o lado direito da Eq. (12.48) não contém um 
termo em r.) Como é suposto que o sistema está inicialmente em repouso, as 
condições iniciais para o sinal de erro podem ser escritas como 

e(0) = R, é(0) = V 

onde/? pode ser zero. As Figs. 12.23(a) e (b) mostram trajetórias no planoe - è. [A 
Fig 12.23(a) corresponde ao caso em que as raízes da equação característica, 
correspondendo à Eq. (12.49), são um par complexo-conjugado e estáo no semi- 
plano esquerdo A Fig. 12.23(b) corresponde ao caso em que as raízes sao reais e 
estão no semiplano esquerdo.] Nas Figs. I2.23(a) e (b), para entrada em rampa a 
trajetória começa, por exemplo, no ponto A. Para uma entrada em rampa mais 
degrau a trajetória começa, por exemplo, no ponto B. Em ambos os casos, as 
trajetórias convergem para o ponto singular ( VIK , 0). 

Da análise feita, pode-se ver que o gráfico de piano de fase do sistema visto na 
Fig. 12.21 para uma entrada em rampa ou rampa mais degrau é o mesmo que aquele 
para uma entrada em degrau, exceto que todo o gráfico está deslocado para a direita 
de VIK. O erro estacionário da saída do sistema, quando o sistema esta sujeito a 

entrada r(t) = Vt + R, é VIK. , • - 

Note que para um sistema com um ponto singular e possível deslocar a posição 
do ponto singular para a ongem de um novo plano de fase introduzindo-se uma nova 
variável. Portanto, para tal sistema, as características de resposta a degrau e 
resposta a rampa podem ser mostradas em um único gráfico de plano de fase. Para 
um sistema não linear com dois ou mais pontos singulares, entretanto, e impossível 
deslocar todos estes pontos singulares para a origem ao mesmo tempo. Portanto, 
para um tal sistema, é imperativo se usar um gráfico de plano de fase separado para 
uma resposta a degrau e para uma resposta a rampa. 



(o) < b) 


Fig. 12.23 Trajetórias correspondendo a respostas à rampa do sistema da Fig. 12.21. (a) Caso 

subamortecido, (b) caso sobreamortecido. 
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Resposta impulsiva. Para uma entrada impulso unitário, a equação do sistema é 
Tc -f à + Kc = 0 para t > 0 
com condições iniciais c(O-) = c(O-) = 0 e 


c(O-) = lim 


Ts 2 + s 


. .. s 2 K 

* 0+ > = STF+in 


K 

T 


O ponto de partida da trajetória no plano r-ré(0. KIT). Em termos do sinal de 
erro. 

Te + è + Ke = 0 para / > 0 
com condições iniciais 

e(0+) = 0, é(0.) -=~j 

No plano e - é, o ponto de partida (correspondendo a / = 0 +) da trajetória é (0, 
-KIT). As trajetórias indicando respostas a impulso unitário para t > 0 são vistas 
nas Figs. 12.24 e 12.25. A Fig. 12.24 corresponde a um sistema subamortecido, e a 
Fig. 12.25 corresponde a um sistema sobreamortecido. Nestas figuras, os pontos de 
partida (em t = 0 +) das trajetórias sáo mostrados pelo ponto P. 



(b) 


Fig. 12.24 Trajetórias correspondendo a respostas a impulsos unitários do sistema da Fig. 
12.21 (caso subamortecido). (a) Gráfico no plano e-é , (b) gráfico no plano c-c . 
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(o) v (b) 


Fig. 12.25 Trajetórias correspondendo a respostas a impulso unitário do sistema da Fig. 
12.21 (caso sobreamortecido). (a) Gráfico no plano e-è , (b) gráfico no plano c-c. 


12.6 ANÁLISE DE PLANO DE FASE DE SISTEMAS DE CONTROLE 

NÁO LINEARES* 

Em sistemas de segunda-ordem com não linearidades dependentes de sinal, é 
possível aproximar o sistema por vários sistemas lineares por trechos. O plano de 
fase inteiro é dividido em várias sub-regiões, cada uma correspondendo a uma 
operação linear individual. Há um ponto singular para cada região, embora ele 
possa estar localizado fora daquela região particular. 

Se o ponto singular está dentro de sua sub-região, então ele é chamado de um 
ponto singular real. Mas. se o ponto singular está fora da sub-região a que ele 
pertence e, portanto, nunca pode ser alcançado pelas suas próprias trajetórias, eleé 
chamado de um ponto singular virtual. Um sistema de segunda-ordem com não 
linearidade dependente de sinal pode ter apenas um ponto singular real. 

Todas as regiões adjacentes a uma região com um ponto singular real terão 
pontos singulares virtuais. A localização e natureza de cada ponto singular são 
determinadas a partir da equação diferencial que governa a dada sub-região. A 
localização de um ponto singular pode depender da entrada. O gráfico de plano de 
fase de cada sub-região é o de um sistema linear. A trajetória composta, que é obtida 
juntando trajetórias nas fronteiras de cada região de operação, fornece a resposta 
transitória do sistema não linear. 

Sistemas de controle com ganhos não lineares. Considere o sistema não linear 
visto na Fig. 12.26(a). O bloco chamado G N é o elemento de ganho não linear. A 
curva característica de entrada-saída deste elemento é vista na Fig. 12.26(b). O 
ganho do elemento é unitário ou k , sempre que a magnitude do sinal de erro e é 
maior do que ou menor do que e 0 , respectivamente. Ou seja, 

m = e para \ e\ > e 0 (12.52) 

m — ke parajelCfo (12.53) 


*Esta seçáo segue a Referência K-l. 
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Fig. 12.26 (a) Sistema náo linear, (b) curva característica de entrada-saída do elemento de 
ganho não linear. 


Para entradas em degrau. Como para entradas em degrau f = r — 0 para/ > 0, a 
Eq. (12.54) se toma 


Tê + é + Km =0 para f > 0 (12.55) 

Das Eqs. (12.52). (12.53) e (12.55), obtemos as seguintes duas equações: 

Tê + ê + Ke = 0 para]ej>e 0 (12.56) 

Tê m + è -f kKe = 0 parajé-] < e 0 (12.57) 

Para se obter a trajetória do sinakde erro, os pontos singulares do sistema 
devem ser inicialmente determinados. Os pontos singulares estáo ondeé = ê — 0. 


Está claro, a partir das Eqs. (12.56) e (12.57), que a origem (0, 0)é o ponto singular 
para o sistema representado por estas duas equações. Na análise que se segue, será 
suposto que as raízes da equação característica, correspondendo à Eq. (12.56), sáo 
complexos conjugados e estáo no semiplano esquerdo do piano complexo. Por- 
tanto. a natureza do ponto singular (0. 0) neste caso é aquela de um foco estável. 

O valor de k é suposto tal que o coeficiente de amortecimento da equação 
característica correspondendo à Eq. (12.57) é igual a um. Entáo, a resposta é 
subamortecida para erros grandes e criticamente amortecida para erros pequenos. 
Se a relação entrem ee fosse dada ou porm = ke oum = e para todas as magnitudes 
do'sinal de erro, entáo o gráfico de plano de fase teria o aspecto visto na Fig. 
12.27(a) ou aquele visto na Fig. 12.27(b). 

A Fig. 12.28 mostra a trajetória do sinal de erro do sistema visto na Fig. 
12.26(a), comas constantes do sistema sendo T = 1, K = A,k = 0,0625, ee 0 = 0,2. 
Supõe-se que a entrada do sistema é um degrau unitário. Como visto na Fig. 12.28, 
o plano de fase está dividido em três regiões. Naregiáo limitada pelas linhas e = e 0 e 
e - -í>o, ocorre uma operação linear representada pela Eq. (12.57). Fora desta 


O sistema tem um ganho grande para sinais de erro grandes e tem um ganho 
pequeno para sinais de erro pequenos. O chaveamento do ganho pode ser conse- 
guido usando-se um dispositivo de chaveamento que muda o ganho do amplificador 
abruptamente de um valor para outro. Para valores pequenos de e, o sistema 
apresenta uma resposta lenta, e para grandes erros, uma resposta rápida. Esta 
característica pode ser desejável para sistemas sujeitos a ruídos de baixa amplitude 
e alta frequência uma vez que sinais de ruído indesejáveis serão suprimidos subs- 
tancialmente, enquanto que sinais de comando podem ser transmitidos de modo 
satisfatório. 

Como este sistema é linear por trechos, é possível obter trajetórias para este 
sistema combinando as trajetórias de dois sistemas lineares. 

Neste exemplo, supomos que o sistema está inicialmente em repouso. A 
equação diferencial relacionando as variáveis cemé 

T£ + t = Km 

Como e = r — c, esta última equação pode ser reescrita como 

Tè + é + Km = Tr + r (12.54) 

Dois tipos de entradas serão consideradas aqui, a entrada em degrau e a entrada em 
rampa (ou rampa mais degrau). 




Fig. 12.27 Gráficos de planode fase de sistemas náo lineares, (a) Caso sobreamortecido (m - 
ke). (b) caso subamortecido ( m = e). 
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região, ocorrerá a outra operação linear, correspondendo à Eq. (12.56). Na Fig. 

12.28. a trajetória começando no ponto A . que é determinada pelas condições 
iniciais e(0) = 1 . é(0) = 0, tende a convergir para o foco estável (0. 0). A operação 
do sistema é chaveada no ponto# . entretanto, onde a trajetória intercepta a linha de 
fronteira e = e 0 . Neste ponto, a trajetória é conectada a uma trajetória pertencendo 
ao ponto singular da região adjacente e passando por este ponto. A partir do ponto 

B. até que a operação do sistema seja novamente chaveada. a trajetória tende a 
convergir para o nó estável (0, 0). A operação do sistema muda novamente no ponto 

C. e a trajetória tende a convergir para o foco estável (0. 0) até que o ponto D e 

alcançado. Neste ponto, a operação do sistema e chaveada mais uma vez. Repe- 
tindo o mesmo processo, a trajetória finalmente converge para o nó estável (0. 0). i 

Em regime estacionário, não há erro. 

Pode-se ver que a trajetória vista na Fig. 12.28 representa de forma geral 
características de resposta a degrau mais desejáveis do que aquelas trajetórias 
vistas nas Figs. 12.27(a) e (b). no sentido de que a primeira resposta é mais rápida 
que a última. Para pequenas entradas em degrau, a resposta não exibe sobre-sinais. 

Para entradas em degrau de amplitude média, a resposta do sistema exibe um único 
sobre-sinal. Para entradas em degraus maiores, pode haver sobre-sinais e “subsi- 
nais” (undershoot) nas curvas de resposta. A Fig. 12.29 mostra curvas típicas de 
resposta a degrau. 



Fig. 12.28 Trajetória correspondendo a uma resposta a degrau unitário do sistema visto na 
Fig. I2.26(a). 
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Fig. 12.29 Curvas típicas de resposta a degrau para o sistema visto na Fig. 12.26(a). 


Para entradas em rampa (ou rampa mais degrau): Para o sinal de entrada 
r(t) = R+Vt 
a Eq. (12.54) se torna 

Té — è — Km — V para t > 0 (12 

Das Eqs. (12.52), (12.53) e (12.58). obtemos para t > 0 

Tè - è ~ Ke = V para | e | > e 0 (12.59) 

Tê-é ~ Kke = V para | e j < e Q (12.60) 

O ponto singular correspondente à Eq. ( 1 2.59) é (V/K, 0), que é suposto ser um foco 
estável* 6 ° Correspondente à Ec *- (12 - 6 °) é (W**, °). Que se acredita ser um nó 

A localização dos pontos singulares pode também ser obtida graficamente. Os 
valores de e , correspondendo às intersecções da reta horizontal m = V/K com a reta 
m - ke t com a reta m=e, fornecem os valores de e dos pontos singulares. Isto é 
mostrado nas Figs. 12.30(a), (b) e (c). Para valores pequenos de V , ou seja, para |V1 
< kKe 0 os pontos singulares estão localizados dentro da faixa delimitada pelas 
retas e - ±e 0 no plano e - é. Para valores médios de V, ou seja, kK^e 0 < |V| <Ke 0 o 
ponto singular, correspondendo à Eq. (12.59), está dentro da faixa delimitada pelas 

ífí a Ím ~ 7- e ç no P lano /. - í.eo outro ponto singular, correspondendo à Eq. 
(12.6U), esta tora desta faixa. Para valores maiores que V, ou seja, [VI > Ke 0 , os 
pontos singulares estão fora desta 'faixa. 

Se a relação entrem te fosse tal quem = ke durante a resposta temporal, então 
o grafico de plano de fase do sistema sujeito à entrada r(t) = R + Vt seria o mesmo 


675 






Fig. 12.30 Diagramas mostrando as localizações de pontos singulares. 


que aquele visto na Fig. I2.27(a). com exceção de que o primeiro está deslocado 
para a direita de um valor VI Kk. como visto na Fig. 1 2.3 l(a). Similarmente. se tn 
fosse igual ar durante a resposta temporal, então o gráfico do plano de tase senão 
mesmo que aquele visto na Fig. 12.27(b). exceto que o primeiro estaria deslocado 
para a direita pela quantidade V/K. como visto na Fig. 12. 31(b). 

A Fig. 12.32 mostra a trajetória do sinal de erro para o caso V < kKe o. (ws 
valores numéricos usados para este exemplo são T = \,K = = 0.0625, e 0 - 

/? = 03 e V = 0 04 ) O ponto de partida A da trajetória é determinado pelas 
condições iniciais e(0) = R = 0,3 eé(0) = V = 0,04. A trajetória partindo do ponto A 
tende a convergir para o foco estável P 2 . Tão logo a trajetória alcance o ponto B, 
entretanto, a operação do sistema é chaveada, e a trajetória começa a convergir 
para o nó estável P v Em regime permanente, o sistema tem um erro. cuja magnitude 

é ÕP 

A Fig. 12.33 mostra a trajetória do sinal de erro quando kKe 0 < V < Ke*. (Na 
Fig. 12.33, as constantes do sistema são T = 1, K = 4, k = 0,0625, e e 0 ~ 0,2. 
entrada é iit ) = Vt = 0,4r.) A trajetória começa no ponto A, que corresponde as 
condições iniciais e(0) = 0, é(0) = 0,4, e tende a convergir para o no estável P ,, 
(16 0) O chaveamento na operação ocorre no ponto B , e então a trajetória tende a 
convergir para o foco estável P 2 (0. 1 . 0). O sistema novamente chaveia no pontoC. e 
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Fig. 12.31 Gráficos de plano de fase de sistemas não lineares com entradas em rampa, (a) 
Caso sobreamortecido (m = ke), (b) caso subamortecido (m - e). 



Fig. 12.32 Trajetória correspondendo a uma resposta a rampa (rampa + degrau) do sistema 
visto na Fig. 12.26(a). 


677 




Fig. 12.33 Trajetória correspondendo a uma resposta a rampa do sistema da Fig. 12.26<a). 



Fig. 12.34 Trajetória correspondendo a uma resposta a rampa do sistema da Fig. 12.26(a). 


a trajetória tende a convergir para o nó estável P, . Um outro chaveamento ocorre na 
operação do sistema no ponto D. O mesmo processo continua até que a trajetória 
converge para o ponto onde e = e 0 ,é = 0. Pode-se ver. da Fig. 12.33. que à medida 
que a trajetória se aproxima do ponto singular (e 0 . 0). o sinal de erro exibe pequenas 
oscilações, e a magnitude do erro estacionário se toma e 0 . 

A operação estacionária do sistema depende da construção física do elemento 
de ganho não linear. Se o chaveamento de uma operação linear para outra envolve 
algum atraso, a resposta do sistema apresentará um ciclo limite em torno do ponto 
(éV 0). Se o chaveamento ocorre instantaneamente, o sistema, em regime estacioná- 
rio. apresenta uma espécie de oscilação tudo-ou-nada (em inglês, chattering). 

A Fig. 12.34 mostra a trajetória do sinal de erro para o caso em que V > Ke 0 . [A 
entrada é r(t) - Vt - 1,2/.] A trajetória partindo do ponto A. com o ponto 
correspondendo à condição inicial . tende a convergir para o foco estável P, , (4.8. 0). 
Entretanto, a operação do sistema é chaveada no ponto B, e a trajetória tende a 
convergir para o foco estável P 2 . (0,3. 0). A operação é novamente chaveada no 
ponto C, e depois no ponto D . e finalmente a trajetória converge para o foco estável 
P 2 . À medida que a trajetória se aproxima da vizinhança do ponto P 2 . o sinal de erro 
apresenta pequenas oscilações, que irão decair para zero. Em regime estacionário, 
a magnitude do erro é ÕP 2 

A análise feita até agora ilustrou que os tipos de resposta de sistemas não 
lineares são dependentes da entrada. Por exemplo, para uma pequena entrada em 
degrau , a resposta não apresenta sobre-sinal. Para uma entrada em degrau grande, a 
resposta é oscilatória. Para uma entrada em rampa de pequena amplitude, a res- 
posta é aperiódica, enquanto que para uma entrada em rampa de amplitude grande a 
resposta é oscilatória. 


Exemplo 12.8 Considereo sistema visto na Fig. I2.35(a). A curva característica do elemento 
não linear é vista na Fig. 12.35(b). Supõe-se que não há atraso de tempo no chaveamento da 
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;ond)ção ligado para a condição desligado. Determine o comportamento de resposta a degrau 
: a rampa para este sistema. Supõe-se que as constantes do sistema são T = 1 , K = 4, e 0 = 0, 1 . 
?,= 0,2, e W 0 = 0,2. 

A equação para este sistema é 


Té+é + Km = Tr+f 

Para e > 0. temos 


m — M 0 

-parae > e x 

m = 0 

para e x > e > — e 0 

3 

11 

1 

£ 

O 

para e < — e 0 

Paraé < 0, temos 

m = M 0 

para e > e 0 

m = 0 

para e 0 > e > —e, 

m = — M 

para e < - e 


Para entradas em degrau: A trajetória deste sistema com uma entrada degrau unitário é 
vista na Fig. 12.36. A resposta mostra um ciclo limite em regime estacionário. Portanto, a 
oscilação na saída do sistema continua indefinidamente. 



Fig. 12.36 Trajetória correspondendo a uma resposta a degrau unitário do sistema visto na 
Fig. 12.35(a). 


Para entradas em rampa: Para uma entrada em rampa r(t) = Vt, a equação do sistema se 
toma 


Té -r è -f Km = V 

Investigaremos agora a resposta para a entrada em rampa para três casos diferentes. 

Caso / ( V > KM 0 ): Um giáfico de plano de fase para o caso em que V = 1 ,2 é visto na Fig. 
12 37 A trajetória partindodo pontoA . por exemplo, seguirá ocaminho ABCD. A trajetóriaé 
assintóticaà retaé = 0,4. O erro tende a infinito quando o tempo aumenta indefim damente. 
Caso 2 (V < KM 0 ): Um gráfico de plano de fase para o caso em que V = 0,4 é visto na Fig. 

12.38. A trajetória partindo do pontoA segue o caminho ABCDEF e converge para um ciclo 

limite. A oscilação de saída continua indefinidamente. . 

Caso 3 (V = KM „): Um gráfico de plano de fase para o caso em que V = 0.8 e visto na Fig. 

12.39. A trajetória partindo do pontoA segue o caminhoABCD. A trajetória converge para o 
ponto D. Em regime estacionário, o sistema terá um erro estacionário igual a Ou. 

Resumo A matéria apresentada nesta seção pode ser resumida como segue: 
Considere o sistema visto na Fig. 12.40. O bloco N no elo direto representa um 
elemento de ganho não linear que é dependente da amplitude. Se n(e) assume 
valores univocamente, é uma função contínua e diferenciável de e, então sua 
inclinação dn(e)lde = n'(e) define um ganho incremental de malha. Enquanto a 
trajetória permanece em uma faixa vertical em tomo de e = fino plano de fase, a 
não linearidade pode ser substituída por uma constante n'(e } ) = K. O comporta- 
mento das trajetórias em uma faixa em torno de e = e, será governado por uma 



Fig. 12.37 Gráfico de plano de fase do sistema visto na Fig. 12.35(a). [rit) U2 1] 
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Fig. 12.40 Sistema de controle 
não linear. 




! 



i 


Fig. 12.38 Gráfico de plano de fase do sistema v-sto na Fig. I2.35(a). [r(ti - 0.4/]. 


èk 



Fig. 12.39 Gráfico de plano de fase do sistema visto na Fig. 12.35(a). [iit) - 0.8/]. 


G{s) 


equação diferencial linear invariante no tempo. Isto é. para cada segmento de reta 
da curva me) em função de e corresponde uma região no plano de fase dentro da 
qual as soluções transitórias obedecem a uma equação diferencial linear . Portanto, 
o plano de fase inteiro está dividido em várias regiões. 

1 . Se n '(e) é substituído peio ganho variável K correspondendo a todos os 
possíveis valores àt n '(e>. e se determina que o sistema a malha fechada é 
estável para todos os valores de K . então é intuitivamente claro que o sistema 
é estável e que todas as trajetórias irão convergir para um ponto singular 
único e estável. 

2. Se o sistema a malha fechada é instável para alguns valores de K e estável 
para outros, o sistema pode apresentar um ciclo-limite. ou ciclos-limite. 
Considere o caso em que todo o plano de fase é dividido em três regiões, 
como visto na Fig. 12.41. Se as trajetórias na dada região têm um ponto 
singular dentro desta região, então ele é um ponto singular real. Se o ponto 
singular está localizado fora da região dada. ele é um ponto singular virtual. 
Referindo-se à Fig. 12.41. suponha que a região II tem um ponto singular real 
e que as regiões I e 1 1 1 têm pontos singulares virtuais. Suponha também que o 
ponto singular real é instável e que os pontos singulares virtuais são estáveis. 
Pode-se ver que todas as trajetórias irão entrar na região II. Como o ponto 
singular nesta região é instável, as trajetórias não podem permanecer na 
região II. e acabarão tendo que deixá-la. Portanto, pode-se ver que as 
trajetórias não podem terminar em um ponto singular pois o único ponto 
singular real é instável. Elas não podem tender a infinito pois os pontos 
singulares virtuais são estáveis. Portanto, o único comportamento possível 
para as trajetórias é tender a um ciclo-limite estável. O conceito de pontos 
singulares reais e virtuais é muito fácil de ser tratado, e pode ser estendido 
facilmente para sistemas de ordem maior que a segunda. 
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Um sistema de equações diferenciais ordmanas de ordem n contendo um 
número arbitrário de não linearidades contínuas e unívocas, onde cada não lineari- 
dade pode ser aproximada por um número suficiememente grande de segmentos de 
reta (em outras palavras, onde os aspectos topológicos da solução de uma equação 
diferencial são preservados sempre que a não linearidade é substituída por uma 
aproximação por uma reta adequadamente escolhida >. e chamado monoesta vel se a 
equação diferencial linear em cada ponto no espaço de fase é estável. Em outras 
palavras, a equação diferencial a que nos referimos deixa de ser monoestáve! 
apenas se a equação diferencial linear incrementai e instável em alguma região no 
espaço de fase. O comportamento dinâmico de sistemas monoestáveis é essencial- 
mente similar ao de sistemas lineares. Se a trajetória no espaço de fase permanece 
dentro de duas superfícies concêntricas esférica- com nenhum ponto singular 
disponível, então não podemos afirmar que a trajetória tenderá para uma órbita 
periódica ou ciclo-limite. Entretanto é verdade que a trajetória tenderá para uma 
trajetória limite quase periódica. Em um sistema de controle, tal trajetória geral- 
mente representa um desempenho indesejável, tanto quanto uma órbita periódica. 

12.7 COMENTÁRIOS CONCLUSIVOS 

Neste capítulo, apresentamos a análise gráfica associada com sistemas de 
segunda-ordem. A maior parte da discussão foi dada no piano de fase com as 
coordenadas x ei. Outras variáveis podem ser usadas como coordenadas, mas o 
gráfico de plano de fase se modificará de acordo. 

Mostramos que o comportamento limite das trajetórias de um sistema de 
segunda-ordem quando o tempo t tende a infinito será uma das três possibilidades 
seguintes: 

1. As trajetórias tendem para um ou mais pontos de equilíbrio estáveis. 

2. As trajetórias tendem a infinito. 

3. As trajetórias tendem a um ciclo-limite ou ciclos-limite. 

Mostramos que e possível estabelecer todas a- características qualitativas da- 

trajetórias examinando o campo de direções definido pelas equações diferenciais 
em um número suficientemente grande de pontos no plano de fase. Pode-se fazer 
com que a precisão de tal gráfico seja tão boa quanto desejada, dentro de certos 
limites. 

Embora a análise gráfica do plano de fase seja hmitada a sistemas de segunda- 
ordem. os conceitos da análise de plano de fase podem ser estendidos para sistemas 
de ordem superior. Em virtude das dificuldades de trabalhar graficamente em 
espaço tridimensional e da impossibilidade de visualizar trajetórias em espaços 
n -dimensionais se n > 3. torna-se necessário utilizar outros métodos. Os métodos 
de análise de espaço de estados, que são indispensáveis na teoria de controle 
moderno e que são apresentados nos Caps. 14 a 16. são extensões do método do 
plano de fase e são aplicáveis na análise e síntese de sistemas dinâmicos em espaço 
n-dimensional. 

Problemas Ilustrativos e Soluções 

<p — oU-»c 

Problema A. 12.1 Considere o pêndulo simples visto na Fig. 12.42. A equação para este 
sistema é 

6 = — -y sen 6 

Obtenha a equação para a trajetória. Em seguida construa o gráfico de plano de fase. 
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Fig. 12.42 Pendulo simples. 



♦ 

mg 


Solução. Reescrevendo a equação do sistema, obtemos 

6 fe = - f seníí 

ou 

è dd = -j-scnd d6 (12.61) 

Integrando ambos os lados da Eq. (12.61). obtemos a equação da trajetória: 

y 6 1 — y COS 6 = k 
onde K é uma constante. Façamos 



Então a Eq. ( 12.61 ) se torna 



Fig. 12.43 Gráficos de plano de fase para o sistema de pêndulo simples. 
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As isóchnas são curvas senoidais. A Fig. 12.43 mostra o grafico de plano de fase para o 
iistema. 


Problema A. 12.2 Considere o sistema visto na Fig. 12.44. Supoe-se que o sistema esta 
iniciaimente em repouso. A entrada do sistema e a função pulso vista na Fig 12.45(a). A altura 
e a largura do pulso são h ea. respectivamente. Esta entrada em pulso pode ser considerada 
como a soma de duas entradas em degrau, como visto na Fig. 12.45{b). A entrada em degrau 
positivo hhné aplicada em t = 0. e então a entrada em degrau negativo -h\U-a)t aplicada 

em t = q. , 

Construa a trajetória do sistema quando sujeito a esta entrada em pulso. 



- h - 1 ! t - a ) 


(b; 
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Solução. As equações para o sistema são 

Tê -F ê + Ke = 0 para 0 < t < (X 

Tê — é — Ke = — oo para r = a 

Tê — é -i- Ke = 0 para a < t 

Suporemos que os pólos da função de transferencia de malha-fechada são complexos conju- 
gados e estão no semiplano esquerdo. (Outros casos podem ser tratados de forma seme- 
lhante.) 

Como e suposto que o sistema está inteialmenie em repouso, as condiçoes iniciais para o 
sinal de erro são e(0) = h e <?(0) = 0. Então, como visto na Fig. I2.46(a). a trajetona no plano 
e-e começa no ponto A e segue o caminho que converge para o foco estável (0, 0) ate que t 
= q. Em t = a. a trajetória alcança o ponto B. Como a entrada em degrau negativo e apbcada 


è 


e 


neste instante, a trajetória pula do ponto.6 ao ponto C. onde e = — * . Do ponto C. a trajetória 
pula para o pontoD. Estes saltos do ponto£ ao ponto C ao ponto D ocorrem no instante i = a. 
Do ponto D, a trajetória converge para a origem, como visto na Fig. 12.46(a). No piano de 
fase. tais saltos podem ser indicados por uma linha tracejada, como visto na Fig. I2.46(b). 

Em termos do sinal de entrada, as equações do sistema se tomam 

Tc ~ c — Kc = Kh para 0 < : < a 

Tc — c ~ Kc = 0 para a < : 

No plano c—c. a trajetória parte da origem como visto na Fig. 12.46( o. Isto acontece porque 
as condições iniciais sãor(O) = c(0) = 0. A trajetória tende a convergir para um foco estável/ 5 . 
Em í — a, a trajetória alcança o ponto A. Neste momento, o ponto singular do sistema é 
chaveado do ponto P à origem. Portanto, para t > a. a trajetória converge para a ongem. um 
foco estável, como visto na Fig. I2.46ic A trajetória no plano c-c não exibe quaisquer 
saltos. Como visto da Fig. 12.46(c). a resposta ao pulso da saída do sistema cUi é oscilatória 
uma vez que se supõe que os pólos da função de transferência de malha-fechada são comple- 
xos conjugados e localizados no semiplano esquerdo. Se cm fosse desenhado em função do 
tempo, o ponto A na Fig. 12.46(c) corresponderia ao primeiro ponto de inflexão da curva de 
resposta temporal. 

Problema A. 12.3 A Fig. 12.47(a) mostra um sistema de controle com uma não linearidade 
tipo saturação. A curvada característica ae entrada-saída da não linearidade tipo saturação é 
vista na Fig. 12.47(b). Supondo que o sistema está inicialmente em repouso, construa as 
trajetórias no plano de fase quando o sistema é sujeito a uma entrada em degrau rii) = R e uma 
entrada em rampa rt t) = V/,(V> 0). Supõe-se que as constantes do sistema são 7 = \.K = 4. 
e 0 = 0,2, e M„ = 0,2. 



(b) 


Fig. 12.47 (a) Sistema de controle com não linearidade tipo saturação, (b) curva da caracte- 
rística entrada-saída da não linearidade upo saturação. 
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Solução. Da curva característica da saturação vista na Fig. 12.47(b). obtemos 

tn — c para e < e 0 

m — A/ c para c > e 0 

m —M o para f < — e c 


A equação para o sistema e 

Te — c — Km = Tr — r 

Para entrada em degrau : Para a entrada em degrau, r = r = 0 para / > 0. Portanto. 
Té — c — Km — 0 
Para a operação linear do sistema. 

Té - è - Ke - 0 

O ponto singular (0, 0) ou é um nó estável ou um foco estável. Para a operação não linear do 
sistema. 

Té — è — KMo = 0 Para e > e 0 

Té — è — KM 0 = 0 P ara e < ~ e o 

Definamos 



que corresponde aa = 0. Similarmente, da Eq. (12.63), parae < -e 0 - todas as trajetórias são 
assintóticas à reta 


é - KM o 

A Fig. 1 2.48 mostra um gráfico de plano de fase para a região |ei > <?o- A Fig. 1 2. 49 mostra a 
trajetória quando o sistema está sujeito a uma entrada em degrau de amplitude 2. 
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Fig. 12.48 Gráfico de plano de fase para a região \e > e b para o sistema visto na Fig. 12.47(a). 



Para entradas em rampa : Para a entrada em rampa, r — \ t ef = V = constante. Portanto 
a equação do sistema se torna 


Te — f — Km = í ' 


ou 


Té - è + Ke = V 
Té - e ~ KMo = V 
Té - é - KM 0 = V 


para \e\ < e 0 
para e > e 0 
para e < — e 0 


0 ponto singular para a operação linear esta localizado em <V/K. 0). Ele ou e um foco estax el 
ou um no estável. Para operações não lineares. 


V KM 0 



para e > e 0 


para e < —e 0 


Parat t exceto para o caso especial quando V = KM„. as trajetórias são assintóticasa reta 

c = V - KM 0 (12.64) 

e. paru t ■" -<■<,. as trajetórias são assintóticas a reta 

c = V - KM 0 (12.65) 

Das Eqs. 12.64» e ( 12.65). pode-se ver que a reta para a qual as trajetórias se aproximam 
assintoticamente ou esta acima do eixo e ou abai xo do eixot . dependendo de V > KM ( , ou V < 
KM, 

Caso /’ ( t > KM„): O gráfico de plano de fase para o caso em que V = 1 .2 é visto na Fig. 12.50. 
Se a condição inicial e dada pelo ponto/\ . então a trajetória segue ocaminho/lBCD. Do ponto 
B ao ponto C. a trajetória tende a convergir para um foco estável. iVIK. 0): entretanto, a 
traietona não pode convergir para este foco estável. Ao invés disto, a trajetória se torna 
assmtólica a reta horizontal e = 0.4. Em regime estacionário, o erro se torna infinito. 
Caso 2 í < KMo): O gráfico de plano de fase para o caso em que V = 0.4 é visto na Fig. 12.51. 
Se a condição inicial é dada pelo ponto A . então a trajetória converge para um foco estável. 
(V/K. 0i. o ponto singular real. 

Caso 3 (V = KMo): Neste caso. para e > e b . 

Té — è — 0 

ou 

or|-i) = ° 


Fig. 12.49 Trajetória correspondendo a uma resposta a degrau do sistema visto na Fig. 
I2.47(a). 


Isto significa que para c > < j „ as trajetórias ou são retas com inciinação - 1/7 ou a reta e = 0. O 
gráfico de plano de fase para o caso em que V = 0.8 é visto na Fig. 12.52. Se a condição inicial é 
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12.50 Gráfico de plano de fase do sistema visto na Fíg. 12.47(a). [ iit > = 1.2/]. 



Fig. 12.51 Gráfico de plano de fase do sistema visto na Fig. I2.47(a). \rtt) - 0.4/]. 
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Fig. 12.52 Gráfico de plano de fase do sistema visto na Fig. !2.47(a). [r(t> 0.8/] 


dada pelo ponto A . a emtviK^DcponioC^ traietona converge ao ponto 

^^olXS^n^^^de do írro estaconano e ÕZ>. 

a Pio n stim mostra um diagrama de blocos de um sistema de 
Problema A. 12.4 A F g. - ■ - . r a nirva da característica de entrada-saída do 

controle com amortecimento nao linear.A erística do elemento não linear é tal 

elemento não l.near G, e vista na Ftg^ UAKW - A “factens^ ^ ^ sign]f|Ca que para 

que o sinal m e nulo se a ma f ^ ud ^° a ‘ ortecimenl0 nuio 0 u uma constante de velocidade 
sinais de erro grandes o sistema tem a sistema tem o termo de amortecimento ■ 

infinita. Para sinais de erro menores (ie < *o) . < > ema em o linearmente. 

Portanto, a quantidade de sinal t^ometrico de ea menuçao^ c e ^ t ™^J a riores as de 
As características de resposta transitória de - clens ti C as de resposta mais rápida 

sistemas lineares, no sentido de que os apresenta 

com menor sobre-sma! do que os últimos. ( Para ^ *1 í e mTé^m amortecido. ) 

resposta mais rápida; para um -^cialmente em repouso e que as constantes do ststema são K 

Supondo queo sistema est^tnicwhrienti ^ ^ ^ „ ormallzado quando os, s.emae 

suSeito°ã"uma é'n, rada" degrau umuMo. Em seguida oonstrua as 

. nífn n cícr pmn p siiieito a uma entrada nt) - U.> o. ir e umaeimau 


•Referência L-8. 
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Solução. Da Fig. 12.53(a). obtemos 


c = Kb 
b = e — mc 
c — r — e 


A equação para o sinal de erro pode ser escnta como 
è — mKé -r Ke = r — mKr 


( 12 . 66 ) 


Da Fíg. 12.53(b). 

m = K 0 para | e j < e 0 
m = 0 para j e | > e 0 

Para entradas em degrau '. Como para a entrada em degrau r = r = 0 para .' > 0. a Eq. 
(12.66) pode ser simplificada para 

è -F KK 0 é + Ke = 0 para | e j < e 0 (12.67) 

è -P Ke = 0 para \ e\ > e 0 (12.68) 
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Fig. 12.54 Trajetória correspondendo a uma resposta a degrau unitário do sistema visto na 
Fig. 12.53(a). 


Portanto, a operação do sistema consiste em dois modos iineares. Das Eqs. (12.67) e (1_T>8). 
pode-se ver que para ambos os modos de operação linear a origem é o ponto singular. Para 
|e| < e 0 . o ponto singular ou é um nó estável ou um foco estável. Paralf; > e 0 . o ponto singular e 

um centro. , . . . 

Da Eq ( 12 68) pode-se ver que a trajetória é para \e\ > e 0 e uma circunferência no plano 
de fase normalizado [plano e-iel\T)}. A Fig. 12.54 mostra a trajetória do sinal de erro no 
plano de fase normalizado quando o sistema é sujeito a uma entrada degrau unitano. 

Paru entradas em rampa ou rampa mais degraw. Vamos chamar 

r(0 - R - V(t) 

Para t > 0, a Eq. (12.66) pode ser reescrita como 

è -r mKé — Ke = mKV 
ou 

é + KK 0 é -f Ke - KK 0 V para \e \ < e Q U 2 - 69 ) 

è- Ke = 0 parale|>e 0 (l2 - 70) 

Das Eqs. (12.69) e ( 12.70). determinamos que o ponto singular para ei < e 0 é 0) e que 

para \e > e 0 é a origem (0. 0). Como o sistema tem amortecimento positivo para e < fo- o 
ponto singular (À' 0 \ . 0i ou é um nó estável ou um foco estável. Para valores menores de ■ 9 U 
seja. V < eJK 0 . o ponto singular esta no eixo e entre 0 e e 0 \ para valores maiores de t .ou seja. 
V > eJK 0 , ele se localiza sobre o eixo e á direita do ponto e - e«- 
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Fig. 12.55 Trajetória correspondendo a uma resposta a rampa (rampa -r degrau) do sistema 
visto na Fig. 12.53(a). [ rit) - 0.5 - O.lf]. 



Fig. 12.56 Trajetória correspondendo a uma resposta a rampa do sistema visto na Fig. 
12.53(a). [rui = /]. 
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A Fig. 12.55 mostra a traietona do sinal de erro no plano de fase normalizado quando/? = 

0 5 e V = 0.1. A traietona parte do ponto A. que é especificado pelas condições iniciais e(0i = 
o‘s. é{0),2 = 0.05. O ponto representativo se move ao longo do arco centrado na origem até 
que a traietona alcança a reta e = e v no ponto B . onde a operação do sistema é chaveada para a 
outra operação linear Deste ponto em diante, a trajetória converge para o ponto smgularPj. 

0). Em regime estacionário, a amplitude do erro é Õr 
A Fig. 12.56 mostra a trajetória do sinal de erro no planode fase normalizado quando/? = 

0 e V = 1 . A~iraietona começa no ponto A . que corresponde às condições iniciais e(0j = 0. 
é(0)/2 = 0.5. e começa a convergir para o ponto singuiar P (1. 0). No ponto B ocorre o 
chaveamento na operação do sistema, e a trajetóna começa a convergir para um centro (Ü. 0). 
No ponto C ocorre outro chaveamento na operação. Repetindo o mesmo processo, a 
trajetóna finalmente com erge para o ponto (<?„• 0) . Nas vizinhanças do ponto le„. 0). o sinal de 

erro exibe pequenas oscilações. . , 

O comportamento de regime estacionário do sistema depende da construção tísica deste. 
Se o chaveamento entre duas operações lineares acontece instantaneamente, o sistema 
apresentará o chatterins em regime estacionário. Se há um atraso considerável no chavea- 
mento. entretanto, o sistema exibirá um ciclo limite em tomo do ponto (e 0 - 0>- 

Da análise que fizemos, pode-se ver que para a entrada em rampa ri tj — V t o sistema não 
linear presente tem um erro estacionário de amplitude e 0 ou menor , dependendo da amplitude 
de V. Isto pode ser considerado como uma vantagem do sistema nao linear em discussão sobre 
seu sistema linear correspondente, porque, para uma entrada em rampa rit) — V í, o sistema 
linear cuia equação diferencial é dada pela Eq. (12.69) tem um erro estacionário de A 0 V . que e 
proporcional a V’ : portanto ele pode ter um valor grande para um valor grande de V . no caso do 
sistema não linear em discussão . a amplitude do erro estacionário para entradas em rampa e no 
máxirho Co- 9 ue pode ser feito pequeno. 

Problema A. 12.5 A Fig. 12.57 mostra um servomecamsmo de segunda-ordem com atnto 
de Coulomb. O atrito do Coulomb é uma força de atnto independente da amplitude da 


Atrito de 
Coulomb 



Fig. 12.57 Servomecamsmo de segunda-ordem com atnto de Coulomb. 


velocidade mas sempre se opondo a ela. Desenhe as trajetórias no plano e—é quan o o 
sistema é sujeito às condições iniciais (iletO) = 2.2. é(0) = 0: (iiJeíO) = 3.5. é(0) - upon a 
que as constantes do sistema são K = 2. J = \. e F r = 1 ■ 

Solução. As equações que descrevem a dinâmica do sistema são 


Jc=m — h — Ke~h 
c = r — e 
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onde 

h — F; para t > 0 
= —F c para c < 0 

Em termOí co sinal de erre. as equações do sistema podem ser simplificadas fornecendo 
Jè — Ke — h — Jr ( 12.71 j 

Na anaiise presente, r = (. Portanto a Eq. (12. i - se toma 

Jè - Ke - h = 0 



onde B é uma constante. As trajetórias no semiplano esquerdo do plano de fase normalizado 
também são semicircunferéncias. 

Pode-se ver que o efeito de atrito de Coulomb na resposta do sistema é deslocar o gráfico 
de plano de fase do correspondente sistema linear, sem o atrito de Coulomb, da distância />/£ 
para a esquerda no semipiano superior e. a mesma distância, para a direita no semiplano 
inferior 

A Fiç 12.58 mostra duas trajetórias correspondendo às condições iniciais dadas. A 
trajetória cenotada por <ii indica que há um erro estacionário de magnitude 0.2. A trajetória 
denotada por (iri termina em dO) = -0.5. e(0» = 0: portanto o sistema exibe um erro 
estacionano de magnitude 0.5. 
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Fig. 12.58 Trajetórias para o servomecanismo visto na Fig. 12.57. 

Problemas 

Problema B.12.1 Construa um gráfico de plano de fase do sistema definido por 

À] — A', — ,X' : 

-V; = 2.V, - .V; 

Problema B.12.2 Construa um gráfico de plano de fase para o seguinte sistema: 

x — x — )x \ = 0 

Problema B.12.3 Construa um gráfico de plano de fase do seguinte sistema: 

6—6 —sen 6 — 0 

Problema B.12.4 Determine as localizações e tipos de pontos singulares do sistema não linear 
descrito por 

ii = 0,3 — 0,1 A-) — as — 0,188jcja : — 0 } lSx\ 

Á; - -0,25a, - 0.1. v : - 0.047 a:? - 0.188*,*! 

Problema B.12.5 A seguinte equação é chamada de equação de Van der Pol: 

X - (1 - A'*)a' - .V = 0 

Determine o tipo do ponto singular. Desenhe um gráfico de plano de fase. 
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Fig. 12.59 Sistema de controle. 


Problema B. 12.6 Obtenha a trajetória que representa aresposta do sistema visto na Fig. 12.59 
quando este é sujeito à entrada 

r(/) - Ri 1(/) + R z 10 -2) -r R } 10 - 3) 

onde l(r - tf) é uma função degrau unitário que ocorre em t = í;. Suponha que o sistema está 
inicialmente em repouso. 

Problema B.12.7 Considere o sistema visto na Fig. 12.60. Construa gráficos de plano de fase 
para este sistema no plano e-è quando K = 0 e K — 1 . Suponha que a entrada ri t ) é nula para t > 
0 e que o sistema está sujeito apenas à condição inicial. 


Fig. 12.60 Sistema de controle. 


Problema B.12.8 Construa diagramas de plano de fase para o sistema visto na Fig. 12.61 
quando A = 0 e A = 0,1. A entrada r é uma funçáo degrau unitário. Use e e e como as 
coordenadas. 


i 



Problema B.12.9 Considere o sistema visto na Fig. 12.62. A entrada r é uma funçáo rampa 
unitária. Construa uma trajetória típica no plano e-è. 
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Fig. 12.62 Sistema de 
controle náo linear. 



Problema B.12.10 Considere o sistema visto na Fig. 1163. Suponha que ele está sujeito 
rroDieiuu .... „ , .matórin tímoa no nlano c-c. 


Fig. 12.63 Sistema de 
controle não linear. 




Fig. 12.64 Sistema de controle não linear. 


Problema B.12.11 A Fig. 12.64 mostra um sistema de segunda-ordem com u ^ h f anh ?/j^1 
realimentaçáo não linear O bloco K indica um ganho de contro e proporac > - ^ reahmen . 


tação tacométrica é o de uma saturaçao. 

Desenhe trajetórias típicas no plano e-è mostrando as 
iniciais. Suponha que K = 5, J = l.ea = 1- 


respostas para várias condições 
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Sistemas de 
Tempo Discreto 
e o Método da 
Transformada z 

13.1 INTRODUÇÃO A SISTEMAS DE TEMPO DISCRETO 

Sistemas de tempo discreto, ou sistemas a dados amostrados, são sistemas 
dinâmicos em que uma ou mais variáveis podem mudar apenas em instantes 
discretos de tempo. Estes instantes, que denotaremos por AT ou t k (A = 0. 1,2,...). 
podem especificar o instante em que é feita alguma medida física ou o instante em 
queé lida a memória de um computador digital etc. O intervalo de tempo entre dois 
instantes discretos é considerado suficientemente pequeno, de tal forma que os 
dados para os tempos entre estes instantes discretos podem ser aproximados por 
interpolação simples. 

Sistemas de tempo discreto diferem dos de tempo contínuo, em que os sinais 
para um sistema de tempo discreto estão na forma amostrada. 

Sistemas de tempo discreto ocorrem na prática quando as medidas necessárias 
para o controle são obtidas de forma intermitente, ou um controlador de larga escala 
ou computador é multiplexado no tempo entre vários processos de tal forma que um 
sinal de controle é mandado para cada processo apenas periodicamente ou quando 
um computador digital é usado para fazer as computações necessárias para con- 
trole. Muitos sistemas de controle industrial modernos são sistemas de tempo 
discreto uma vez que invariavelmente incluem alguns elementos cujas entradas 
e/ou saídas são discretas no tempo. Às vezes, entretanto, a operação de amostra- 
gem. ou discretização, pode ser inteiramente fictícia e introduzida apenas para 
simplificar a análise de um sistema de controle que na realidade contém apenas 
elementos contínuos. 

Neste capítulo, estudaremos sistemas de tempo discreto onde o sinal que 
representa o esforço de controle é constante por trechos e muda apenas em 
instantes discretos no tempo. Como há vários tipos diferentes de operação de 
amostragem de importância pratica, estes serão alistados como segue: 


1 . Amostragem periódica (convencional): Neste caso. os instantes de amos- 
tragem são igualmente espaçados, ou t k = AT (A = 0, 1, 2,...). 

2. Amostragem de ordem múltipla: o padrão dos instantes t k é repetido 
periodicamente, ou t k+T — t k = constante para todo A. 

3. Amostragem de taxa múltipla: Neste caso. duas amostragens concorren- 
tes ocorrem a t k = p7, e qT>. onde 7,. T- 2 são constantes e p, q são inteiros. 

4. Amostragem aleatória: Neste caso. os instantes de amostragem são alea- 
tórios. ou t k é uma variável aleatória. 

Neste livro trataremos somente do caso de amostragem periódica. 

Quantização. A inclusão de um computador digital em um sistema analógico 
produz sinais em forma digital (normalmente como números binários) em parte do 
sistema. O sistema então toma a forma de uma combinação mista digital-analógica. 
A introdução de um computador digital em um sistema de controle requer o uso de 
conversores digital-analógico e analógico-digital. A conversão de um sinal analó- 
gico para o correspondente sinal digital (número binário) é uma aproximação 
porque o sinal analógico pode assumir um número infinito de valores, ao passo que 
a variedade de diferentes números que podem ser formados por um conjunto finito 
de dígitos é limitada. Este processo de aproximação é chamado de quantização. 

O processo de quantização (conversão de um sinal em forma analógica para um 
em forma digital) pode ser ilustrado através da curva característica da Fig. 13. 1 . A 
gama de amplitudes de entrada é dividida em um número finito de intervalos 
disjuntos hi que não são necessariamente iguais. Todas as amplitudes caindo dentro 
de cada intervalo são equacionadas a um valor único dentro do intervalo. Este valor 
único é a aproximação digital para as amplitudes do sinal de entrada analógico. 
Portanto, se x é a entrada analógica, a saída digital é dada por y = Q(x), onde Q é a 
função de quantização. 

A função x(t) ilustrada na Fig. 13.2(a) é uma função discreta; aquela vista na 
Fig. 13.2(b) é uma função quantizada, e aquela vista na Fig. 13.2(c) é quantizada 
tanto em amplitude como no tempo. A operação de sistemas de controle digital 
envolve quantização tanto em amplitude como em tempo. 



Fig. 13,1 Uma curva mostrando quantização. 
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(a) 




Fig. 13.2 (a) Função de tempo discreto: (bt função quantizada; (c) função quantizada de 
tempo discreto. 


Definições. Apresentaremos em seguida as definições de vários termos. 

Transdutor. Um transdutor é um dispositivo que converte um sinal de entrada 
em um sinal de saída de outra forma. ( A saída em geral depende da história passada 
da entrada.) 

Transdutor analógico. Um transdutor analógico é um transdutor em que os 
sinais de entrada e saída são funções contínuas no tempo. As amplitudes destes 
sinais podem ter qualquer valor dentro de limitações físicas do sistema. 

Transdutor a dados amostrados. Este é um transdutor em que os sinais de 
entrada e saída ocorrem apenas em instantes discretos de tempo (normalmente 
periódico), mas as amplitudes do sinal, como no caso do transdutor analógico, são 
não-quantizadas. 

Transdutor digital. Um transdutor digital é aquele em que os sinais de entrada 
e saída ocorrem apenas em instantes discretos de tempo e as amplitudes dos sinais 
são quantizadas, i.e., podem assumir apenas certos níveis discretos. 

Transdutor analógico-digital. Este é um transdutor em que o sinal de entrada 
é uma função contínua do tempo e o sinal de saída é um sinal quantizado que pode 


assumir apenas certos valores discretos. . . ... . 

Transdutor digital-analógico. Um transdutor digital-analogico e aquele em 
que o sinal de entrada é um sinal quantizado e o sinal de saída é uma função contínua 
no tempo. 


Controladores analógicos e controladores digitais. Ao considerar os tipos de 
controladores que são usados em sistemas de controle industnais, podemos dividi- 
los nas seguintes três categorias: 

Controladores ou computadores analógicos: Estes representam as vanaveis 
nas equações por grandezas físicas contínuas. Controladores analógicos podem ser 
nroietados para que sirvam satisfatoriamente como controladores nao de decisão. 

Controladores ou computadores digitais: Estes operam apenas sobre núme- 
ros. A função de decisão é importante em controladores digitais, e atualmente estão 
sendo usados para a solução de problemas envolvendo a operação ótima global de 

processos industriais. .... r c ... 

Controladores ou computadores analogico-digitais . Estes sao frequente- 
mente chamados de controladores híbridos. São combinações de controladores 
_ i - * AirrUnir a immc ml adores de alto desempenho são deste tipo. 


Vantagens de controladores digitais sobre controladores analógicos. Algumas 
das vantagens de controladores digitais sobre controladores analógicos podem ser 

resumidas como segue: _ 

1 . Controladores digitais são capazes de realizar complexas computações 
com precisão constante a grande velocidade. Computadores digitais podem 
ter quase qualquer grau de precisão nas computações com um aumento 
relativamente pequeno de custo. Por outro lado, o custo de computadores 
analógicos aumenta rapidamente quando aumenta a complexidade das com- 
putações caso uma precisão constante deva ser mantida. 

2. Controladores digitais são extremamente versáteis. Fazendo um novo 
programa, podem-se modificar completamente as operações que estão sendo 
executadas. Esta característica é particularmente importante se o sistema de 
controle deve receber informação de operação ou instruções de algum centro 
de computação, onde uma análise económica e estudos de otimização estão 

sendo feitos. , , , 

Em virtude da inabilidade de técnicas convencionais de tratar problemas de 
controle complexos, é costumeiro subdividir um processo em unidades menores e 
então tratar cada uma destas como um problema de controle em separado. Opera- 
dores humanos são normalmente usados para coordenar a operação de unidades. 
Avanços recentes em sistemas de controle por computador causaram mudanças 
neste uso de controles de processos industriais. Novos desenvolvimentos em 
computadores de larga escala e de métodos matemáticos fornecem uma base para o 
uso de toda informação disponível no sistema de controle. No controle convencio- 
nal, esta parte da malha de controle é feita diretamente por seres humanos. 


Controle de sistemas complexos por computador. A tendencia atual no controle 
de sistema de larga escala é de consolidar a multiplicidade de unidades controladas 
independentemente em processos únicos controlados de forma otima. Em sistemas 
de controle de processos industriais, em geral não é prático operar por um tempo 
muito longo em regime estacionário porque podem ocorrer certas mudanças em 
especificações de produção, matéria-prima, fatores económicos, e equipamentos e 
técnicas de processamento. Portanto, o comportamento transitono de processos 
industriais deve ser levado em conta. Como há interações entre vanaveis o 
processo, o uso de apenas uma variável de processo para cada agente de con ro e 
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nãoé adequado para um controle realmente completo. Usando controle por compu- 
tador. é possível levar em conta todas as variáveis do processo juntamente com 
fatores econômicos, especificações de produção, desempenho de equipamento 
etc., e portanto obter um controle ótimo de processos industriais. 

Note que um sistema capaz de controlar um processo tão completamente 
quanto possível terá que resolver equações complexas. Quanto mais completo o 
controle, mais importante se toma conhecer e usar as relações corretas entre 
variáveis de operação. O sistema deve ser capaz de aceitar instruções de fontes tão 
variadas como computadores e operadores humanos e também modificar comple- 
tamente seu subsistema de controle em um tèmpo curto. 

Abordagem de transformada z e de espaço de estado na análise de sistemas de 
tempo discreto. A análise de sistemas de tempo discreto pode ser feita facilmente 
em um de dois diferentes métodos. Um é o da transformada z. e o outro é o de 
espaço de estados. 

O método da -transformada z tem a mesma relação para sistemas lineares 
invariantes no tempo de tempo discreto que o método da transformada de Laplace 
para sistemas lineares de tempo contínuo invariantes no tempo. Este capítulo 
apresenta apenas o método da transformada z para a análise de sistemas lineares 
invariantes no tempo de tempo discreto. A abordagem de espaço de estados para a 
análise de sistemas lineares de tempo discreto é vista nas Seções 14.6 e 14.7. 

13.2 A TRANSFORMADA z 

Esta seção apresenta o método da transformada z para tratar de funções de 
tempo discreto. Como dito anteriormente, o papel desempenhado pela transfor- 
mada z em sistemas de tempo discreto é bastante similar ao da transformação de 
Laplace em sistemas de tempo contínuo. Como funções de tempo discreto ocorrem 
quando sinais contínuos são amostrados, iremos primeiro discutir dispositivos 
amostradores e seguradores. 

Dispositivos amostradores e seguradores. O elemento essencial de um sistema 
de tempo discreto é o amostrador. Em um amostrador convencional, uma chave se 
fecha para admitir um sinal de entrada a cada T segundos. Na prática, a duração de 
amostragem é muito curta em comparação com a constante de tempo mais significa- 
tivado processo. Um amostrador converte um sinal contínuo em um trem de pulsos 

ocorrendo nos instantes de amostragem 0. T, 2 T onde T é o período de 

amostragem. (Entre os instantes de amostragem, o amostrador não transmite 
nenhuma informação.) Dois sinais, cujos respectivos valores nos instantes de 
amostragem são iguais, resultarão em um mesmo sinal amostrado. 

Um dispositivo segurador converte o sinal amostrado em um sinal contínuo, 
que reproduz aproximadamente o sinal aplicado a um amostrador. O dispositivo 
segurador mais simples converte o sinal amostrado em um com amplitude constante 
entre dois instantes consecutivos de amostragem, como visto na Fig. 133. Tal 
dispositivo é chamado um dispositivo segurador de ordem zero. A função de 
transferência G h de um dispositivo segurador de ordem zero é 



Quando o sinal de entrada jc (/) é amostrado em instantes discretos, o sinal 
amostrado é passado pelo dispositivo segurador. Este dispositivo, que é um filtro 
passa-baixas, alisa o sinal amostrado x*(t) para produzir o sinal x h (t). que é cons- 
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tante a partir do último valor amostrado até que a próxima amostra esteja disponí- 
vel. Isto é. 

x h (kT - /) = x(kT) para 0 < / < T 

Na análise seguinte, supomos que o dispositivo segurador é de ordem zero. 
Essencialmente, um dispositivo segurador de ordem zero integra o sinal .x d) entre 
dois instantes consecutivos de amostragem. Notando que a integral de uma função 
impulso é uma constante, vemos que a entrada de um dispositivo segurador de 
ordem zero é um trem de funções impulso. 



Fig. 13.3 Sinais antes e depois do dispositivo amostrador e segurador. 


Considerando a saída do amostrador como um trem de impulsos com certos 
pesos, podemos relacionar o sinal contínuo x(t) com a saída do amostrador .x*(t) 
através de 

x*(/) = ô T (t) -y(í) 

ondeô-rífi representa um trem de impulsos unitários, como visto na Fig. 13.4(a). A 
saída do amostrador é igual ao produto da entrada contínua x(t) e o trem de 
impulsos unitários. Em outras palavras, o amostrador pode ser considerado como 
um modulador com a entrada x(t) como o sinal modulador e o trem de impulsos 
unitários como a portadora, como visto na Fig. 13.4(b). Note que h^t) pode ser 
escrito como 

Òj{t) = £ õ(t - kT) 

ondeôí/ - kT) é a função impulso unitário ocorrendo em t = kT. Se o sinal continuo 
x(í) é amostrado de uma forma periódica, o sinal amostrado pode ser representado 
como 

x*(r) = ± x(t)6(t -kT) (| 3.1) 

k = -°° 
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Amostrador 

(b) 


Fig. 13.4 (a) Trem de impulsos unitários: (b) amostrador como um modulador. 


x*{t)= t x(kT)ô(t~kT) (,3 - 2) 

A: - — oo 

A Fig. 13.5 mostraÔT^, x(t), ex*<t). Como a amplitude de qualquer tunçao impulso 
é infinita, é conveniente indicar sua magnitude, ou área. pelo comprimento de uma 
flecha. Na Fig. 13.5. o comprimento de cada flecha no gráfico do sinal amostrado 
x*(t) indica a magnitude de cada valor amostrado x(kT). _ 

A maioria das funções temporais que consideraremos neste livro sao nulas 
para t < 0. Portanto, a não ser que digamos o contrário, suporemos que este e o 
caso. Então, para o sinal x(t). as Eqs. (13.1) e (13.2) se tornam, respectivamente. 

x*(/) = Ê*M<5('-W) (133) 

k — 0 

e 

x*(t)=±x(kT)ô(t-kT) ( 134 ) 

As = 0 

Nas análises que se seguem, consideramos a Eq. ( 13.2) ou (13.4) [alternativa- 
mente. a Eq. (13.1) ou (13.3)] como a definição do sinal amostrado x*U). Isto e. 
consideraremos a saída do amostrador como um trem de impulsos, as magnitudes 
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8em Transformada : . Definiremos agora a transformada : A partir da transfor- 
mada de Laplace da Eq. (13.4). obtemos 


J*(s) =^[**(/)] = Y* x(kT)e kT 

\ / /c = 0 

Definamos 


e Tl = z 


e escrevamos X*(s) como*(z(. Então. 


X(z) = X*(s) = X*(y ln z) -W 


X(z, é chamada de transformadaz de **(/). e a notação para a.ransformada: de,*(f) 
é £[**(01- ■, ramn , aneiriS os valores do sinal nos instantes de 

Na transformadaz. consideramos apena. fornecem o mesmo 

amostragem. Portanto, a transformada - de x(t) ederu 
resultado, ou 


<[x(r)l = = X(:) = È x ( kr ) z ' 



Como XiZ) depende apenas dos valores de xftj em / = kT (k = 0. 1. 2 a 
transformada inversa: deA7;j nos dá informação sobre .ví /) apenas nos instantes de 
amostragem. (Para a transformada ; inversa, reíerir-se à Seção 13.4.) 

Note que a Eq. (13.5) não é a única forma que fornece a transformada: d e.x(t). 
Ha outras duas expressões para a transformada :. (Veja Problemas A. 13^ a 
A . 1 3 . 8 . í 

Uma tabela de transformadas; comuns é dada na Tabela 13.1. A Tabela 13.2 
nos da propriedades uteis de transformada :. 

Exemplo 13.1 Ache a transformada : da função degrau unitário 1(0 usando a Eq. (i?.5i. 


Tabela 13.1 Uma tabela de transformadas ; 
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-ano) - 1 1 

* = 0 


r - 1 

Note que sempre que a série infinita X(z), representando a transformada: de uma função, 
converge em uma região do piano ; . não é necessário especificar os valores de _ em que X( .) 
converge ao usar o método da transformada ; para resolver problemas de tempo discreto. 


Exemplo 13.2 Obtenha a transformad; : do sinal x(t) onde 


x(í) = 0 para t < 0 
= e~ a ' para t > 0 

Z[e- a '] = É e~‘ kT z- k 
* = o 



Tabela 13.2 Propriedades da transformada : 



7H 


Tabela 13.2 (Cont.) Propriedades da transformada z 


í 

13 : 

ka k x(k) 

-4 Wt)] 1 

14 ! 

x(0) 

lim ATz) se o limite existe j 

15 

X(oc) 

i 

lim [(z l)A'(z)]se ‘ X(z) é analítica sobre 

z — 1 - 

e fora do círculo unitário 

‘ 

16 

£ 

k- 0 

ATI) 

17 

1 

£ x(kT)y(nT - kT) 
k = 0 

X(:)Y(z) 




Exemplo 13.3 Obtenha a transformada : de ar (t) onde 

x(t) = 0 para t < 0 

= sencoí para / > 0 


Como 


Z[e~ a! ] 



obtemos 


- jojt • 

~[seno)?] = Z[ ' 2 j J 

= L( L__) 

2 j\z — e iwT z — e 2 wT ) 

1 z(e jcjT — e~ kcoT ) 

— 2j z 2 — z{e JwT — e~ jwT ) — 1 

_ zsengjT 
z 2 — 2 z cos c üT — 1 


Exemplo 13.4 Obtenha a transformada z de 

™ = «nm 

Sempre que uma função de s é dada. a correspondente transformada : pode ser obtida 
ínicialmente expandindo-se a função dada em s em frações parciais e então combinando a 
transformada zde cada termo de fração parcial. Vamos expandirão; em frações parciais. 

X(s) - 7 — ~ ~ T\ = —t 

s{s T 1 ) s í t I 


A transformada: . correspondendo a l/s[ou \<t)].ézK: - U.ea correspondente a I l(s + l)[ou 
e -<\ éz/(: - e _r ). Portanto. 


W)t = X (z) = 

zd - 

(z - l)(z - e T ) 

13.3 RESOLUÇÃO DE EQUAÇÕES DE DIFERENÇA USANDO O 
MÉTODO DA TRANSFORMADA : 

A resolução de equações de diferença pelo método da transformada z é muito 
útil tal como a solução de equações diferenciais por transformadas de Laplace. 
Essencialmente, usando o método da transformada z . podemos transformai equa- 
ções de diferenças em equações algébricas em z. A seguir usaremos a notaçao 
simplificada x(k) para denotar x(kT). 

Transformada z d ex(k + 1). A transformada - d ex(k + 1) é dada por 

Z[x(k + 1)] = zX(z) - zx( 0) ( 13 6) 

onde X(z) = £[x(À-)]. Isto pode ser demonstrado como segue: 

Z[x(k + \)] = ±x(k-\)z- k 
= f>(J:)z-* + 1 

* = i 

= z[£ x(Oz-‘ - X(0)] 

k = 0 

= zX(z) — zx( 0) 


Note que seor(O) = 0. então 

Z[x(k + 1)] - zZ[x{k)) se x(0) = 0 

Portanto sex(0) = 0. então a multiplicação da transformada: de uma função x(k) 
por z corresponde a um deslocamento para diante no tempo de um período. 

A Eq. ( 1 3 .6) pode ser facilmente modificada para se obter a seguinte relaçao. 

Z[x(k + 2)] = z<[x(/c + 1)] - zx(l) 

= z l X(z) - z 2 x(0) - zx(l) 

De forma semelhante. 

Z[x(k + m)] = z m X(z) - z m x( 0) - z m “ 1 x(l) - z m - 2 x(2) - • • • - zx(m - 1) 

ondem é um inteiro positivo. Note que quando a equação de diferenças é tra ^° r 
mada em uma equação algébrica em z pelo método da transforma a os 
iniciais são automaticamente incluídos na representação algébrica. 
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Exemplo 13.5 Resolver a seguinte equação de diferenças usando o método da transformada 2 : 


x(k - 2) - 3 x(k + 1) - 2 x(k) = 0, jc(0) =0, jc(1) = I 

Tomando a transformada z em ambos os iados desta equação de diferenças, obtemos 
z z X(z) - 2 - 40) - zx{\) - 3 zX(z) - 3:x(0) - 2X(z) = 0 
Substituindo os dados iniciais e simplificando, temos 



(z -r l)(z -r 2) 
_ z z 

~ z t\ Ft~2 

Notando que 



temos 

ZK-m = r ^|, -CK-2)*] = ^ 

Portanto 

x(k) = (-1)* - (-2)* í* = 0,1,2,...) 

Exemplo 13.6 Determine a resposta x(k) do seguinte sistema: 

x(k + 2) - 3 x(k - 1) + 2 x(k) = u{k) (13.7) 

onde 

*(£) = 0 para k < 0 
«(0) - 1 

u{k) = 0 para k < 0, k > 0 
Substituindo £ = — I na Eq. (13.7). obtemos 
40 - 0 

Tomando a transformada : da Eq. (13.7) com dados iniciais jc(0) = jc( 1 ) =0. obtemos 
(z 2 - 3z -f 2)X(z) = U(z) 

Note que a transformada : da função de excitação u(k) é 
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t/(z) = £ u(k)z~ k - 1 

k = 0 

Portanto 

w,) = L_ = -jzL 4. _L_ 

2 T 2 — 3z — 2 z - 1 z - 2 
Usando a relação 

Z[x(k - 1)] - zX(z) - zx{Ô) 
e notando quex(0) = 0. obtemos 

Zixik - 1)] = zX(z) 

z , z 
_ z - 1 ~ z^2 

Como 

■ai‘1 = jé-y -tP‘1 = -r^2 

obtemos 

x(k - 1) = -1 - 2 k (k = 0, 1, 2, . . .) 
ou 

x(k) = -1 + 2*- 1 {k = 1, 2, 3, . . .) 

Teoremado valor inicial. Se.r(f) tem a transformadaAVz,/ e lim-YC) existe, então 
o valor inicial x(0) de x(t) ou x(k) é dado por 

x(0) = lim X(z) (13.8) 

z -*oo 

Para provar isto. note que 

X(z) = £ x(k)z~ k 

k-0 

— x(0) -f x(l)z _1 + x(2)z' 2 + • • • 

Fazendo obtemos a Eq. (13.8). 

Teorema do valor final. Se x(t) tem a transformada z X(z), e se X<z) não tem 
pólos duplos ou de ordem mais alta na circunferência unitária centrada na origem do 
planoz e nenhum pólo fora do círculo unitário [ esta é a condição para a estabilidade 
deÀVz), ou a condição de quex(A-) (k = 0. 1. 2....) permaneça Finita (veja a Seção 
13.6)]. então o valor Final de x(t) ou x(k ) é dado por 


715 



(13.9) 


lim x(k ) -- lim x(t ) = lim [(z — 1)A \z)] 

*-•“ t-~o í-I 

Para provar isto. note que 

Z[x{k)] - X(z) = £ x(fc)z'* 

k = 0 

CM*’ -f 1)3 = 2 ^( 2 ) - zx{ o) = f; x(fc - i)2-* 

k =0 

Portanto. 

2 ^( 2 ) - 2X(0) ~ JT(2) - (2 - 1 )X(z) - 2*(0) 

= I ]x(k + 1 ) 2 -* - f] x(k)z~ k 

k = 0 k = 0 

do qual obtemos 

(z — 1 )^( 2 ) = 2 *( 0 ) + f] [x(fc + 1) - x(k)]z~ k 

k-0 

Em virtude da suposta condição de estabilidade, obtemos, quando z-H. 
lim [(z - l)V(z)] - x(0) + x(oo) - x(0) - x(oo) 

que é a Eq. (13.9). 

13.4 A TRANSFORMADA z INVERSA 

Dado X(z), há trés métodos para se obter a transformada z inversa, x(kT) ou 
x(k). Os trés métodos são baseados na expansão por série infinita de potências, na 
expansão por frações parciais, e a integral de inversão. Ao obter a transformada z 
i nversa. supomos como sempre que a série temporal x(kT) ou x(k ) é zero para A < 0. 

Obtenção da transformada z inversa expandindo X(z) em uma série infinita de 
potências. Se X(z) é expandido em uma série de potências convergentes, como visto 
abaixo. 

X(z) = ±x(kT)z- k 

k = 0 

= *(0) + x{T)z - 1 + x(2 T)z~ 2 + • • • 4- x(kT)z~ k + • • • 

então os valores de x(kT) podem ser determinados por inspeção. 

Se X(z) é dada na forma de uma função racional, a expansão em uma série de 
potências infinita pode ser feita simplesmente dividindo-se o numerador pelo de- 
nominador. Se a série resultante é convergente, os coeficientes de z~ k na série são 
os valores x(kT) da seqüéncia temporal. Ao se obter os coeficientes por divisão 
longa, tanto o numerador como o denominador de X(z) devem ser escritos como 
potências ascendentes de z~'. 

Embora o presente método forneça os valores dex(0).jc(T). x(2T),... em uma 
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forma sequencial, é normalmente difícil obter uma expressão para o termo geral a 
partir de um conjunto de valores de x(kT). 

Ejcemplo 13.7 Determine x(kT) para A: = 0, 1, 2. 3. 4 quando X(z) é dado por 

X( z ) = — 

* {Z) (z - l)(z - 2) 

X(z) pode ser escrito como 

AyZ) l-3z-'+2z- 2 

Fazendo uma divisão longa. 

X(z) - 10z-' - 30z-* - 70z' 3 -r 150z- 4 

Esta série infinita converge. Portanto, obtemos por inspeção 

x(0) - 0 
x{T) = 10 
x(2T) = 30 
x(3T) = 70 
*(47) = 150 

Obtenção da transformada z inversa expandindo AYz) em frações parciais. Um 

método alternativo para a obtenção dexlkTj é baseado na expansão em trações 
parciais de X{z)lz e a identificação de cada um dos termos usando-se uma tabela de 
transformadas z . (Tabelas de transformadas z complicadas podem não ser disponí- 
veis. Portanto, os polinómios em z devem ser expandidos em frações parciais antes 
que as transformadas inversas possam ser obtidas.) Note que a razão pela qual 
expandimos X(z)lz em frações parciais é que as funções de z que aparecem em 
tabelas normalmente têm o fator z nos seus numeradores. 

Considere X(z) dado por 

X(->) — b ° zm X k > \ z ’ n 1 ~ ~ ~ (m < n) 

w ü 0 z n -f- ü|2 "- 1 - +a„_ l z-a m 

Inicialmente fatoramos o polinómio do denominador de A7z) e determinamos os 
pólos de X(z). Então expandimos X(z)lz em frações parciais de tal forma que cada 
um dos termos pode ser facilmente reconhecido em uma tabela de transformadas z . 
A transformada inversa de X(z) é obtida como a soma das transformadas z inversas 
das frações parciais. 


Ejcemplo 13.8 Determine x(kT) se X(z) é dada por 


X(z) = 


10 z 

(z - l)(z - 2) 
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Inicialmente expandimos X(z)lz em frações parciais como segue: 


X(z) 10 

2 (2 - 1)(2 - 2 ) 

-10 , 10 
2—1 1 2 — 2 

Portanto. 



Da Tabela 13.1. obtemos 



Portanto 

x{kT) = 10( — 1 + 2 k ) (k = 0,1,2,...) 
ou 

*(0) - 0 
x{T) = 10 
x(2T) = 30 
x(37~) - 70 
x(4 T) - 150 

Claramente, o resultado confere com ox(kT) obtido no Exemplo 13.7. 

Obtenção da transformada z inversa por integral de inversão. O terceiro método 
de determinar a transformada inversa é usando a integrai de inversão. Da Eq. 
(13.5). temos 


X(z) --- ± x(kT):-‘ 

*- 0 

- jc(0) + x(T)z~ ] - x(2 T)z' 2 - • ■ • -r x(kT)z~ k - ■ 

Multiplicando ambos os lados desta última equação por z k ~\ obtemos 

X(z)z k ~' = x(0 )z k ~ l -f- x{T)z k ~ 1 -f x(2 T)z k ~ 3 + • ■ • -f x(kT)z~ l + • ■ • 

(13.10) 

Note que devido a 
r = 

se s = <T + jui é substituído nesta última equação, obtemos z = e lx,T * >u ‘ ) ou 
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| z 1 = e To , l z = ü)T 

Se os pólos de ifM estão para a esquerda da reta s = <r , t no f plano r W 
estarão no interior da circunferência cujo centro e a ongem e o raio e igual a 

^Suponha que integramos ambos os lados da Eq. ( 13.10) ao longo desta circun- 
ferência na direção anti-horária: 

j dz = ( XIO).-*-’ dz + $ MT)z^ d: ~ § MkT)z - dz - ■ ■ ■ 

Aplicando o teorema de Cauchy. vemos que todos os termos do lado direito desta 
última equação são nulos exceto um termo. 

| x(kT)z - 1 dz 

Portanto 

§ X(z)z k ~ 1 dz = §x{kT)z dz 
do que obtemos 

x(kT) = X(z)z-' dz (13 U) 

A Eq. ( 1 3. 1 1 ) é a integral de inversão para a transformada : . A Eq. ( 1 3. 1 1 ) equivale a 
dizer que 

x(kT) = £ [resíduos de X(z)z k -' nos pólos de X{z)\ 03.12) 


Exemplo 13.9 Obtenha x(kT) usando a integral de inversão quando X(z) e dado por 
102 

~ (2 - 1)(2 - 2) 

Das Eqs. (13.11) e (13.12). 




= (resíduo de-^nopóloz = 1) +(resíduo de no pólo 2 - 2) 

= 10(-1 - 2 k ) (k = 0, 1,2,. . .) 


13.5 FUNÇÕES DE TRANSFERÊNCIA PULSADA 

Esta seção apresenta o material básico necessário para anafar sistemas de 
tempo discreto, ou sistemas a dados amostrados usando o método da trans 
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mada z. 

Ao analisar sistemas de tempo discreto por este método, é importante notar 
que embora os valores da resposta do sistema em instantes de amostragem sejam 
corretos, a resposta do sistema obtida pelo método da transformada z pode náo 
mostrar o comportamento correto de resposta temporal do sistema real, a náo ser 
que a funçáo de transferência G(s) da parte contínua do sistema tenha pelo menos 
dois pólos a mais do que zeros, de tal forma que lim sG(sj = 0. 

. ^®P rema da amostragem. O teorema da amostragem de Shannon apresentado 
aqui e importante no projeto de sistemas de tempo discreto pois dá a mínima 
freqüência de amostragem necessária para reconstruir o sinal original a partir de um 
sinal amostrado. 

Suporemos que um sinal contínuo x(t) tem o espectro de frequência como 
mostrado na Fig. 13.6. Este sinal x(t) não contém quaisquer componentes de 
trequencia acima de o;, rad/s. 


\X(;wÍ 


. w 



Fig. 13.6 Um espectro de frequência. 


Teorema de amostragem. Se w s = IitIT. onde Té o período de amostragem é 
maior do que 2cu,. ou 

0 ) s > 2 cu, 

onde 2w, corresponde ao espectro de freqüência do sinal contínuoAíu, entáo o sinal 
x(t) pode ser completamente reconstruído a partir do sinal amostrado x*(t). 
Demonstraremos isto quando lirn sX(s) = ,v(0+) = 0. Vamos definir 

X(s) - Se[x(t)] 

Referindo-se ao Problema A. 13.5. a transformada de Laplace do sinal amostrado 
x*(t) e dada por 

**« = j X(s + jca,k) 

Substituindo 5 ~jw nesta última equação, obtemos o espectro de freqüência para 
X*(s) como segue: 

I X*(jco ) ! - 1 1 JLjt[j(cú ~ (ü s k)] 

^ + y I X[j(co — g>,)] | | X(jco)\ 

+ ^ I X[j(co -f co ,)] | • 




Fig. 13.7 Gráficos de !**(/<«>)! em função de w. 


A Fig. 13.7 mostra gráficos de \X*(ju)\ em função de w para dois valores de T. Cada 
gráfico de \X*(j<*>)\ versus ca consiste em \X(j<*>)\ repetido a cada w* = 2nlT rad/s. No 
espectro de freqüência, a componente \X(joj}\IT é chamada de componente primá- 
ria, e as outras componentes \X\j ( oj ± tügk)]\/T são chamadas de componentes 
complementares. 

Se a>, > 2co! ou T < (tt/ou,), náo haverá sobreposição de componeT-:-' 
\X*(jw)\. Portanto a forma original de \X(j <*>) I é preservada pelo processo de < 
gcm. 

Se cüj, < 2ca , ou (tt/oj ,) < T. então a forma original de \X(j<t>)\ não aparece mais no 
gráfico de \X*(jw)\ em função de ta. 

Portanto, vemos que o sinal conlínuo.rf t) pode ser reproduzido a partir do sinal 
amostrado x*(t) através de filtragem se e apenas se ca., > 2ta, ou T < (rr/ea,). 

Portanto, se o período de amostragem T é menor que t r/ca,. então o sinal 
contínuo pode ser reconstruído usando-se um filtro passa-baixas após o sinal ter 
sido amostrado. Se o filtro passa-baixas tem uma característica tal que deixa passar 
apenas sinais com freqüéncias menores que ca,, entáo podemos obter o espectro de 
freqüência na saída do filtro exatamente como 1 IT vezes \X(jw)\. 

Note que na maioria dos sistemas a dados amostrados ou de tempo discreto, o 
circuito que segue o amostrador tem a característica de um filtro passa-baixas, isto 
reduz as componentes de alta freqüência, alisa o sinal amostrado, e reproduz a 
grosso modo o sinal contínuo original. 

Características de resposta em freqüência de dispositivos seguradores de ordem 
zero. Para atenuaras componentes complementares introduzidas pelo amostrador. 
o sinal amostrado é normalmente passado por um circuito segurador, um filtro 

passa-baixas. , , 

Se o sinal entre dois instantes consecutivos de amostragem é aproximado por 
um polinómio de ordem n , então o dispositivo segurador é chamado de segurador de 
ordem n. Neste livro, consideramos apenas dispositivos seguradores de ordem 
zero. Tais dispositivos aproximam o sinal de saída x(t) por um polinómio de grau 
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A Fig. 13.8 mostra a curva de resposta em frequência do dispositivo segurador de 
ordem zero. Claramente, ele tem característica de um filtro passa-baixas. 

Soma de convolução. Considere o sistema de tempo discreto visto na Fig. 13.9. 
Aqui a sequência de impulsos x*(t) é a entrada para o processo de tempo contínuo 
cujafunçàode transferência éG(s). A saída do processo é um sinal contínuo vríj. Se 
na saída há um outro amostrador. que está sincronizado em fase com o amostrador 



i 

\ 
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T 


Fig. 13.9 Sistema de tempo discreto. 


de entrada e opera no mesmo período de amostragem, então a saída é um trem de 
impulsos. Se y(t) = 0 para / < 0. então a transformada z de y(t) é 

zim=nz) = f,y(kT)z-‘ («.o) 

* = 0 

Na ausência de um amostrador na saída, se considerarmos um amostrador 
fictício (que é sincronizado em fase com o amostrador de entrada e opera à mesma 
taxa de amostragem) na saída e observarmos a seqüência de valores tomados pory 
apenas nos instantes t = kT, então a transformada z da saída pode também ser dada 
pela Eq. (13.13). 

Deve-se notar que, ao realimentar o sinal de saída para a entrada, isto é, 
fechando a malha, a existência ou náo existência do amostrador de saída dentro da 
malha faz uma diferença no comportamento do sistema. (Se o amostrador de saída 
está fora da malha, isto não fará nenhuma diferença na operação de malha-fechada.) 

Para um processo linear estável invariante no tempo, sabe-se que a saída y(t) 
do processo está relacionada com a entradaxf/) através da integral de convolução, 
ou 

y(0 = f g(í - T)*(T) dx = f x(t - x)g{x) dx 

J 0 J 0 

ondeg(t) é a função de resposta ao impulso do processo. Para sistemas de tempo 
discreto temos a soma de convolução, queé similar à integral de convolução. Como 
x*(t) é um trem de impulsos, a resposta do processo à entrada x*(t) é a soma das 
respostas a impulso individuais. Portanto, para 0 =s / *£ kT, 

ÁÚ = fr«*ÍO) + g(l - T)x(T) + g(l - 2T)x(2T ) +■•■+*(«- kT)x(kT) 

= Íg(t-hT)xihT) 

A»0 

Os valores da saída y(t) nos instantes de amostragem / = kT (k = 0, 1, 2, ...) são 
dados por 

y(kT) = £ g(kT - hT)x(hT ) (13. 14) 

A = 0 

= £x(kT-hT)g(hT ) (13.15) 

A = 0 

A soma na Eq. (13.14) ou (13.15) é chamada soma de convolução. Note que a 
notação simplificada 

y(kT) = x(kT) * g{kT) 
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é freqiientemente chamada de soma de convolução. 


Funções de transferência pulsada. Inicialmente notaremos que y(kT) pode 
também ser escrito como 

yikT) = ± g(kT - hT)x(hT ) (k = 0, 1, 2, . . .) 

*=o 

pois g(kT - hT) = 0 para h > k. Portanto. 

Y(z) = 'Êy(kT)z- k 

k = 0 

= t t g&T - hT)x(hT)z~ k 

t = 0 * = 0 

= É È g(mT)x{hT)z-^ 

m - 0 *=0 

- Ê S^T)z~ m £ x(hT)z- h 

m = 0 A = 0 

= £ ?('n7’)z'"I(z) 

m = 0 

- G(z)X(z) (13.16) 

onde 


G(z) = ±g(kT)z~ k 

k -- 0 

= g(0) -f g(T)z-' + s(27>- 2 + • • • 

— z transformada z de g(7) 

A Eq. (13.16) relaciona a saída pulsada do sistema com sua entrada em pulsos. A 
função G(z), onde 


G(z) 


X(z) 


é chamada de função de transferência z. ou função de transferência pulsada, do 
sistema de tempo discreto. A Fig. 13.10 mostra um diagrama de bloco para uma 
função de transferência pulsada G(z), juntamente com a entrada ÃYzje a saída Y(z). 


Procedimento geral para obtenção de funções de transferência pulsada. A função 
de transferência pulsada de um sistema pode ser obtida usando-se o seguinte 
procedimento: 



Fig. 13.10 Diagrama de bloco para um sistema de função de transferência pulsada. 
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1. Obtenha a função de transferência G(s) do sistema. 

2. Obtenha a função de resposta ao impulso g(t ), onde g(t) = i? -1 [G(s)]. 

3. Calcule 

G(z ) = £ gikT)z~ k 

fc-0 

onde g(kT) é obtido de g(t) substituindo t por kT. Para sistemas estáveis, a 
série infinita converge. 

É importante lembrar que na abordagem por transformada z, ou a abordagem 
por função de transferência pulsada, para a análise de sistemas de tempo discreto, 
supõe-se que o sinal amostrado é um trem de impulsos cujas magnitudes, ou areas, 
são iguais ao sinal de tempo contínuo nos instantes de amostragem. Tal suposição é 
válida apenas se a duração de amostragem do dispositivo amostrador é pequena 
quando comparada com a maior constante de tempo do sistema. 

Exemplo 13.10 Obtenha a função de transferência pulsada do sistema visto na Fig. 13 . 1 1 . 
A função de transferência G(s) pode ser expandida em frações parciais como segue: 

— (s + a){s + b ) 

= L-) 

b — a\s -) -a s — b) 



Fig. 13.11 Sistema de tempo discreto. 


A função de resposta ao impulso é então obtida como 

g(t) = b^f e ~“' ~ e ~ b ^ 

Portanto 

e(kT) = ~ e ~‘ tr> 

Então G(z) é obtida como 

cw = £ - «-*">-* < I3 - , T ) 

*-0 u u 
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Como 



Portanto 

g(t) = (í - 1 + e-)\(t) - (f - 1 - 1 - t - 1) 

Como T = 1, temos kT = k e 
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g(k) = (k — 1 + e~ k ) - (k - 2 + <r ( *- n ) 

= + 1 (A: = 1,2,3,...) 

*(0) = 0 

Portanto G(z) é obtida como 


G(z) = E g{k)z-x 

k — 0 

= £ (e~ k + 1 - 


l) )z~ k + e — 2 


1 — e 1 

- ! _ ' i _ 2 -i + z 

e-'z - 1 + (1 - 2g- 1 )z- 2 
1 — (1 + e -1 )z -1 + e -1 z -2 

_ g~ ] z 4- 1 — 2e~ l 
z 2 — (1 -+- e~')z + e~ x 

Funções de transferência pulsada de elementos em cascata. É importante notar que 
as funções de transferência pulsada dos sistemas vistos nas Figs. 13.1 3(a) e (b) sáo 
diferentes. Para o sistema visto na Fig. 13. 13(a), a função de transferência pulsada 
é, do Exemplo 13.10 (com K = 1), 


G 1 G l (z) = 


z(e~ aT - e~ bT ) 

(b - a)(z - e-° r )(z - e~ bT ) 


Para o sistema visto na Fig. 13.1 3(b) (supondo que os dois amostradores estão 
sincronizados e têm o mesmo período de amostragem), obtemos 


G,(z)G 2 (z) = 


(z — e~ aT ){z — e ~ bT ) 



(b) 

Fig. 13.13 (a) Sistema de tempo discreto com um amostrador; (b) sistema de tempo discreto 
com dois amostradores sincronizados. 
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Portanto 


G,G 2 (z) * G í (z)G 1 (z) 

Portanto, devemos ser cuidadosos e observar se há ou náo um amostrador entre 
elementos em cascata. 

Funções de transferência pulsada de sistemas a malha-fechada. Considere o 
sistema a malha-fechada da Fig. 13.14. Neste sistema, o erro atuante é amostrado. 
Do’ diagrama de bloco. 

E(s) = R(s) - H(s)C(s) 

C(s) = G(s)E*(s) 

Portanto 

E(s) = R(s) - G(s)H(s)E*(s ) 

Então, obtemos 

E*(s ) = R*(s) - GH*(s)E*(s) 


E*(s) — - 

1 + GH*(s) 


Como 


C*( s ) = G*(s)E*(s) 


obtemos 


C*(s) = 


G*(s)R*(s) 

1 + GH*(s) 
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Em termos da transformada : . C(z) é dada por 


C(z) — 


G(z)R(z) 

1 + GH(z) 


(13.19) 


A transformada z inversa da Eq. ( 1 3 . 19) nos dá os valores da saída nos instantes de 
amostragem. A função de transferência pulsada do presente sistema a malha- 


Tabela 13.3 Configurações típicas de sistemas de tempo discreto a 
malha-fechada e as correspondentes saídas C(z) 
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ichada é 


CM G(z ) 

R(z) 1 + GH(z) 


(13.20) 


A Tabela 13.3 mostra cinco configurações típicas de sistemas a malha-fechada 
le tempo discreto. Para cada configuração, é vista a correspondente saída C (zj. 


íxemnlo 13.12 Obtenha a resposta a degrau unitário do sistema visto na Fig. 13.15. 
A função de transferência pulsada deste sistema a malha-fechada e 


C(z) _ G(z) 
R{z) 1 + G(z) 


s 2 {s + 1) 


referindo-se ao Exemplo 13.11. obtemos 


G(z) = 


e~' l z + 1 - 2e~ l 
z 2 - (1 + e~ l )z + e~ l 

0,368z + 0,264 
z 2 - l,368z + 0,368 


Portanto 

C(z) _ 0,368z + 0,264 
R(z) z 2 - z H- 0,632 

Para uma entrada degrau umtáno, 

KM = 7TTT 



A saída C(z) é então obtida como segue: 

Í0.368Z -r 0,264)z 
CM = (z 2 -z-r 0,632 )(z -T) 

0,368z 2 ± 0,264 z 
~~ z 3 - 2 z 2 — 1,632 z — 0,63-i 

0,368z _1 -r 0,26 4z~ 2 
= i - 2 z-> - l,632z -2 - 0,632z^ 

= 0,368z- ! - z' 2 + l,4z- 3 -r l;4z" 4 
- l,147z- 5 - 0,895z' 6 - 0,802z- 7 

A transformada : inversa de C(z) nos dá 

c(0) - 0 
c(l) = 0,368 
c(2) = l 
cO) = 1,4 
d 4) = 1,4 
d 5) = 1,147 
c(6) = 0,895 
dl) = 0,802 


A "!st poTíransfomfáda i°não difrá 'informação sobre a resposta entre ms, antes de 
amostragem Portanto, a curva suave conectando os pontos e apenas aproximada. 

Se deseiamos obter informação sobre a resposta entre instantes de amostragem usando o 
método da transformada - necessitamos modificar este método. O método da transformada . 
modíada o método da amostragem submúltipla etc. nos permitem obter a resposta do 
sístema entre instantes de amostragem. tO leitor in«eressado «o tats moí todos mod.Hcados 
deve consultar livros especializados sobre sistemas a dados amostrados.) 



0 ) 2 3 4 5 6 7 k 
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13.6 ANÁLISE DE ESTABILIDADE NO PLANO 2 


Esta seção apresenta a análise de estabilidade de sistemas de tempo discreto no ■ 

plano 2 . A análise de estabilidade de tais sistemas usando-se o segundo método de 
Liapunov será discutida na Seção 15.4. / 

Mapeamento do semiplano esquerdo no plano s sobre o plano z. Um sistema 
dinâmico linear é estável se todos os pólos da função de transferência estão no 
semiplano esquerdo do plano 5. No plano z. o semiplano esquerdo em 5 corres- 
ponde ao círculo unitário centrado na origem, ou o semiplano esquerdo em s 
mapeia-se dentro do círculo unitário no plano z . isto pode ser provado facilmente. i 

Como 

z = e Ts , s — a + jco ' 

obtemos 

* | z | = e Ta , [z_ = coT 

No semiplano esquerdo em s, a < 0. Portanto. 0 módulo de z varia entre 0 e 1 . O 
eixo imaginário, oucr = 0, corresponde ao círculo unitário no planoz. O interior do 
círculo corresponde ao semiplano esquerdo em 5. 

Note que como^z= ojT, 0 ângulo dez varia de-^ax quandoca varia de - x a 
x - Considere um ponto representativo no eixo j(u no plano s. À medida que este 
ponto se move de - 7 r/T a 7 r/7 no eixo jw . temos z = 1 . e ^z varia de - tt a tt na 
direção anti-horária no plano z . Quando o ponto representativo se move de 7 r/T a 3 
irjT no eixojcü, o ponto correspondente no planoz descreve uma vez a circunferên- 
cia unitária no sentido anti-horário. Portanto, quando o ponto no planos se move de 
~ x a x no eixo jw. percorremos a circunferência unitária no planoz um número 
infinito de vezes. 

Desta análise, é claro que cada faixa de largura 2 ~IT no semiplano esquerdo do 
planos é mapeada dentro do círculo unitário no plano: . como visto na Fig. 13. 17(a). ^ 

As Figs. 13.17(b) e (c) mostram regiões correspondentes nos planos s e z. 

Análise de estabilidade. Discutiremos agora a estabilidade do sistema a ma- 
lha-fechada visto na Fig. 13.14 no planoz. A relação saída-entradado sistema a erro 
amostrado é dada pela Eq. (13.20). reescrita como 

C(z) _ G(z) 

R(z) 1 + GH(z) 

A estabilidade de tal sistema pode ser determinada pela localização das raízes da 
equação característica 

I 

1 -F GH(z) = 0 (13.21) 

Como este polinómio em z pode ser convertido em uma razão de dois polinómios 
em 2 , para haver estabilidade todas as raízes z, da equação característica, a Eq. 

(13.21). devem estar dentro do círculo unitário, ou 

I*J<1 
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(c) 


Fig. 13.17 (a) Mapeamento de faixas do plano s sobre o planoz ; (b) e (c) regiões do plano s e 
as correspondentes regiões no plano z. 

O sistema a malha-fechada C(z)IR(z) se torna instável se qualquer pólo de 
malha-fechada estiver fora do círculo unitário e/ou qualquer pólo múltiplo estiver 
sobre a circunferência unitária. 

Alguns métodos são disponíveis para a determinação da existência de raízes 
sobre ou fora do círculo unitário de um polinómio em z . Um método é modificar o 
critério dé estabilidade de Routh. O critério de estabilidade de Routh nos diz se 
qualquer das raízes de um polinómio fica do lado direito do plano complexo. Como 
a seguinte transformação: 
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mapeia o interior do círculo unitário no plano z sobre o lado esquerdo do plano r, 
com esta transformação, o critério de estabilidade de Routh pode ser aplicado ao 
polinómio em r da mesma forma que em sistemas de tempo contínuo. O Exemplo 
13. 13 ilustra este método. Uma outra abordagem é aplicar o critério de estabilidade 
de Schur-Cohn. (Para uma discussão deste critério, consultar um livro especiali- 
zado em sistemas a dados amostrados.) 

Alternativamente, escrevendo uma equação de espaço de estados para o 
sistema de tempo discreto, podemos aplicar métodos de espaço de estados para 
determinar a estabilidade. Discutiremos este assunto nos Caps. 14 e 15. 



(z — l)(z — e~ l ) + 10(1 — e~ x )z = 0 

Observando-se que e~ x = 0.368, podemos simplificar a equação característica para 

z 2 + 4,952z + 0,368 = 0 (13.22) 

da qual podemos achar as raízes 

z = -0,076, z = -4,876 

Portanto, uma raiz da equação característica tem módulo maior do que a unidade, e o sistema 
é instável. 

É importante notar que na ausência de um amostrador, um sistema de segunda-ordem 
sempre é estável. Na presença de um amostrador, entretanto, um sistema de segunda-ordem 
como este pode-se tomar instável para valores grandes do ganho. De fato, pode-se observar 



Fíg. 13.18 Sistema de tempo discreto a malha-fechada. 
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que o sistema de segunda-ordem visto na Fig. 13.18 com 


G(s) = 


s{s + 1) 


é estável apenas para 0 < K < 4,32. (Veja Problema A. 13. 14.) 

No presente sistema, a equação característica é de forma quadratica e pode ser resolvida 
facilmente Para uma equação característica de grau superior, nao é fácil determinar as raizes. 
Em tal caso. é conveniente transformar a equação característica em : em um pol.nom.o em r 
usando a transformação 


z _ L±J (13.23) 

r — 1 

e então aplicar o critério de estabilidade de Routh para o polinómio resultante : 

Ilustraremos este método usando o sistema presente. Usando a transformaçao dada pe a 
Eq. (13.23) podemos escrever a equação característica, Eq. (13.2^), como 


+ 4,952(^4) + 0,368 = 0 


6,32r 2 + l,264r - 3,584 = 0 


A tabela de Routh se torna 


r 2 6,32 —3,584 

r 1 1,264 0 

r° -3,584 

Há uma mudança de sinal na primeira coluna da tabela de Routh. Portanto, ha uma raiz no 
semiplano direito do plano r, o que implica que há uma raiz fora do circulo unitano no plano : . 

Isto corresponde ao resultado obtido previamente. . 

Note que. em geral, a estabilidade de um sistema de tempo discreto e melhorada quando o 
período de amostragem é diminuído, porque o aumento da taxa de amostragem tende a fazer o 
sistema se comportar de forma mais parecida com o sistema de tempo continuo correspon- 
dente. (No presente exemplo, o sistema de tempo contínuo correspondente — um sistema de 
segunda-ordem — é estável para todos os valores positivos de K.) 

Problemas Ilustrativos e Soluções 

Problema A.13.1 Obtenha as transformadas z de a k e A\ onde A é uma matriz n x n. 
Solução. Por definição, a transformada z de a k é 


*=o 

= 1 + az~ l 4- a 2 z~ 2 + • • • 

1 

1 — az~ x 

_ z 
~ z — a 
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De forma semelhante. 


£[A*] - £ A k z~ k 

k = 0 

= I + Az -1 4- A 2 z~ 2 + • • • 

= (I - Az-')" 1 
— (ri — A) _1 z 

Note que \ k pode ser obtida tomando-se a transformada : inversa de (zl - A) -1 ;, ou 
A* =£->[( 2 1 - A)- ] z] 

Problema A.13,2 Considere 0 sistema visto na Fig. 13.19. Derive a equação de diferenças 
que descreve a dinâmica do sistema quando a tensão de entrada aplicada é constante por 
trechos, ou 

^ e(t) = e(kT ) para kT < t < (k - f 1)7 

R 

Fig. 13.19 Sistema a circuito elétrico. 


Solução. Da Fig. 13.19, obtemos 

RCx(i) + *(/) = e(kT) para kT < t < (k -f 1)7 

Tomando a transformada de Laplace desta última equação, considerando í = kT como 0 
instante inicial, obtemos 

/?C[íX(5) - x(kT)] -r X(s) = C ^ k p 

ou 



X( S ) = + *- kT ) ~ g ^ r ) 

S+ RC 

A transformada inversa de Laplace de X(s) nos dá 

x(t) = e(kT) + [x(kT) - e{kT)]e-^~ kT ^ RC para kT < t < (k + 1)7 

Substituindof = {k + 1)7"- 0 nesta última equação e notando que x(t) é uma função contínua 
do tempo e portanto jt((á: + 1)7 - 0) = x((k + 1)7 + 0) = x (<k + 1)7), obtemos a equação de 
diferenças desejada, ou 

x((k + 1)7) = e- T/K x{kT) + (1 - e-^^kT) 
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Problema A. 13.3 Dado 

rM _ W - » 

x,z) - (í> + 1) : 

obtenha x(kTj. 

Solução. Expandindo X(:)lz em frações parciais, obtemos 


X(z) _ 1 _ JL_ ^ _J , _0_ 

Z ~(z+jy z+j (z-j) 2 Z-j 


Portanto 


X(z) = 


(z +jy ~ (z 

= (««■ % + C‘- iWM >7T^ 


= _ e -j(J vy + l* '" m \ z - 

Usando a Tabela 13.1. obtemos a transformada : inversa de X(z) como segue 
x(kT) = e n * n) ke- JlM/l)k + e- n * /1) ke n * /1)k 

= jk[ cos ^ - ysen y] - /*[ cos y + seny ] 

= 2/csetty (* = 0,1,2,...) 

Problema A. 13.4 Mostre que a transformada de Laplace de 

x*(0 = S *(0 <5(f - ^70 

*= 0 


X*(í) = £ x{kT)e~ kT> 

k = 0 


= *(*) * 


1 — e r ‘ 


onde c é a abscissa de convergência para X(s) = if(Jtfí)]. 
Solução. Inicialmente, notemos que 


<e\ò (/ - *7)1 = 


Portanto 


X*(s) = &[x*(t)] = &[£x(t)6{t - kT)] 

Jc-0 

= J?[£x(kT)ô(t - kT)] 


= 2 x(kT)e- kT ‘ 

k -0 
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Como 


2 õ(t - kT )] = 1 - e~ T ‘ + e~ 2T ' + ... 
1 

1 - 


Problema A. 13.5 Supondo que os pólos àeX(s) estão no semiplano esquerdo do plano i e que 
X(s) pode ser expresso como uma razão de polinómios com um denominador de grau pelo 
menos 2 a mais que o do numerador [o que significa que lim íÃYíJ = x(0+) = 0], calcule 


, 1 X(p) 

X {s) ~ 2nj J c _>. 1 - e-™-* dp 


obtemos 


onde o contorno é uma linha paralela ao eixo imaginário no planop que separa os pólos de X(p) 
daqueles de l/[ 1 - é’ -7 '* - *”]. e mostre que 


**(í) = &{x*{t)] = nÍx(t)ô(t - kT)] 

k~0 

= - kT)] 

fc=o 


X(z) = í Ê XÍs+j^k) 

1 k=-oo \ l 1 i = ( 1 /T) ln z 

Solução. Os pólos de l/f 1 - e~ ní ~ vr \ podem ser obtidos resolvendo-se 

1 _ e -TU-, ) = o 


*f A transformada de Laplace do produto de duas funções /ír j e g(t) é 


e então 


= J~ f{t)g(t) e~" dt 


P = s±j^k 


(k = 0,1,2,...) 


A integral de inversão definida pela Eq. (2.8) é 
/(' ) = j Jj j_ e _ 1 F(s) e“ds (/ > 0) 
onde c é a abscissa de convergência para F(s). Portanto. 

&[f(0g(t)) = 2 Yj J o F{p) e pl dp g(t) e~ " dt 

Em virtude da convergência uniforme das integrais consideradas, podemos inverter a ordem 
da mtegraçao, ou 


Portanto há um número infinito de pólos. 

Para calcular a integral dada, vamos escolher o contorno que consiste na reta de c -j «a c 
+ j « e o semicírculo T de um raio infinito no semiplano direito do planop, como visto na Fig. 
13.20. O contorno fechado engloba todos os pólos de 1/[1 - mas não engloba 

quaisquer pólos de X(p). 

Agora X*(s) pode ser escrita como 


X*(s) 


1 

2nj J c -je 


Má d P 

_ o-T(t-p) °P 


1 f X(p) , 1 f X(p) , 

2tt y j 1 -e- T <‘~» dp 2nj)rl - e ~ T ^-^ dp 


■^ifiOgO)] — 2 F á d P J o gU) e~ l, ~ pU dt 
Notando que 

j°° 0 g(t)e-<‘-rt' dt = G(s -p) 
obtemos 

WW = -p)dp 

Portanto 

^[x*(0] = &{x(t) f; ò (t - kT)] 

k-0 

~ 2 nj) c .jJ^r- e -r(.-P)dP 



Fig. 13.20 Contorno no plano p. 
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Xis l e>dô meí£ d ? a K,” l =° í° semicirc “' 0 r Como ograu do denominador de 
integrai é zero.Tu ' q "omerador, pode-se mostrar que o valor desta 


_l r 

2 nj J r 


7lj J r 1 — ç-tu-p 




Portanto. 


A integral ao longodo contorno fechado pode ser obtida calculando-se os resíduos. Portanto. 

**« = -£ -3 — íítí — | 

^ !P = i + y'(2tr Tt* 




Portanto. 


•rw = i É xL + tek). 

k ~ ” ' * f 'I = (l/r) ln í 




n.) = ji-, r*'“ r 

27Ty J c -yoo 1 


*(/>! aV 

- e' T ‘-p dp 


e mostre que 


= Ê {.— L_ jrir f-it.rA-fftz : , 

t = i Ufl,- — 1 ) ! c/j"'- 1 l z — '/ 

onde os J, sao os pólos de X(s) en,ea ordem do pólo em 5 = ou 

= £ [resíduos de nos pólos de X(s)] 

SoJução. Como obtido no Problema A., 3.5. os pólos de l/fl - no piano/J são 

p = s ±j~k (* = 0,1,2,...) 

Para calcular a dada integral, vamos escrever 

= f 1 - e-n-al‘4’ - 2^}- J r r n^-n-,) 4? 
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Problema A. 13.7 Obtenha a transformada z de te onde t ^ 0. Note que 2{te "H = 
1/(5 + a) 2 . 

Solução 

F(z) = Jresíduo de em 5 = ~ a ] 

= [resíduo de (j - „ )I( * _ , r .) em * “ ~«] 

= 1 
í/s 1_Z — J 1= -a 

7ze T ' I 

~ (z — e Tí ) 2 1,=-« 

Tze~ aT 
(z — 

Problema A. 13.8 Dado 

Wj) — 5 zh 2 . 

W (í + IXí + 2) 

obtenha Àfz>. 

Solução 

5(r) = [resíduo de (j + ^ _ ^ enr 2 - -l] 

+ [ residu0 de (2 + 1X2 + 2Xz -t”) em J = ~ 2 ] 

_ (s + 3 )z (■* + 3)z 

(s + 2X* - e r ') 1= _, ^ (s + l)(z - e T ‘) 1= _ 2 
_2z z 

Z — Z — g~2T 

Problema A. 13.9 Prove que 

ZlÉ *(*)] = X{z) 

k = Q Z 1 

Em seguida prove que 

2 *(*) = Um X(z) 

4-0 *-l 

Solução. A transformada z da primeira diferença “para a frente” (foward) é 

m\ = z[f(k + d] - zum 

= [zF(z) - zf(0)) - F(z) 

= (z — 1) F(z) — z/(0) 
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Vamos escrever 


*00 — 2 *(*) — 2 x (k) = A E *(£) 

4 = 0 4=0 4=0 


<[A E *(*)] = £[*(")] = x(z) - u - 1) ^[Ê xm 

4=0 k=0 

como o valor da soma x(k) para n = 0 é igual a zero. Portanto. 

4==0 

à: = 0 Z 1 


» *-l 

zE 4*)l = ziY, *(*)] + zw»)l = — t + 

* = n 4 = 0 ^ 1 


CÊ 4*)] = 7^4(2) 

Usando o teorema do valor final, achamos 
lim r È x(k) 1 = lim F(z - D-^^Z)] 

•— 1-4 = 0 -I 2-1 L Z — I J 


É*(á:) = lim AT(z) 

4=0 í-l 

Problema A. 13. 10 Prove as seguintes relações. Note que Xtz) = £[*(01* 

í. zi° k m = x(j) 

2. Z[e~ a, x{t)] = X(ze aT ) 

3. Zm)) = -Tz^-X(z) 


Z[* 1 = 


(z - iy 


Solução 


Z[a k x(t)] = Ê a k x{kT)z k 

4 = 0 

=s** r >(-z)' 

-*(7) 
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z 2 -f az -f b — (z — mjXz — wt 2 ) 

e expandindo X(z)l: em frações parciais, obtemos 

X(z) = (m, - q)x(0) + x( 1) 1 (m 2 + q)x(O) + jc( 1) f 

z m, -m 2 z — m, m 2 — m x z — m 2 

Notando que a = - m, - m 2 . obtemos 

X(z) - m 2^(0> ~ xü) z m|X(0) - x(l) z 

- ~ m z — m, z — m 1 ~ r m, — m 2 z — rr 2 

A transformada z inversa de AYzJ dá a solução da equação de diferenças fornecida. Ou seja. 


... m 2 x(0) — x(l) 

x(k) - — - - —rtíx 

m 2 — rrii 


k . m.xÇO) - s(l) , 
m x — m 2 2 


(k = 0,1,2,...) 


Problema A.13.12 Obtenha a função de transferência pulsada do sistema a malha-fechada 
visto na Fig. 13.22. 



Fig. 13.22 Sistema de tempo discreto a malha-fechada. 

Solução. Do diagrama de blocos da Fig. 13.22. obtemos 
E(s) = R(s) - B(s) 
ou 

£(z) = R(z) - B(z ) 

Também 

C(z) = G(z)£(z) 

£(z) = H(z)C(z) 

Portanto 

C(z) = [£(z) - H(z)C(z)]G(z) 
ou 

C(z)[l + H(z)G(z)] = R(z)G(z) 
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A função de transferência pulsada se toma 


O» _ Gjz) 

R(z) 1 + H(z)G(z) 

Problema A.13.13 Obtenha a função de transferência pulsada do sistema a malha-fechada 
visto na Fig. 13.23. 



Fig. 13.23 Sistema de tempo discreto a malha-fechada. 


Solução. A transformada z da função de transferência de malha-aberta é 




Note que 

1 = J 1_ 1 

+ a) as 1 a 2 s a 2 (s + a) 

Da Tabela 13.1. obtemos a transformada z desta última equação como segue: 


7 r 1 1 Tz z 

^U 2 (í + a(z — l) 2 a\z — 1) ' a 2 


Portanto 


7 \ K(\ - e~ T ') -\ _ KT _ K 
5 2 (j + a) J a{z — 1) a 2 


(z - e-° T ) 


_ KT K , K{z - 1) 
a(z — 1) a 2 a 2 (z — e~ aT ) 

_ K[(aT — 1 + e~ aT )z + (1 — e~ aT — aTe ~ ar ) ] 
a 2 (z — 1 Xz — e~ aT ) 


A função de transferência de malha-fechada é então 

C(z)_ K[(aT - 1 + e~ aT )z + (1 - e~‘ T - aTe ~ aT )] 

R{z) a 2 z 2 + [K(aT- 1 + e~‘ T ) - a 2 { 1 + e' aT )]z + (1 - e~ aT - aTe~‘ T + a 2 e~ oT ) 

Problema A. 13. 14 Considere o sistema visto na Fig. 13.24. Mostre que o sistema de tempo 
discreto é estável se e apenas se 


0 < K <2 coth 
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Solução. Como 


G(s) = 


siT.s + 1 ) 




á/ T s(7is + 1) 

*>0,7Í>C 

I 



Fig. 13.24 Sistema de tempo discreto a malha-fechada. 
obtemos 


G(z) — 


K(l - e~ T/T, )z 


~ (z - 1 Xz - e- T ' T ') 

A equação característica é 

z 2 + [AT(1 - e~ T1T ') - (1 + e~ T/T ')]z + e~ T ' T ' = 0 
Usando a seguinte transformação: 


(13.24) 


a Eq. (13.24) se torna 

[AT(1 - e~ T/Tl )]r 2 + 2(1 - e~ T 'T‘)r + 2(1 + e~ T ' T ') - K( 1 - e~ T ' T ‘) = 0 
A tabela de Routh é 

r 2 *(1 - e~ T/T ‘) 2(1 + e~ T/Tl ) - K( 1 - e~ T/T ') 

r 1 2(1 - e ~ T ‘ T ') 0 

r° 2(1 + e~ T ' T ') - K(1 - e' T/Tl ) 

Como 1 - e~ T,Ti > 0, o sistema é estável se e apenas se 

k>o 

2(1 + e~™') . „ 

1 ~ e~ T/Tl > A 

Portanto o sistema é estável se e apenas se 
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'ROBLEMAS 


roblema B.13.1 Obtenha a transformada: degí? - kT), ond tg(t) é afunçãode resposta ao 

npulso de um sistema linear. 

roblema B.13.2 Se X(z) = A \<z)Xjz), mostre que 

x(kT) = i: x x (kT - hT)xiQiT) 

k - 0 

‘roblema* B.13.3 Dado 

= (z - l) 2 (z - 2) 

etermine x(kT). 

^roblema B.13.4 Dado 

= (ze - l) 3 

letermine x(kT) computando o resíduo de no pólo z ~ l/e. 

Problema B.13.5 Dado 


x(z) _ *0 - e " r ) 

A(z) _ (z - l)(z - e~ T ) 

letermine x(kT) expandindo X(z) em uma série convergente de potências em : 

Problema B.13.6 Dado 

j 

determine a função de transferência pulsada GCi. 

Problema B.13.7 Dado 




COq 

s 2 + Cúl 


determine a função de transferência pulsada Glzi. 

Problema B.13.8 Considere o circuito RC visto na Fig, 13.25. Determine y(kT) quando a 
tensão de entrada é dada por j dt) = lOOe"' volts. 



Problema B.13.9 Determine a solução da seguinte equação de diferenças: 
x{k -f2) + 2 x{k + 1) + x(k) = u{k), x(0) = 0, x(l) = 0 


onde 

u(k) = k (k =0,1,2,...) 


r 
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14 


Análise de 
Sistemas de 
Controle por 
Espaço de 
Estados 

14.1 INTRODUÇÃO 

Limitações da teoria convencional de controle. Nos Caps. 8 a 10, mostramos que 
o método do lugar das raízes e os métodos de resposta em frequencta sao baslanl ^ 
úteis para tratar de sistemas de uma entrada e uma saída. Por exemplo, usando 
ms es de resposta em frequência de malha-aberta. podemos predizer o comporta- 
mento^ diS do s is tema a malha-fechada. Se necessário, o comportamento 
dinâmico de um sistema complexo pode ser melhorado inserindo-se um simples 
compensador avançador ou atrasador de fase. As técnicas da teona convencional 
de controle são conceitualmente simples e requerem apenas uma pequena quanti- 

dadC Na teona convencional de controle , apenas os sinais de entrada saída e de erro 
são considerados importantes; a análise e projeto de sistemas de controle sao feitos 
usando-se funções de transferência, juntamente com uma vanedade de técnicas 
eráficas tais como o método do lugar das raízes e gráficos de Nyquist. A caractens- 
tica essencial da teoria de controle convencional é que ela e baseada na relaçao de 
entrada-saída do sistema, ou a função de transferencia. . , , 

A Drincipal desvantagem da teoria de controle convenc.onal e que. de modo 
geral efa é aplicável apenas para sistemas lineares invanantes no tempo tendo uma 
única entrada e uma única saída. Ela é impotente para sistemas variantes no 
tempo sSemas não lineares (exceto os mais simples), e sistemas de múltiplas 
entradas e múltiplas saídas. Portanto as técnicas convencionais (os métodos do 
lugar das raízes e de resposta em freqüência) nao se aplicam p p J 
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sistemas ótimos ou de sistemas adaptativos, que são em geral variantes no tempo 
e/ou não lineares. 

Uma nova abordagem para a análise e projeto de sistemas de controle — a teoria 
de controle moderno. A tendência atual em sistemas de engenharia é para maior 
complexidade, devido principalmente às necessidades de tarefas complexas e boa 
precisão. Sistemas complexos podem ter múltiplas entradas e múltiplas saídas e 
podem ser variantes no tempo. Em virtude da necessidade de satisfazer especifica- 
ções cada vez mais rigorosas no desempenho de sistemas de controle, o aumento na 
complexidade do sistema e o fácil acesso a computadores, a teoria de controle 
moderno, que é uma nova abordagem na análise e projeto de sistemas de controle 
complexos, foi desenvolvida em torno de 1960. Esta nova abordagem é baseada no 
conceito de estado. Oconceitodeestadoporsi só nãoé novo. poisjáexistiafaz tempo 
no campo da dinâmica clássica e outras áreas. ( De fato. o método do plano de fase. 
discutido no Cap. 13, é um método de espaço de estados bidimensional.) 

Teoria de controle moderno versus teoria de controle convencional. A teoria de 
controle moderno contrasta com a teoria de controle convencional, em que a 
primei ra é ap licável p ara sis temas de múltiplas entradas e múltiplas saídas, que 
podem se r lineares ou não lineares, invariantes pu_ variantes no tempo, enquanto 
que a segunda só ^aplicável para sistemas lineares invariantes nóTempo de uma 
entrad a e uma saída. Também, a teoria de controle moderno é essencialmente uma 
abordagem de domínio de tempo, enquanto que a teoria de controle convencional é 
uma abordagem de domínio da frequência complexa. 

c > y O projeto de sistemas na teoria clássica de controle é baseado em procedimen- 
tos de tentativa e erro. que. em geral, não fornecem sistemas de controle ótimos. O 
projeto de sistemas na teoria moderna de controle, por outro lado, permite ao 
engenheiro projetar sistemas de controle ótimos com respeito a dados critérios de 
desempenho. Adicionalmente, o projeto na teoria de controle moderno pode ser 
feito para uma classe de entradas, ao invés de uma função de entrada específica, tal 
como a função impulsiva, função degrau, ou função senoidal. Também, a teoria de 
controle moderno permite ao engenheiro incluir condições iniciais no projeto. 

Antes de prosseguir, devemos definir estado, variáveis de estado, vetor de 
estados, e espaço de estados. 

Estado. O estado de um sistema dinâmico é o menor conjunto de variáveis 
(chamadas variáveis de estado) tal que o conhecimento destas variáveis em t - t 0 . 
juntamente com a entrada para t > / 0 , determina completamente o comportamento 
do sistema para qualquer instante / > / 0 . 

Portanto, o estado de um sistema dinâmico no instante t é univocamente 
determinado pelo estado no instante t 0 ea entrada para t a / 0 , e é independente do 
estado e a entrada antes de t 0 . Note que, ao lidar com sistemas lineares invariantes 
no tempo, usualmente escolhemos a referência de tempo t 0 como zero. 

Variáveis de estado. As variáveis de estado de um sistema dinâmico são o 
menor conjunto de variáveis que determina o estado do sistema dinâmico. Se pelo 
menosn variáveis x x (t), x^t), xjt) são necessárias para descrever completa- 

mente o comportamento de um sistema dinâmico (tal que uma vez dada a entrada 
para / > r 0 e o estado inicial em t = t 0 é especificado, o estado futuro do sistema está 
completamente determinado), então as tais n variáveis *,(/), x ^t), .... xjt ) são 
um conjunto de variáveis de estado. Note que as variáveis de estado não precisam 
ser grandezas fisicamente mensuráveis ou observáveis. Em termos práticos, entre- 
tanto, é conveniente escolher grandezas facilmente mensuráveis para as variáveis 
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de estado porque leis de controle ótimo irão requerer a realimentaçáo de todas as 
variáveis de estado com ganhos adequados. 

Vetor de estado. Se n variáveis de estado são necessárias para descrever 
completamente o comportamento de um dado sistema, então estas n variáveis de 
estado podem ser consideradas como as n componentes de um vetor x<7). Tal vetor 
é chamado de um vetor de estados. Um vetor de estado é portanto um vetor que 
determina unicamente o estado do sistema x(t) para qualquer t > í 0 , uma vez que a 
entrada u (t) para t > f 0 é especificada. 

Espaço de estados. O espaço «-dimensional cujos eixos de coordenadas são os 
eixos x,,x 2 , . . .,x n é chamado de um espaço de estados. Qualquer estado pode ser 
representado por um ponto no espaço de estados. 


Exemplo 14.1 Considere o circuito RLC visto na Fig. 14.1.0 comportamento dinâmico do 
sistema é completamente definido para t>t 0 se os valores iniciais da corrente i( í 0 ), a tensão do 
capacitor e a tensão de entrada v(t) para t ^ t 0 são conhecidos. Portanto, o estado 
do circuito para t > t„é completamente determinado por /(/), vjt), e a tensão de entrada 
v(t) para t > t 0 . Portanto /(/) e vj,t) são um conjunto de variáveis de estado para este sistema. 



(Note, entretanto, que a escolha de variáveis de estado para um dado sistema não é úmca. 
Por exemplo, neste sistema x/t) = vjt) + Ri(t) er//J = vjt) podem ser escolhidos como 
um conjunto de variáveis de estado.) 

Suponha que escolhemos i(t) e vjt) como as variáveis de estado. Então as equações que 
descrevem a dinâmica do sistema são 

L -j- + Ri + v c = v 



Em notação vetorial-matricial, temos 



Esta é uma representação de espaço de estados para o dado sistema ou circuito. 

Análise de sistemas complexos. Um sistema moderno complexo pode ter muitas 
entradas e muitas saídas, e estas podem estar inter-relacionadas de uma maneira 
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complicada. Para analisar tal sistema, é essencial reduzir a complexidade nas 
expressões matemáticas, bem como utilizar computadores para a maioria dos 
cálculos maçantes necessários para a análise. A abordagem de espaço de estados 
para a análise de sistemas é mais adequada sob pste ponto de vista. 

Enquanto a teoria de controle convencional é baseada na relação entre entrada 
e saída ou funçào de transferência, a teoria de controle moderno se bas eia na 
descrição das equações do sistema em termos de n equações diferenciais de pr imei- 
ra-ordem. que podem ser combinadas em uma equação diferencial vetorial-matrici- 
al de primeira-ordem . O uso da notação vetor-matriz simplifica muito a representa- 
ção matemática de sistemas de equações. O aumento no número de variáveis de 
estado, de entradas, ou de saídas não aumenta a complexidade das equações. De 
fato, a análise de sistemas complicados de múltiplas entradas e saídas pode ser feita 
por procedimentos que são apenas um pouco mais complicados do que aqueles 
requeridos para a análise de sistemas de equações diferenciais escalares de primei- 
ra-ordem. 

Do ponto de vista computacional, os métodos de espaço de estados são 
«particularmente adequados para computações em computadores digitais por causa 
da abordagem no domínio do tempo. Isto libera o engenheiro de computações 
maçantes que seriam de outra forma necessárias e permite que ele dedique seus 
esforços apenas para os aspectos analíticos do problema. Esta é uma das vantagens 
dos métodos de espaço de estados. 

Finalmente, é importante notar que não é necessário que as variáveis de estado 
representem grandezas físicas do sistema. Podem-se escolher como variáveis de 
estado grandezas que não representam grandezas físicas bem como aquelas que não 
" são nem mensuráveis nem observáveis. Tal liberdade de escolha de variáveis de 
estado é outra vantagem de métodos de espaço de estados. 

14.2 REPRESENTAÇÃO DE SISTEMAS POR ESPAÇO DE ESTADOS 

Um sistema dinâmico que consiste em um número finito de elementos concen- 
trados pode ser descrito por equações diferenciais ordinárias em que o tempo é a 
variável independente. Usando-se notação matricial, uma equação diferencial de 
ordem n pode ser representada por uma equação matricial diferencial de primeira- 
ordem. Se n elementos do vetor são um conjunto de variáveis de estado, então a 
equação matricial diferencial é chamada uma equação de estado. Nesta seção 
apresentaremos métodos para obtenção de representações de espaço de estados de 
sistemas contínuos. 

Representação de espaço de estados de sistemas de equações diferenciais lineares 
de ordem n em que a função excitação não envolve termos em derivadas. Considere o 
seguinte sistema de ordem n : 

(«) («-D 

y + a x y + • • • + a„. t y + a n y = u (MJ) 

Observando que o conhecimento de.y(O), y(0), ..., y(0), junto com a entrada u(t) 
para t ^ 0, determina completamente o futuro comportamento do sistema, pode- 

<»- d 

mos considerar y(t), y(t) y(t) como um conjunto de n variáveis de estado. 

(Matematicamente, tal escolha é bastante conveniente. Na prática, entretanto, em 
virtude da imprecisão de termos em derivada de ordem superior devido a efeitos de 
ruídos inerentes em quaisquer situações práticas, tal escolha de variáveis de estado 
pode não ser desejável.) 
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Vamos definir 


*i =y 

A ' 2 = V 

(B-lí 

A„ = V 

Então a Eq. ( 14. 1 ) pode ser escrita como 

À'i = A 2 
Ã ; = A' 3 


x„ = —a n x i — ■ ■ • — a l x„ — u 



A equação de saída se torna 


> = [l o 



ou 

v = Cx 

onde 


(14.3) 


C - [1 0 ■ • • 0] 
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A equaçao diferencial de primeira-ordem, a Eq. ( 14.2). é a equação de estado e a 
equaçao algébrica, a Eq. (14.3), é a equação de saída. 


Exemplo 14.2 Considere o sistema definido por 

y -i- 6p + 1 \y + 6y = 6u (I4 A) 

do^tema 531 ^ 6 " é * d ° SÍStema ' ° btenha Uma re P resent ^° em espaço de estados 

Vamos escolher as variáveis de estado como 

*i =y 


x 3 =y 

Entáo obtemos 

* = *2 

X 1 =. x 3 

X 2 = 6 Xj — 11*2 — 6 x 3 + 6 u 

t^o mL“s atf/en^rub^dT-" 0 “.""'"T' ^ ° 

pSleTír SSTbltd' 3 nO,aÇâ0 ma ' riÍial - estts ,rés equaçôes ««toenciairde primSK 

poaem ser combinadas em uma so como segue: 

“*»] [ 0 1 oir* ro- 

x 2 - 0 0 1 x 2 + 0 [«] (J 4 5 ) 

UjJ L-6 -11 — 6j Ljc 3 J í_6_ 

A equaçáo de saída é dada por 


>’ = [! 0 0] ht 2 


As Eqs. (14.5) e (14.6) podem ser postas em uma forma padrão como 

i = Ax + Bu 

y — Cx 


-6 -11 


B = 0 , C = [1 0 0] 


A Fig. 14.2 mostra a representação em diagrama de blocos da equaçáo de estados e da 
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Fig. 14.2 Representação em diagrama em blocos do sistema 
(14.8). 


descrito pelas Eqs. (14.7) 


e 


equação de saída. Observe que as funções de transferência dos blocos de realimentação são 
idênticas aos valores negativos dos coeficientes da equação diferencial original, a Eq. ( 14.4). 

A não-unicidade do conjunto de variáveis de estado. Dissemos que um conjunta 

de variáveis de estado não é único para um dado sistema. Suponha quejc,. jc 2 x n 

são um conjunto de variáveis de estado. Então podemos considerar como outro 
conjunto de variáveis de estado qualquer conjunto de funções. 

X l (x li x 2 , . • . , *„) 
x 2 = x 2 , . . . , x n ) 

- *„(*,, * 2 , . . . , x n ) 

contanto que. para cada conjunto de valores*, , x 2 corresponda um único 

conjunto de valoresx 1 ,x 2 , e vice-versa. Portanto, se x é um vetor de estado, 
entáo x, onde 

* = Px 

também é um vetor de estados, contanto que P seja náo-singular. Diferentes 
vetores de estado fornecem a mesma informação sobre o comportamento do 
sistema. 

Autovalores de uma matriz An x n. Os autovalores de uma matriz An x n são 
as raízes da equação característica 

| AI - Aj =0 

Os autovalores são às vezes chamados de raízes características. 

Considere, por exemplo, a seguinte matriz A: 
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0 

0 


A equação característica é 

X — 1 0 

\XI-A\= 0 X —l 

6 11 ^ + 6 
= X 3 -j- 6X 2 -)- 11^, -j- 6 
= tt + l)(X + 2X^ + 3) = 0 

Os autovalores de A são as raízes da equação característica, ou - 1. -2. e -3. 

*txemplo 14.3 Considere o mesmo sistema discutido no Exemplo 14.2. Mostraremos que a 
Eq. (14.5) náo é a única equação de estado possível para este sistema. Suponha que definamos 
um novo conjunto de variáveis de estado z 2 . z :i pela transformação 


** =* -1 -2 -3 


x — Pz 


-1 -2 -3 


(14.10) 


Então, substituindo a Eq. (14.9) na Eq. (14.7). obtemos 

Pi = APz -f B u 

Multiplicando ambos os lados desta última equação á esquerda por P ', obtemos 
i = P~'APz + p-iBw 


(14.11) 


3 2,5 0,51 T 0 1 0 

-3-4-1 0 0 1 

1 1,5 0,5_l L— 6 -11 -6. 

3 2,5 0,5] TO" 

4- —3 -4 -1 0 [«] 

- 1 1,5 0,5_l Ló- 


1 -1 
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Simplificando, temos 


r-i 0 
= | 0-2 


2 0 z 2 + —6 [ü] 

0 — 3jLzJ L 3_ 


(14.12) 


A Eq. ( 14. 12) também é uma equação de estados que descreve o mesmo sistema definido pela 
Eq. (14.5). 

A equação de saída, a Eq. (14.8). é modificada para 
y = CPz 


y = [ 1 0 0] -1 -2 -3 

-14 9 


= [1 1 13 


(14.13) 


Observe que a matriz de transformação P. definida pela Eq. ( 14.10). transforma a matriz 
de coeficientes de z na matriz diagonal. Como claramente visto na Eq. (14.12), as três 
equações de estado separadas são desacopladas. Observe também que os elementos diago- 
nais da matriz P~‘AP na Eq. (14.11) são idênticos aos três autovalores de A. É muito 
importante notar que os autovalores de A e aqueles de P _1 AP são idênticos. A seguir 
provaremos isto para um caso geral. 

Invariância dos autovalores. Para provar a invariância dos autovalores sob 
uma transformação linear, devemos mostrar que os polinómios característicos 
|AI — Aj e |AJ -P 'AP são idênticos. 

Como o determinante de um produto é o produto dos determinantes, obtemos 

\X1 - P AP| = |1P-'P - P AP| 

= \P~'(XI - A)P | 

— |P" ! || AI — A||P| 

= IP-MIPpI - Al 

Observando que o produto dos determinantes |P -1 | e jPj é o determinante do produto 
IP -1 P|, obtemos 

j^I — P"'AP| — |P _1 P||AI — A| 

= |AI — A| 

í. 

Portanto provamos que os autovalores de A são invariantes sob uma transformação 
linear. 


Diagonalização de matrizes n x n. Note que se uma matriz A n x n com 
autovalores distintos é dada por 
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0 


a transformação x = Pz onde 


•• K 

■ • XI 


• li— 1 4 n - I ^nl 

_/ M A 2 * * _ 

X,. X 2 X„ = n autovalores distintos de A 

transformará P -1 AP em uma matriz diagonal, ou 


P ‘AP = ! 


Se a matriz A definida pela Eq. ( 14. 14) envolve autovalores múltiplos então a 
diagonalização é impossível. Por exemplo, se a matriz A 3 x 3. onde 


' 0 1 0 

A= 0 0 1 

_ °3 ~ Q l ~ a i 


tem os autovalores Xi. X 1( X ;i . então a transformação x — Sz. onde 


'10 1 
S = A t 1 A 3 
X\ 2A, X] 
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fornecerá 


A, 1 0 ' 

S _1 AS = 0 A, 0 
0 0 Aj. 

Esta é a chamada forma de Jordan canónica. 

Exemplo 14.4 Considere o mesmo sistema discutido nos Exemplos 14.: e 14.3. reescrito 
abaixo: 

y + 6y + 11>- + 6y = 6« (14.15) 

Demonstraremos que a representação de espaço de estado dada pelas Eqs. ( 14.12) e (14.13) 
node também ser obtida usando-se a técnica da expansão em frações parciais. 

^ Vamos reescrever a Eq. (14.15) na forma de uma função de transferencia: 

TO 6 i 

U(s) ~ 5 3 + Ó5 2 + 115 + 6 (í + l)(í + 2 )(j + 3) 

Expandindo esta função de transferência em frações parciais, obtemos 

TO = _3_ , _Z±. + _J_ 

U(s) 5 + 1 5 + 2 5 + 3 

Portanto 

+ + ,I4I6) 

Vamos definir 


XM = s 1 ,t/W 

(14.17) 

«.) = m 

(14.18) 

= s 1 3 l/w 

(14.19) 


As transformadas inversas de Laplace das Eqs. (14.17). (14.18) e (14.19) fornecem 
jc, = —x, + 3 u 
x 2 — — 2jc 2 — 6 u 
x 3 = — 3x 3 + 3k 

Como a Eq. (14.16) pode ser escrita como 
TO = Af t (5) + X 2 (s) + X 3 (s) 
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obtemos 




y = x x + x 2 + *3 

Em termos da notação matricial, obtemos 

oiptii r 3H 

0 x 2 j — I — 6 j [u] 
3 — x 3 -j L 3J 



(14.20) 



As Eqs. ( 14.20) e (14.21) são ciaramente idênticas às Eqs. (14. 12) e ( 14. 1 3). respectivamente. 

A Fig. 14.3 mostra uma representação em diagramas de blocos das Eqs. ( 14.20) e ( 14.21 i. 
Note que as funções de transferência nos blocos de reaiimentaçáo são idênticas aos autovalo- 
res do sistema. Note também que os resíduos dos pólos da função de transferência, ou os 
coeficientes da expansão em frações parciais de Y(s)IU(s). aparecem nos blocos de elo direto. 



Fig. 14.3 Representação em diagrama em blocos do sistema descrito pelas Eqs. (14.20) e 
(14.21). 


Representação de espaço de estados de sistemas de equações diferenciais de 
ordem n com r funções de excitação. Considere o sistema de múltiplas entradas e 

saídas visto na Fig. 14.4. Neste sistema, x x ,x 2 x n representam as variáveis de 

estado; //,, u 2 , u r representam as variáveis de entrada; e y t , >’ m são as 

variáveis de saída. Da Fig. 14.4, obtemos o sistema de equações como segue: 
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x, = a u (t)x , -r a i2 (t)x 2 + • ■ • + a iA*) x * 

~ b u (t)u, + b 12 (t)u 2 - ■ ■ • - b ir {t)u r 

X 2 = fl 2 l( r ) X l + a íl( t ) X l "E * ' ‘ ~ a iÁ t ) X n 

- b 2l (t)u l -r b 22 (t)u 2 b 2r (t)u r 

x„ = a„^{t)x 1 -r o n2 {t)x 2 — • • • -r o„„(t)x„ 

- b„i{t}u i -r b n2 (t)u 2 - ... - b nr {t)u r 

onde os a(t) e b(t) sáo constantes ou funções de t . Em termos da notaçao matricial, 
estas n equações podem ser escritas compactamente como 

x = A(/)x + B(i)n (l4 ' 22) 

onde 

*2 

x = • = vetor de estado 

■«i" 

«2 

ii = = vetor de entrada (ou controle) 

JC_ 

a n(0 a u(0 ■’* a \Á0 
a u (l) a,Jl) M0 

mo = ; ; ; 

_mo m 0 M0. 

'f M0 b n (t) M0' 

M0 M0 ••• MO 

8(0 ; ; ; 

_M 0 M0 MO. 

A Eq (14 22) é a equação de estado para o sistema. [Note que uma equação 

diferencial matricial como a da Eq. (14.22) (ou as n equações dtferenaats de 
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Fig. 14.4 Sistema de múltiplas entradas e múltiplas saídas. 


primeira-ordem equivalentes), descrevendo a dinâmica de um sistema, é uma equa- 
ção de estado se e apenas se o conjunto de variáveis dependentes na equação 
diferencial matricial satisfaz a definição de variáveis de estado.] 

Para os sinais de saída, obtemos 

y l - + c j2 (0* 2 + * • • + c lH (t)x a 

- d ll (t)u l 4- d i2 (t)u 2 - • • • 4 - d u {t)u, 

y 2 = c 2 i(t)x i + c 22 (t)x 2 + • • • -f c 2n {t)x n 

•f d 21 (t)u 1 - d 22 (t)u 2 - • • • + d 2r (t)u r 

y m = c mX {t)x x + C m2 {t)x 2 + ■ • • -f C mn {t)x„ 

4- d mX {t)u, 4- d m2 (t)u 2 - f d mr (t)u r 

Em termos de notação matricial, estas m equações podem ser escritas compacta- 
mente como 

y = C(/)x 4 - D(/)u (14.23) 

onde 

>r 

42 

y = * = vetor de saída 

"í|l(0 Cl 2 (/) c u (t)~ 

C 2\(0 C 2 z (0 ' ‘ ' C 2 n (0 

C(t) = ; ; ; 

_C m i(0 C m2 (t) ■ • • c mn (t)_ 



I 

I 

i 
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. 'd n (t) d 12 (t ) ••• rf lf (0" 

^2,(0 d 22 {t) ••• d 2r (t) 

m = ; ; 

d m2 (t ) • • ■ 

a Eq. (14.23) é a equação de saída do sistema. As matrizes A //), B (/), Qrj e IX/) 
caracterizam completamente a dinâmica do sistema. 

Uma representação em diagrama de blocos e uma representação em gráfico de 
fluxo de sinais do sistema definido pelas Eqs. (14.22) e (14.23) são vistas nas Figs. 
14.5(a) e (b). respectivamente. Para indicar grandezas vetoriais, usamos duplas 
flechas nos diagramas. 

Representação de espaço de estados de sistemas de equações diferenciais de 
ordem n em que a função excitação envolve termos em derivada. Se a equação 
diferencial do sistema envolve derivadas da função de excitação, como por exem- 
plo. 



(b) 

Fig. 14.5 (a) Representação em diagrama em blocos do sistema descrito pelas Eqs. ( 14.22) e 
(14.23): (b) representação por diagrama de fluxo de sinal do sistema de (a). 
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então o conjunto de n variáveis >\ y,y y não é um conjunto de variáveis de 

estado, e o método simples que empregamos anteriormente não pode ser empre- 
gado. Isto porque n equações diferenciais de primeira-ordem 

*1 = *2 

*2 =*3 

(*) (*-I) 

x „ = -a„x l - a n . x x 2 - ... - a,x u + b 0 u -f b,u -f • • ■ + b„u 

onde jtj = y podem não fornecer uma solução única. 

O problema principal em se definir as variáveis de estado para este caso está na 
existência de termos em derivada no lado direito da última equação do sistema de n 
equações acima. As variáveis de estado devem ser tais que eliminem as derivadas 
de u na equação de estado. 

Um fato bem conhecido na teoria de controle moderno é que se definirmos as 
seguintes n variáveis como um conjunto de n variáveis de estado. 

= y - Po u 

= y - Po* - P\ u = x\ — P\ u 

*3 = y — Po ü — P\ ú — Pi u = *2 ~ Pi u (14.25) 


(ii-l) (»-l) (j.- 2) 

x, = y - Po u - P\ u - 


P„- 2 Ú - Pn-iU = X n -\— P«~\ U 


onde /3 0 , /3i, P„ são determinadas de 


Po — b 0 

Pi = bt - aj 0 

Pz = b 2 ~ 0\P\ Q iPo 

Pl ~ b 3 a \Pl °lPl fl 3^0 


Pn = b n - - ■ • • - - a,fi 0 

então a existência e unicidade da solução da equação de estado estão asseguradas. 
(Note que esta não é a única escolha de um conjunto de variáveis de estado.) Com a 
presente escolha de variáveis de estado, obtemos a seguinte equaçáo de estado e 
equação de saída para o sistema da Eq. (14.24): 
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x 


*2 

y = [i o ■ ■ • 0] ;>/>.« 

(14.27) 

(14.28) 

r x. 1 r 0 1 0 0- 

x, | o o i ... o 

x — • , A = • 

x„’_, 0 0 0 ... 1 

(_ X„ _ _ _ °n ~~ a n- 1 ~~ a n -1 fl >- 

r pr 

p2 

B _ , c = [1 o ■ • ■ 0], D = 0o = b 0 

LPn, 

A condição inicial x(0) pode ser determinada usando-se a E q ( i^25K 

afe,a So a ,r; a e r«"aça d o "ço de estados para a seguinte função de 
transferência 

7(5) _ 6 n 5"-f b,s"-' ± ±J> s= jL±_h 

U(s) s n + -f ••• -ra n . l s- r a n 

é dada também pelas Eqs. (14.27) e (14.28). 

Exemplo 14.5 Considere o sistema de controle visto na Fig. 14.6. A funçáo de transferi 
de malha-fechada é 

7(5) 160(5 - 4) 

U(s) 5 3 + 185 2 ■+ 1925 - 640 


X = Ax + B« 
y — Cx -f Du 

onde 
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A correspondente equação diferencial é 

y -r I8y + 192 y + 640 y - 160ú — 640w 

Obtenha uma representação de espaço de estado do sistema. 

Referindo-se à Eq. (14.25), vamos definir 

*i = y- Po* 

xz = y - Poú - Piu = x x - piu 

*3 = y — Poü ~ Plú - f} 2 u = X 2 - p 2 U 

onde £ 0 , e /3 2 são determinados da Eq. (14.26) como segue: 

Po — “ 0 

Pi = — Qifio — 0 

Pz — bz — Q\fii — a zP o — 160 
P 3 = ^3 0\Pi a iP\ ~ QiPo — —2240 

Então a equação de estado para o sistema se toma 

“ o 1 o^ptn r o “ 

Xz ! = 0 0 1 |! Jf 2 T I 160 | [m] 

_JCjJ L — 640 -192 — 18j Lat 3 J L-2240J 

A equação de saída se toma 
~X\~ 

y = l i o 0 ] * 2 

-* 3 - 

14.3 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE ESTADO INVARIANTE NO TEMPO 

Nesta seção, obteremos a solução geral da equação de estado linear invariante 
no tempo. Consideraremos inicialmente o caso homogêneo, e então o caso não 
homogéneo. 

Solução de equações de estado homogéneas. Antes de resolver equações dife- 
renciais matriciais, vamos rever a solução da equação diferencial escalar 

x=ax (14.29) 
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Ao resolver esta equação, podemos supor uma solução x(t) da forma 

x(0 = b 0 - b x t -f b 2 t 2 + • • • + b k t k + • • • (14.30) 

Substituindo esta solução suposta na Eq. (14.29). obtemos 
b { + 2 b 2 t - 3 b 3 t 2 + • • • + kb k t k ~ x + • • ■ 

= a(b 0 — b } t -f b 2 t 2 4- • ■ ■ -f b k t k + • • •) (14.31) 

Se a solução suposta deve ser a solução verdadeira, a Eq. (14.3 1) deve valer para 
qualquer t. Portanto, equacionando os coeficientes de iguais potências de r, obte- 
mos 

b i = ab 0 
b z = \°b, 

b 3 == —^cib 2 

b « = Y\ akb o 

O valor de é determinado substituindo-se / = 0 na Eq. (14.30). ou 
x(0) = b 0 

Portanto a solução x (t) pode ser escrita como 

x(t) = ( 1 — at — jra 2 t 2 + • • ■ — -p ak{k — • • • jx(0) = ^(O) 

Resolveremos agora a equação diferencial matricial 
x = Ax (14.32) 

onde 

x — vetor n-dimensional 
A = matriz constante n x n 

Por analogia com o caso escalar, suporemos que a solução é na forma de uma série 
de potências vetoriais em /. ou 

x(/) = b 0 - b,f 4 b 2 / 2 + • • • -f b*f* + • • • < 54.33) 

Substituindo esta suposta solução na Eq. (14.32). obtemos 

bj -f 2b 2 r — 3b 3 r 2 -f • ■ • 4 - kb k t k ~ x + • • • 

= A(b 0 -f b,( - b 2 r 2 -r • ■ ■ T kb k t k 4 * • ■ •) 04.34) 



767 


Se a solução suposta deve ser a solução verdadeira, a Eq. (14.34) valer valor para 
todo /. Portanto impomos que os coeficientes de potências iguais de r sejam 
idênticos, ou 


1 


i 

1 

b, = Ab 0 

b 2 - i-Ab, = ^-A 2 b 0 
b, = yAb 2 = 3-^A 3 b„ 


b t = ÍA‘b s 

Substituindo / = 0 na Eq. (14.33), obtemos 

x(0) = b 0 

Portanto a solução x(í) pode ser escrita como 

x(/) = (i + Aí + A 2 t 2 + • ■ • 4- ^ A*r* - - • • )x(0) 

A expressão em parênteses no lado direito desta última equação é uma matriz k x n . 
Em virtude da sua similitude com a série infinita de potências para uma exponencial 
escalar, chamamos esta de matriz exponencial e escrevemos 

I + Aí -f ~A 2 t 2 + - • • + i-.A k t k -f • • ■ = e A ' 

21 k\ 

Em termos da matriz exponencial, a solução da Eq. ( 14.32) pode ser escrita como 

x(/) — e A 'x(0) (14.35) 

Como a matriz exponencial é muito importante na análise de espaço de estados 
de sistemas lineares, examinaremos em seguida as propriedades da matriz expo- 
nencial. 

Matriz exponencial. Pode-se provar que a matriz exponencial de uma matriz A 
n x n 


gkt 


f, A¥ 

h k\ 


converge absolutamente para todo / finito. (Portanto cálculos em computador para 
calcular os elementos de c Ar . usando a expansão em série, podem ser facilmente 
feitos.) * 

Devido à convergência da série infinita X A k t k lkl. a série pode ser diferen- 
ciada termo a termo, resultando k = 0 
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d Ar A , A2 , , A 3 / 2 , . A : 

di e =A-A / + -JT-- ■ (*_]). ■ 

A, Ai 1 AV , . A*-»*-' _ 

= A^I t Ar + -jj- , (A — 1)! 

r, . A 1 / 2 . A‘-'( t -' 

_ |I -r At + 2 j ~ ' (k — 1)1 ^ 

A matriz exponencial tem a seguinte propriedade: 

^Á(f+*) — gAt gAx 


Isto pode ser provado como segue: 

=í>‘(£ 


k = 0 


(t + s) k 
k\ 


- Ae Ar 


A = e Af A 


Em particular, se 5 = -/, então 

çAtg-At — At £fAt — ^A(í*í) — - J 

Portanto a inversa de é c Al . Como a inversa de c A ’ sempre existe, € é não 
jãngular. 

É muito importante lembrar que 
+ B)r _ gAtgii Jg AB = BA 


? {À + B)l gAtght 


se AB 4 BA 


Para provar isto. notamos que 

e <A + B), = I _ (A + B)/ 4- (A 2 ! '~ /2 ~ (A 3! B) - 3 + * ' ‘ 

eW = (l + Aí + -r 3T + ' • • )(l + B/ + + 3T + • • • ) 


i ' ( k i 1 A 2 / 2 , ARf 2 B 2 r 2 I A 3 / 3 

= I t (A + B)/ - ji - AB/ 2i 31 


A 2 B/ 3 , AB 2 / 3 B 3 / 3 

2! ^ 2! ^ 3! 
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Portanto 


e (A^, _ e A, e * t = BA_AB ? : 


BA 2 - ABA - B : A - BAB 2A 2 B - 2AB- ; , 


A diferença entre e ' A B *' e c v f ,K '' e nula se A e B comutam. 

Abordagem da transformada de Laplace para a solução de equações de estado 
homogéneas. Vamos inicialmente considerar o caso escalar: 


x = ax 


(14.36) 


Aplicando a transformada de Laplace para a Eq. { 14.36). obtemos 

sX(s) - x(0) = aX(s) 1 > 4 -? 7 » 

onde Aís; = %[x], Resolvendo a Eq. (14.37) para A7.s). resulta 

AO) - = 0 - af l x( 0) 

A transformada inversa de Laplace desta última equação fornece a solução 
x(t) - e a! x(0) 

Esta abordagem para a solução da equação diferencial homogénea escalar 
pode ser estendida para a equação de estado homogénea: 

x(r) = Ax(/) (14.38) 

Aplicando a transformada de Laplace a ambo' os lados da Eq. < 14.38). resulta 

sX(s) - x(0) = AXO) 

onde X(s) = if[x]. Portanto. 

(si - A)X(j) = x(0) 

Pré-multiplicando ambos os lados desta última equação por (.sl - Ar*. resulta 

X(j) = (sl - A)-»x(0) 

A transformada inversa de Laplace de X(.v) fornece a solução x(r ) . Portanto. 

x(/)=if- , [(jl- A)- J 3x(0) (14.39) 

Note que 

(sl - A)' 1 = - -f 4 - ^ + • • • 
s s 2 s 3 


(14.39) 
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Portanto, a transformada inversa de Laplace de (sl - A) 1 fornece 


A)-’] = I-f At + ^f + ••• = eA ' (14 - 4 °) 

(A transformada inversa de Laplace de uma matriz é a matriz que consiste nas 
transformadas inversas de Laplace de todos os elementos.) Das Eqs. (14.39) e 
(14.40). a solução da Eq. (14.38) é obtida como 

x(r) — e A 'x(0) 

A importância da Eq. (14.40) está no fato de que ela provê um meio conve- 
niente de se achar a solução em forma fechada para a matriz exponencial. 

Matriz de transição de estados. Podemos escrever a solução da equação de 
estado homogênea como 

x — Ax (14.41) 

como 

x(r) = 0(f)x(O) (14 - 42 ) 

onde d>(r) é uma matriz n x n e a solução única de 
<b(/) = AO(/), 0(0) - I 

Para verificar isto. observe que 
x(0) = <D(0)x(0) - lx(0) 
e 

x(/) = Ò(í)x(0) - A<D(/)x(0) - Ax(r) 

Portanto confirmamos que a Eq. (14.42) é a solução da Eq. (14.41). 

Das Eqs. (14.35). (14.39) e (14.42). obtemos 

<D(í) - e A: A)" 1 ] 

Note que 

<D~ '(/) - e- Aí - O(-í) 

Da Eq. (14.42). vemos que a solução da Eq. (14.41) é simplesmente uma transfor- 
mação da condição inicial. Portanto a matriz única O(f) é chamada de matriz de 
transição de estados. A matriz de transição de estados contém toda a informação 
sobre movimentos livres do sistema definido pela Eq. (14.41). 

Se os autovalores K t . A> k n da matriz A são distintos, então dHt) conterá as 

n exponenciais 

e e x,t , . . . , 
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Em particular, se a matriz A é diagonal, então 

V' r 0 " 

e l,t 

<t>(r) = e Kt = ‘ (A: diagonal) 

0 e*" f _ 

Se houver multiplicidade nos autovalores, por exemplo, se os autovalores de A 
são 

A,, Aj, Aj, A 4 , Aj, . . . ,-A, 

então Ofrj conterá, além das exponenciais e A ’'. e**' e An '. termos como /e Al ' 

Propriedades de matrizes de transição de estado. Resumiremos agora as pro- 
priedades importantes da matriz de transição de estados Para o sistema 
invariante no tempo 

x = Ax 

para o qual 
0(/) = <? Af 
temos 

1. fl>(0) = e A0 = I 

2. 0>(/) - e K ' = (e- A ')- ] = [4K-0]" 1 
ou <D -1 (í) = <!>(—/) 

3. <!>(/, + t 2 ) = <? A(,1+ ' !) = é- a, ‘<? a,! = <t>(rj)a>(z 2 ) = Wr 2 )G(f,) 

4. [<D(/)]" = Q>(nt) 

5 0 >(t 2 - /,)*(*, - t 0 ) = 0(/ 2 - /„) = 0(t, - t 0 )<S>(t 2 - /,) 

Exemplo 14.6 Obtenha a matriz de transição de estados <Xf) do seguinte sistema: 

_ r o n rxi~ 

-X 2 J L— 2 — 3-J Lx 2 . 

Obtenha também a inversa da matriz de transição de estados. <t>“ ‘(ri- 
Para este sistema. 
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A matriz de transição de estado 4Hri é dada por 
<D(í) - e A( = - A)' 1 ] 


si - A = 


o n rs -i 


-2 — 3J L2 5-3 


A inversa de (.s I - A) é dada por 

i r<-3 n 
- A >" = (7 - I)U V2)L _2 sl 


s t 3 1 

(s - \)(S -r 2 ) (s + l)(s - 2 ) 

-2 5 

_{5 — 1 )(S ~T 2 ) (5 — 1)(5 — 2) 


Portanto 

0(0 - e Al - ^-‘[(íl - A)" 1 ] 

r 2e~' — e~ lt e~ ! — e~ 2 ' 

~ I —2e~ ! - 2 c -2 ' -e"' - 2e~ 2 '- 

Observando que 4>'’(/) = <t>( — / > . obtemos a inversa da matriz de transição de estados 
como segue: 


r 7 pt — plt pt — plt 

Q - Ht) = e - A , = \ - € 

L— 2 e r + 2 c 2 ' —e' — 2 c‘'J 


Solução das equações de estado não homogéneas. Iniciaremos considerando o 


caso escalar 


x — ax — bu 


(14.43) 


Vamos reescrever a Eq. (14.43) como 


x — ax — bu 


Multiplicando ambos os lados desta equação pore ar , obtemos 
e-°’[x{t ) - ax(t)] = ~ [e- ar x(t)\ = e- M bu(t) 
lnteorando esta eauacão entre Oeí. resulta 


e~ a, x{t) = x(0) ~r \' 0 e ar bu(r) dx 
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i 


x(t ) = e^xiO) -f e“ J' o e~ ax bu( x) dx 

0 primeiro termo do lado direito é a resposta a condições iniciais, e o segundo termo 
é a resposta à entrada u(t). 

Vamos agora considerar a equação de estados não homogénea descrita por 
x = Ax + Bu (14.44) 

i 

onde 

x = vetor a? - dimensional 
u = vetor r-dimensional 
A = matriz constante n x n 

B - matriz constante n x r j 

■^Escrevendo a Eq. (14.44) como 
x(í) — Ax(f) = Bn(0 

e pré-multiplicando ambos os lados desta equação por e~ Ar , obtemos 
e~ A, [i(0 — Àx(0] = £ [e' A, x(t)] = e~ A, Bu(/) 

Integrando a equação anterior entre 0 e t, resulta 

I 

e~ A, x(t) = x(0) -f J* e' AT Bu(r) dx 
ou 

x(t) = e Af x(0) -T- J f o e Af '- T) Bu(r) dx (14.45) 

A Eq. (14.45) pode também ser escnta como 

x(r) = O(r)x(0) - J' <&(/ - t)Bu(t) dx (14.46) 

onde 

<D(0 = e K ‘ 

% 

A Eq. (14.45) ou (14.46) é a solução da Eq. (14.44). A solução x(r) é claramente a 

soma de um termo que consiste na transição do estado inicial e um termo prove- , 

niente do vetor de entrada. 

Abordagem por transformada de Laplace para a solução de equações de estado 
não homogéneas. A solução da equação de estado não homogénea 

x = Ax + Bu i 
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pode também ser obtida pela abordagem por transformada de Laplace. A transfor- 
mada de Laplace da Eq. (14.44) resulta 

sX(s) - x(0) = AX(í) ri- BU(j) 

ou 

(sl - A)X(j) = x(0) - BU(í) 

Pré-multipIicand*o ambos os lados desta última equação por (sl - A) -1 , obtemos 
X(s) = (sl - A) -1 x(0) ri- (sl - A)-’BU(s) 

Usando esta relação dada pela Eq. (14.40). resulta 
X(s) = ^[e Ax ]x(0] - ^[e A, ]BU (j) 

A transformada inversa de Laplace desta última equação pode ser obtida usando-se 
a integral de convolução como seguei 

x(0 = e A, x(0) -f e A(r_T, Bu(r) dx 

Solução em termos de x(/ 0 ). Até agora supusemos que o tempo inicial é zero. 
Entretanto, se o tempo inicial é dado por t (! ao invés de 0. então a solução da Eq. 
(14.44) deve ser modificada para 

x(í) = e A( ' _, * ) x(f 0 ) — e A(, ~ T) Bu(T) dx (14.47) 

Exemplo 14.7 Obtenha a resposta temporal do seguinte sistema: 



onde u(i) é a função degrau unitário ocorrendo em r = 0. ou 
u(t) = 1(0 
Para este sistema. 


r o n 

roí 

A = 

B = 

r— 

i 

K) 

1 

UJ 

t — _ 

LiJ 


A matriz de transição de estados 4Hí) = e M foi obtida no Exemplo 14.6 como 

2e~' — e~ 2t e~‘ — e~ 2 ‘ 

—2e~‘ - 2e' 2t -e~‘ - 2e~ 2 < 

A resposta a entrada degrau unitário é então obtida como 
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r 2e~^~ x ^ — g-lit-t) g-U-t) g-lu-r) -j rOl 

1(0 - ***"> + J. U— + 2,-»-.) - 2e~ 2íl ~' ) \ LjJ ll) * 


2e~‘ — e~ 2 ' 


*a(Oj l—2e~‘ + 2e~ 2 ‘ -e~> + 2<r 2r J UzWj [ 


e -2t x,(0) j _L _ e -t JLg-i, 

i ■ 2 1 z 


Se o estado inicial é zero, ou x(0) = 0. então xU) pode ser simplificado para 


■*.wi r* 

= 2 


e~‘ + -je' 21 


14.4 MATRIZ DE TRANSFERÊNCIA 


Na Seção 4.6 definimos a matriz de transferência. Como o conceito da matriz 
de transferência é uma extensão da função de transferência, inicialmente obtere- 
mos funções de transferência de sistemas de uma entrada e uma saída e então 
matrizes de transferência de sistemas de múltiplas entradas e múltiplas saídas a 
partir de equações de estado e de saída. 

Funções de transferência. Derivaremos a função de transferência de um sis- 
tema de uma entrada e uma saída a partir da versão transformada segundo Laplace 
das equações de estado e de saída. 

Vamos considerar o sistema cuja função de transferência é dada por 

Y(s) ni , 

W) = G « " 4 48 > 

Na Seção 14.3. mostramos que a representação de espaço de estados deste sistema 
é dada por 


x = Ax + Bw 
y — Cx + Du 


(14.49) 

(14.50) 


onde x é o vetor de estado, ué a entrada, e y é a saída. As transformadas de Laplace 
das Eqs. (14.49) e (14.50) são dadas por 


jX(j) - x(0) = AX(j) + BC/(í) 
IXr) = CX(j) + DU(s) 


(14.51) 

(14.52) 


Como a função de transferência foi anteriormente definida como a razão da trans- 
formada de Laplace da saída para a transformada de Laplace da entrada quando as 
condições iniciais são zero. supomos que x(0) na Eq. (14.51) é zero. 
Substituindo X(j) = (s I - A)-*Bf/(j) na Eq. (14.52). obtemos 


Y(s) - [C(sl ~ A) -1 B + Z)]f/(j) 


(14.53) 
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Comparando a Eq. (14.53) com a Eq. (14.48). vemos que 


G(s) = C(jI - A)"‘B -f D (14.54) 

Esta é a expressão da função de transferência em termos de A. B, C e D. 

Observe que o lado direito da Eq. (14.54) envolve (si — A) -1 . Portanto G(s) 
pode ser escrito como 


G(J) = 


m 

\sl-A\ 


onde Q(s ) é um polinómio em s . Portanto, |sl - A é igual ao polinómio caracterís- 
tico de G(s). Em outras palavras, os autovalores de A são idênticos aos pólos de 


G(s). 


Exemplo 14.8 Obtenha a função de transferência do sistema visto na Fig. 14.7. 
Do diagrama, obtemos as seguintes equações de estado e de saída: 

Xj = — 5*1 — x 2 + 2 u 
x 2 = 3*! — x 2 + 5u 
y = Xi +2 x 2 

Na forma matricial, temos 
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A função de transferência para o sistema é então 


G(s) = C(sl - A) ’B 


= [1 



s 



r 5-f-l -li 

.J 21 (5 + 2)(j - 4) (ST 2 )(s - 4) 

3 5-5 

_(5 + 2)(5 - 4) (5 - 2)(5 - 4)_ 

125 4- 59 
(5 - 2)(s + 4) 



Matriz de transferência. A matriz de transferência G(5 ) relaciona a saída Y(5) 
com a entrada U(5), ou 


* Y(j) = G(s)U(s) (14.55) 

Se o vetor de entrada u é r-dimensional e o vetor de saída y é m-dimensional . então a 
matriz de transferência é uma matriz m x r. Em uma forma expandida, a Eq. (14.55) 
pode ser escrita como 


">i 1 r^n(í) G l2 (s) G lf (5)"'u, 

y 2 G 2l( S ) G 2 i(s) C 2 r (í) U z 

_y m J klW G mz( S ) G mr(s)l'_U r _ 


O elemento de ordem (/, j) G h \s ) de G(s ) é a função de transferencia relacionando a 
i-ésima saída com a y-ésima entrada. 

Seguindo os mesmos passos usados na derivação da Eq. ( 14.54). obtemos a 
matriz de transferência para sistemas de múltiplas entradas e múltiplas saídas como 
segue: 

G(j) = C(5l - A) _1 B 4- D 

Claramente, a expressão da função de transferência dada pela Eq. ( 1 4.54) é umcaso 
especial desta expressão da matriz de transferência. 

Matriz de transferência de sistemas a malha-fechada. Considere o sistema visto 
na Fig. 14.8. O sistema tem múltiplas entradas e múltiplas saídas. A matriz de 
transferência do elo direto é G 0 (s), e a do elo de realimentação é H( 5 ). A matriz de 
transferência entre o vetor de sinal de realimentação B(s) e o vetor de erro E( 5 ) é 
obtida como segue: Como 

B (s) = H(5)Y(5) 

= H(5)G 0 (í)E(5) 

obtemos a matriz de transferência entre B(.v) e E(.v) como H( 5 )G 0 ( 5 ). Portanto a 
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Fig. 14.8 Diagrama de blocos de um sistema de múltiplas entradas e múltiplas saídas. 

matriz de transferência dos elementos em cascata é o produto das matrizes de 
transferência tios elementos individuais. (Note que a ordem da multiplicação matri- 
cial é muito importante, uma vez que em geral a multiplicação matricial não é 
comutativa.) 

A matriz de transferência do sistema a malha-fechada é obtida como segue: 
Como 

Y(j) = G 0 (5)[U(5) - B(5)] 

= G 0 (5)[U(5) - H(5)Y(5)] 

obtemos 

[I - G 0 (5)H(5)]Y(5) = G 0 (5)U(5) 

Pré-multiplicando ambos os lados desta última equação por [I + G 0 (5)H(5)] -1 . 
obtemos 

Y(5) =[I-b G 0 (5)H(5)}- 1 G 0 (5)U(5) 

A matriz de transferência de malha-fechada G(5) é então dada por 

G (s) =[14- G 0 (5)H(5)]-'G 0 (5) (14.56) 

Não-interação em sistemas de múltiplas entradas e saídas. Muitos sistemas de 
controle de processos têm múltiplas entradas e múltiplas saídas, e frequentemente 
se deseja que mudanças em uma entrada de referência afetem apenas uma saída. (Se 
podemos obter tal não-interação, é mais fácil manter cada valor de saída em um 
valor constante desejado na ausência de perturbações externas.) 

Vamos considerar a matriz de transferência G p (5) (uma matriz n x n) de um 
processo e projetar um compensador série G c (5) (também uma matriz n x n) tal que 
as n entradas e n saídas são desacopladas. Se desejarmos a não-interação ou 
desacoplamento entre as n entradas e n saídas, a matriz de transferência de 
malha-fechada deve ser diagonal, ou 

~ G u(s) 0 - 

C 22 (5) 

G(5) = 

_ 0 G aB (5)_ 
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Consideraremos o caso em que a matriz de realimentação H(5) é a matriz 
identidade. Então, da Eq. (14.56), obtemos 

G(í) = [I + G„(í)]-*G„(i) (14.57) 

onde 

G„(i) = G r (s)G,(s) 

Da Eq. (14.57). obtemos 

[I + G 0 (s)]G(s) = G 0 (j) 
ou 

G 0 (í)[I - G(i)] = G(j) 

*fós-multiplicando ambos os lados desta última equação por [I - G(s)] -1 . obtemos 
G 0 (j) = G(s)[í - G(j)]-> 

Como G(s) é uma matriz diagonal. I - G(s) é também uma matriz diagonal. Então 
G 0 (í), um produto de duas matrizes diagonais, também é uma matriz diagonal. Isto 
significa que, para se conseguir não-interação, devemos fazer G 0 (s) uma matriz 
diagonal, contanto que a matriz de realimentação H(s) seja a matriz identidade. 


Exemplo 14.9 Considere o sistema visto na Fig. 14,9. Determine a matriz de transferência do 
compensador série para que a matriz de transferência de malha-fechada seja 


G(í) = 




como 


G 0 = G(I — G)-‘ 



tfiWj = r^cn(í) g í12 (j)*| r^,(j) - y,(i)' 
C 2 (í)j Lg c 2 i (j) G c22 (5)J Ir 2 (s) - Y 2 (s ■)_ 


» 
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Fig. 14.9 Sistema de múltiplas entradas e múltiplas saídas. 



A Eq. (14.58) nos dá a matriz de transferência do compensador série. Note queG rll ri) eG rtí (j) 
são controladores do tipo proporcional-mais-integral e G rt ,(í) é um controlador do tipo 
proporcional-mais-integral-mais derivada. 
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É muito importante notar que na análise presente não consideramos perturbações exter- 
nas. Em geral, na presente abordagem, há cancelamentos no numerador e denominador. 

Portanto, alguns dos autovalores serão perdidos em G„(.y)G f (s). Isto significa que embora a j 

abordagem presente forneça o resultado desejado de não-interação nas respostas a entradas 
de referência na ausência de perturbações externas, caso o sistema seja perturbado por 
forças externas, então o sistema pode-se tomar incontrolável porque qualquer movimento 
causado pelo autovalor cancelado não pode ser controlado. ( Discutiremos detalhes de contro- 
labilidade de sistemas na Seção 16.2.) 


14.5 SISTEMAS LINEARES VARIANTES NO TEMPO 

Uma vantagem do método de espaço de estados na análise de sistemas de 
controle é que ele pode ser estendido a sistemas lineares variantes no tempo. 

A maioria dos resultados obtidos na Seção 14.4 valem para sistemas lineares 
variantes no tempo modificando-se a matriz de transição 4>(t) para 4>(f, to). (Para 
sistemas variantes no tempo, a matriz de transição depende tanto de t como de t 0 e 
não da diferençar - r 0 . Portanto, não podemos sempre fazer o tempo inicial igual a 
zero. Há, entretanto, casos em quer 0 é zero.) Entretanto, é importante compreender 
que a matriz de transição para um sistema variante no tempo não pode em geral ser 
dada como uma matriz exponencial. 

Solução de equações de estado variantes no tempo. Para uma equação diferen- 
cial escalar 

x — a(t)x 

a solução pode ser dada por 

e a função de transição de estados pode ser dada por 

#> r„) = exp [J' ( a(z) dx\ ■ 

O mesmo resultado, entretanto, não se aplica para a equação diferencial matricial. 
Considere a equação de estado 

x = A (t)x (14 .59) 

onde 

x(f) = vetor «-dimensional 

A(/) = matriz n x n cujos elementos são funções contínuas por trechos em t no 
intervalo r 0 =s t t 1 

A solução da Eq. (14.59) é dada por 

x(/) = 0(r, í 0 )x(í 0 ) (14 60) 

onde 0 (/, /„) é a matriz não singular n x n que satisfaz a seguinte equação diferen- 


4>(/, / 0 ) = A(/)0(/, / 0 ), O(/ 0 , t 0 ) = I 
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(14.61) 


O fato de que a Eq. (14.60) é a solução da Eq. (14.61) pode ser verificado facilmente 
pois 

x(í 0 ) = 4>(t 0 , t 0 )x(t 0 ) = Ix(r 0 ) 


= Ò(r, í 0 )x(/ 0 ) 

= A(r)0(r, í 0 )x(/ 0 ) = A(0x(f) 

Vemos que a solução da Eq. ( 14.59) é simplesmente uma transformação do estado • 
inicial. A matriz 0(r, t 0 ) é a matriz de transição de estados para o sistema variante 
no tempo descrito pela Eq. (14.59). 

Matriz de transição de estado para o caso variante no tempo. É importante notar 
que a matriz dê transição de estados 0(r, t 0 ) é dada por uma matriz exponencial se e 
apenas se A(f) e fl A (r)dT comutam* Isto é, 

— exp A(t) í/t] (Se e apenas se A (t) e A(r) dr comutam.) 

Note que se A(t) é uma matriz constante ou uma matriz diagonal, A(/) e /L A(r)dT 
comutam. Se A(/) e fi A {j]dr não comutam, não há uma maneira simples de se 
computar a matriz de transição de estados. 

Para computar 0(r, / 0 ) numericamente, podemos usar a seguinte expansão em 
série para d>(/. / 0 ): 

0(f, t 0 ) = I -+■ T A(t) dz -f A(Tj) [ Í T1 A(t 2 ) dz 2 ] dz j + • • • 

’ 0 4 (14.62) 

Isto, em geral, não fornecerá 4>(r,/ 0 ) em forma fechada. 



obtemos 


* 0 . 0 ) = 


1 ' + 1 T+--- 
0 1 + T + T + 


fropriedades da matriz de transição de estados d>(/, t 0 ). A seguir alistaremos ^ 
propnedades da matriz de transição de estados 4>(/, t 0 ) g dilSldremos dS . 

1. *0 2 , tl }*(t l9 1 0 ) = 0(í 2 , t 0 ) 

Para provar esta igualdade, note que 

0 *0 2 ) = *0 2 , í 0 ) x Oo) 

Também 


= ®(í 2 , 


Portanto 

x(í 2 ) = *0 2 , f,)*0„ / 0 )x(r 0 ) = tf»(r 2 , / 0 )x(/ 0 ) 

Portanto 

* 0 », /,)* 0 i, f 0 ) = * 0 2 , í 0 ) 

2 . •(/„/.) = 

Para provar isto, note que 

= *' l 0 2 , /,) 0 (/ 2 , / 0 ) 

Se fizermos / 2 = / 0 nesta última equação, então 

* o) = 'i)*Oo> í 0 ) = /,) 

guínte equação de estado ^ CStad ° * ineares variantes no tempo. Considere a se- 


i A(/)x -f- B(/)u 


x = vetor /i-dimensional 
o = vetor r-dimensional 


(14.63) 
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A(/) = matriz n x n 
B(r) = matriz n x r 

Supõe-se que os elementos de A(/) e B(r) são funções contínuas por trechos de / no 
intervalo t 0 =£ r =s /,. 

Para se obter a solução da Eq. (14.63), vamos fazer 

x(t) = t 0 )%(t) 

onde“d>(/. í 0 )é a matriz única satisfazendo a seguinte equação: 

*0, í 0 ) = A(t)4>(/, t 0 ), 

*Oo> t 0 ) = I 
Então 

= ®((, t 0 m + «.o, í 0 )4(o 

= Auytxj, / 0 ^(0 + <b( t , 

— A 0)*0> í 0 )40) + B(r)u(r) 

Portanto 

®(', '»)4« = B(r)ii(í) 

ou 

4(0 = ®-(r, í„)B(r)u(r) 

Portanto 

4(0 = 40o) + \' u * _1 Cr, / 0 )B(t)u(t) dr 
Como 

40o) = •“0o. *o) x 0o) = x Oo) 
a solução da Eq. (14.63) é obtida como 

x0) - 4>0, t 0 )x(t 0 ) + <&(*, / 0 ) [ Q-i(r, / 0 )B(t)u(t) dt 

— •O» ? o) x 0o) + J f r ( *0, t)B(t)u(t) rfr (14.64) 

O cálculo do lado direito da Eq. (14.64) para casos práticos requer um computador 
digital. 
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14.6 REPRESENTAÇÃO DE SISTEMAS DE TEMPO DISCRETO POR 
ESPAÇO DE ESTADOS 

A abordagem de espaço de estados para a análise de sistemas dinâmicos pode 
ser estendida para o caso de tempo discreto. A forma discreta da representação de 
espaço de estados é bastante análoga à forma contínua. 

A representação de espaço de estados mais geral para sistemas lineares de 
tempo discreto é 

x(k + 1) = G (k)x(k) + H(k)u(k) (14.65) 

y (k) = C(k)x(k) + D(k)u(k) (14.66) 

onde x(&) é o vetor de estados, u(/c) é o vetor de entrada, e y (k) é o vetor de saída, 
cada um especificado em t = kT, k = 0, l, 2, e T é o período de amostragem. 
[Note que a menos que especifiquemos em contrário, usaremos a notação simplifi- 
cada x(/r) para indicar x(kT). Isto é, x(k) implica o vetor x(í) em t = kT. De forma 
similar, usamos a notação simplificada u (A), y (k). Gõt), H(A:). C (k) e D(Á:).] As Eqs. 

(14.65) e (14.66) correspondem ao caso variante no tempo. A Fig. 14.10 mostra o 
diagrama de blocos do sistema de tempo discreto descrito pelas Eqs. (14.65) e 

(14.66) . O elemento atraso unitário tem um tempo de atraso de T segundos. 

Se o sistema linear de tempo discreto é invariante no tempo, então as Eqs. 
(14.65) e (14.66) são modificadas para 

x(k + 1) = Gx(k) + Hu(&) (14.67) 

y(k) = Cx(k) + Du (k) (14.68) 

Nesta seção, estaremos interessados principalmente com sistemas descritos pelas 
Eqs. (14.67) e (14.68). 

Representação por espaço de estados de equações de diferenças escalares e 
invariantes no tempo onde a função de excitação é bu(k ). Considere a seguinte 



Fig. 14.10 Representação em diagrama de blocos do si st ema de tempo discreto descrito pelas 
Eqs. (14.65) e (14.66). 
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equação de diferenças escalar: 


y(k + n) - f a x y{k -f n — 1) + a 2 y(k + n — 2) + 

+ + 1) + a n y(k ) = bu(k ) (14.69) 

onde k denota o k-é simo instante de amostragem, y(k) é a saída do sistema no 
A-ésimo instante de amostragem, e u(k ) é a entrada no&-ésimo instante de amostra- 
gem. Vamos definir 

*i (k) = y(k) 

Xj(k -f 1) — x 2 (k ) 
x 2 (k + 1) = x 3 (k) 


x„-j(k + 1) = x„(k) 

x„(k -f 1) = -a x x n {k) - a 2 x„_ x (k) - ... - a„x x (k) + bu(k ) 

Então, a Eq. (14.69) pode ser escrita na seguinte forma: 







y(k) = [i o 



x{k + 1) = Gx(k) + H u(k) 
y(k) = C x(k) 
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onde 



C = [1 0 • • • 0 0] 

Representação de espaço de estados de equações de diferenças escalares invarian- 
tes no tempo quando a função de excitado envolve u(k). u(k + 1), u(k + n). 
Considere em seguida a seguinte equação de diferenças escalar: 

y(k -f n) + a x y(k + n — 1) + a 2 y{k -f n — 2) + • • • + a n „ x y(k + 1) 

+ a„y(k ) = b 0 u(k + n) + b x u(k + n — 1) + b 2 u(k + n — 2) 

+ •••■'+ b n . 1 u{k + 1) + bji(k) 

(14.70) 

onde k denota o &-ésimo instante de amostragem, y(k) é a saída do sistema no 
&-ésimo instante de amostragem, e u(k) é a entrada no&-ésimo instante de amostra- 
gem. 

De forma semelhante ao caso do sistema de equações diferenciais escalares 
dadas pela Eq. (14.24), definamos as variáveis de estado como segue: 

xAk) = y(k) - h 0 u(k) 

x 2 (k) = (k + 1) - h x u{k) 

x 3 (k ) = x 2 (k + 1) — h 2 u(k) 

= x„. x (k + 1) - h n . x u{k) 
onde h 0 , h u h 2 , ... h n são determinadas de 

K =b 0 

K = *i ~ a x h 0 

h 2 ~ b 2 — a x h x — a 2 h 0 

K=b n - a x h n . x - • • * - a n _ x h x - aji c 

Com esta escolha das variáveis de estado, obtemos a seguinte equação de estado de 
tempo discreto e equação de saída para o sistema da Eq. (14.70): 
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x x {k + 1) n r 0 1 

x 2 {k + 1) 0 0 


. x„(k + 1) J t-a„ -a n _ x 




x&r 

: 2 (k) 

+ h 0 u(k ) 

•»(*)_ 


x(k + 1) = Gx(k) + H u(k) 
y(k) = Cx(k) + Du(k) 


onde 



C = [1 0 ... 0], D = h„ — b. 
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As condições iniciais a ^O), a 2 (0), . . -x „(0) são determinadas de 

*i(0)=*W-MP) 

^(0) = Xi)-MO)-M(0) 

*,<ü) = X 2) - h 0 u(2) ~ K «(1) - h 2 u( 0) 

x„(0) = X» - 1) - h 0 u(n - 1) - h 2 u(n - 2 ) - K_ 2 u(\) - h n .,u{ 0) 

Exemplo 14.11 Obtenha a representação de espaço de estados do sistema descrito por 
y{k+2)+yik + l) + 0,1 6X*) - u(k + 1) + 2 u(k) 

Definindo as variáveis de estados como segue, 
xAk)=m 

x 2 (k) — X\(k + 1 ) u(k) 

a equação de diferenças pode ser posta na representação padrão de espaço de estados: 

Xi(k + 1) — x 2 {k) + u{k ) 

x 2 (k -f 1) = -OaÓAjíAr) - x 2 (k) + u(k) 

Ák) = Xl (k) 

Reescrevendo 



As condições iniciais são dadas por 

p i(0) i r xo) • 

U(0)J L^(l) - X0). 

14.7 RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE ESTADO DE TEMPO DISCRETO 

Nesta seção, inicialmente apresentaremos a solução da equação de estado de 
tempo discreto: 

x(k + 1) = Gx(k) + Hu (k) (14.71) 

usando um procedimento de recursão e, posteriormente, o método da transformada 
2 . Então discutimos a discretização da equação de estado de tempo contínuo: 

x — Ax + Bu (14.72) 
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I Isto é. derivamos a equação de estado de tempo discreto da forma dada pela Eq. 

(14.71) a partir da equação de estado de tempo contínuo, a Eq. (14.72). 

Solução de equações de diferença. Em geral, equações de diferença são mais 
fáceis de resolver do que equações diferenciais porque podem ser resolvidas 
simplesmente através de um procedimento de recursão. 

Como exemplo, considere a seguinte equação de diferenças: 

j x(k + 1) + 0,2 x(k) = 2u(k) 

onde x(0) = 0e«(^)= 1 para k = 0, 1, 2, .... A soluçãox(l) pode ser achada por 
recursão. 

XO = -0,2X0) + 2u(0) = 2 

Similarmente, 

X2) = -0,2X0 + 2w(l) = 1,6 
X3) = -0,2X2) + 2«(2) = 1,68 
X4) = -0,2X3) + 2w(3) = 1,664 

[Note que neste método x(k + 1) não pode ser computado a menos que x(k) seja 
conhecido.] Este procedimento é bastante simples e conveniente para computação 
digital. 

Solução de equações de estado de tempo discreto. O procedimento anterior de 
computar a solução de equações de diferenças escalares por recursão pode ser 
utilizado também para equação de diferenças matricial, ou a equação de estado de 
tempo discreto. 

Considere a seguinte equação de estado e equação de saída: 

x(k + 1) = Gx(k) + Hu (k) (14.73) 

y(k) = Cx(fc) + Du(£) (14.74) 

A solução da Eq. (14.73) para qualquer k > 0 pode ser obtida diretamente por 
recursão como segue: 

, , x(l) = Gx(0) + Hu(0) 

x(2) = Gx(l) + Hu(l) = G 2 x(0) + GHu(0) + Hu(I) 

x(3) = Gx(2) + Hu(2) = G 3 x(0) + G 2 Hu(0) + GHu(l) + Hu(2) 

Repetindo este procedimento, obtemos 

x(k) = G*x(0) + E G*->-‘Hu 0') (k = 1, 2, 3, . . .) (14.75) 

j = o 

4| Claramente x(k) consiste em duas partes, uma representando a contribuição do 

* estado inicial x(0), e a outra a contribuição da entrada u (j),j =0, 1,2, .... k — 1. 
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Da Eq. (14.75). vemos que a matriz de transição de estado do sistema da Eq. 
(14.73) é 

<!>(£) = G* (14.76) 

É uma matriz única satisfazendo 

+ 1) = G4>(k), <D(0) = I 

Em termos da matriz de transição de estados ), a Eq. (14.75) pode ser 
escrita como 

x(k) — $(A:)x(0) + £ — j — l)Hu(y) (14.77) 

j—0 

= <&(k)x(0) + £ <l>0')Hu(Â; - j - 1 ) (14.78) 

j~ 0 

Substituindo a Eq. ( 14.77) [ou Eq. (14.78)] na Eq. (14.74), a equação de saída pode 
ser escrita como 

y(k) = CO(k)x(0) + C £ 0(k -j ~ l)Hu(j) -h Du (k) 

j=0 

= C0(k)x(O) + C £ 4>(J)Hu(k - j - 1) -}- Du (k) 

j - o 

Abordagem por transformada z para a solução de equações de estado de tempo 
discreto. Em seguida apresentamos a solução de equações de estado de tempo 
discreto usando o método da transformada z. Considere o sistema de tempo 
discreto descrito pela Eq. (14.73) reescrita como 

x(k + 1) = Gx(k) -f Hu(k) (14.79) 

Tomando a transformada z em ambos os lados da Eq. (14.79), obtemos ’ 

zX(z) - zx(0) = GX(z) -r HU(z) 

onde X(z) = £[x(&)] e U(z) = <[u(fc)]. Então, 

(zl — G)X(z) = zx(0) -r HU(z) (14.80) 

Pré-multiplicando ambos os lados da Eq. (14.80) por (zl — G) -1 , obtemos 

X(z) = (zl - G)-‘zx(0) + (zl ~ G)-'HU(z) (14.81) 

Tomando a transformada z em ambos os lados da Eq. (14.81), obtemos 

x(k) = r ‘[(zl - G)- ] z]x(0) + Z~'[(zl - G)-'HU(z)] (14.82) 

Comparando as Eqs. (14.75) e (14.82), obtemos 

G*=^- I |(zI-G)->z] (14.83) 
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lÍ G*--'- , HuC/) = G)" 1 HU(z)] , (14.84) 

onde k = 1, 2, 3, .... [Para a Eq. (14.83), veja o Problema A. 13.1.] 

A Eq. (14.84) pode também ser obtida diretamente. Tomando a transformada z 


£ G* J ! Hu(/) onde k — 1, 2, 3, ... , obtemos 

j~0 

dS G*-'- ! HuC/)] = £ £ G* ‘ 1 Hu(y)z ~ k 

j ■- o k = 0 j = 0 

= £ z- k+jk f G k ~ j ~ 1 Hu(j)z~ J 

k=0 j-0 

;=o 

- £ [G"- ] Hu(0)z-" + G*~ 2 Hu(l)z _ * -f G*- 3 Hu(2)z-* + 

~ (Hz-? + GHz~ 2 -f G 2 Hz" 3 + • • •) 

x [u(0) + u( 1 )z ~ 1 + u(2)z~ 2 4- - • •] 

- (I 4- Gz- 1 4- G 2 z -2 4- * • • )Hz~ l 

x [u(0) 4- u(l)z-' + u(2)z" 2 + • • •] 

- (I - Gz-^^Hz" 1 £u(*)z“* 

k = 0 

= (zl - G)"HU(z) 

Finalmente , note que da Eq . ( 14.8 1 ) podemos ver que a equação característica 
do sistema de tempo discreto é 

| zl — G [ = 0 (14.85) 

Referindo-se à Seção 13.6, sabemos que o sistema de tempo discreto é estável se e 
apenas se todas as raízes da equação característica, a Eq. (14.85), estão no círculo 
unitário centrado na origem do plano z. 

Exemplo 14.12 Obtenha a matriz de transição de estado do seguinte sistema de tempo 
discreto: 

x{k + 1) = Gx(Ar) + Hn(£) 

onde 

„ r o n rii 

G = H = 

L— 0,16 -iJ LiJ 

Em seguida obtenha x(k) quandou(Zc) — 1 paraÁ: = 0, 1,2, Suponha que a condição inicial é 

dada por 
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x(o ) = \ xm ] = r n 

Lx 2 (0)J l-1. 

Das Eqs. (14.76) e (14.83). vemos que a matriz de transição de estado 4>(k) é 
<*>(k) = G* = Z~ l í(z 1 - G)-*z] 

Portanto, primeiro obtemos (zl - G) -1 . 

(zI-G)“i = [ Z _1 Y 
LO, 16 z + 1_ 


* ± 1 1 

(z + 0 , 2 Xz + 0 , 8 ) (F + 0 , 2 )(z + 0 , 8 ) 

- 0,16 z 

L(z + 0 , 2 Xz + 0 , 8 ) (z + 0 , 2 )(z + 0 , 8 )_ 

± L 5 5 - 

3 , 3 3 3 

2 + °. 2 ^ z~+ 0,8 z -f 0,2 + z + 0,8 
_ 0 1 8 0 ^ 1 4 
3 , 3 3 T 

■* + °» 2 z + 0,8 z + 0,2 + z + 0,8^ 


Portanto <b(k) é obtido como 

<&(£) = G* = Z~ l [(zl - G)~'z] 


+ °- 2 ) + Í"(r+^ 8 ) “TÍrraã) + t(ftõ^)_ 

y(— 0,2)* - l<-0,8)* y(-0,2)* - ■—(— 0,8)*" 

-T<~0,2)* + ^(~0,8)* -y(-0,2>* + ±(-0,8)* 

Em seguida, calcule x(k). A transformada z de xlk) é dada por 

Zi*<Jc)] == X(z) = (zl - G)-'zx(0) + (zl - G)~ l HU(z) 

= (zl - G)->[zx(0) + Hí/(z)] 


U(z) = 
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obtemos 


2X(0) + Hí/(z) 


Portanto 


X(z) = (zl - G) _1 [zx(0) + H U(z)] 

( z 2 + 2)z i 

= Ü + 0,2)(z + 0,8)(z - F) 

(~z 2 + l,84z)z 
tU + 0,2X2 + 0,8)(z - 1). 


' -Jg U . Hz Ür 
* + 0,2 ^ z + 0,8 + T^l 

lii 7 1 7, fl - 7 _ 

+ — 9 Z -j- TjZ 

Z + 0,2 z -f 0,8 


Portanto 


- z 2 4- 2z 
x — 1 . 


x(£) = Z-'\X(zj] = 


- T (-0,2)* + ^(-o,8)* + 


-(-0,2)* - 


- 0 , 8 )* + 


o es.K“S 0 „ d d o C “ nU<> - Se deSejamOS ~ 

estado de temoo contímin o gital,^ devemos converter uma equação de 

S=SSãSps=sSsBa 

discreto^ ££2^ SLstTZX t =Tf1 * T d ° * 

Considere a equação de estado de tempo contínuo ’ ’ ' ' ", 


x = Ax,-f Bu 


(14.86) 


£ TeTvT i° rnar a anál1 S - 6 T 5 cIara ’ «saremos a notação kTe(k + 1)7 em vez 
dC * e * + I. A representação de tempo discreto da Eq. (14.86) tomaró a forna 


x((k + 1)7) = G(T)x(kT) -f H(7)u(Â:7) 


(14.87) 


-^t«rir^ss 5 SK-- ra, “”“- 

Para determinar G(7) e H(7), usamos a solução da Eq. (14.86), ou 


x(/) = e A, x(0) + J' o e -At Bu(T) rfr 


Supomos que todos os componentes de u (t) são constantes no intervalo entre 
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quaisquer dois instantes sucessivos de amostragem, ou u (t) = 
K-esimo período de amostragem. Como 

u(kT) para 0 

x((i + 1)D = + e A “»'”'J® t ”V*'Bu(T)<ÍT 

e 

(14.88) 

x(kT) = e A * r x(0) + e*” J* T <r A 'Bu(T) dx 

(14.89) 

multiplicando a Eq. (14.89) por e AT e subtraindo da Eq. (14.88), obtemos 

x((* + 1 )T) = e AT x(kT) + ^ 1)T j { k k T +l)T e -^Bu(x)dx 


-f = e AT x(kT) + e Ar J* e~ A 'Bu(kT) dt 


= e AT x(kT) + j T o e Al Ba(kT)dX 

(14.90) 

onde A. = T — t. Se definirmos 


G(7’) = e Ar 

(14.91) 

H(r) = (£«*>*). b 

(14.92) 


então a Eq. (14.90) se toma j 

I 

x ((^ + 1)70 — G(T)x(kT) -f H(r) u(kT) j 

H(7) é defejadi' 87) ' POrtant °’ “ Eqs ( 14l91) e < 14 - 92 ) fornecem as matrizes G(7) e 


seeüinte JüL í i bt ? nha Uma representaçáo por es P a ?° de atados de tempo discreto do 
seguinte sistema de tempo contínuo: 

PM r° n r^i] roí 
UJ = Lo -2ILJ > LiI m 

A equaçao de estado de tempo discreto desejada será da seguinte forma: 
x((* + 1)70 - G(Dx(kT) + H(T)u(kT) 

As matrizes GT) e H (T) podem ser obtidas das Eqs. (14.91) e (14.92) como 

G(T) = e AT = 1 ~2 il ~ e ~ 2r > 

.0 e ~ 2T 
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Problemas Ilustrativos e Soluções 

Problema A. 14.1 Obtenha a representação de espaço de estados do sistema visto na Fie. 
14.11. 

Solução. Neste problema, ilustraremos um método de derivação de uma representação por 
espaço de estados de sistemas dados na forma de diagrama de blocos. 



Fig. 14.11 Sistema de controle. 


No presente problema, inicialmente expandiremos (s + z)fts + p) em frações parciais. 



s + p 


Em seguida convertemos K/[j(s + a)] no produto de K/s e 1/(5 + a). Em seguida redesenha* 
mos o diagrama de blocos, como visto na Fig. 14.12. Definindo um conjunto de variáveis de 
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estado, como visto na Fig. 14.12, obtemos as seguintes equações: 

*1 = GXl + X 2 

Xi — Kx i 4* Kx 3 + Ku 
X 3 = — (z — p) Xl — px 3 + (z — p)u 
y = x i 



FU l 14 ’ 12 aagrama de blocos definindo as variáveis de estado para o sistema visto na Fig. 


Reescrevendo, obtemos 


= \ -K 0 K \x 2 + 

L ~{z~p) 0 -p\ L* 3 _ 


t = [1 o 0 ] jc 2 


Problema A. 14.2 Denve uma equação de estado para o sistema visto na Fie 14 13 Seia r a 
‘ndutanciaL, ou seja, Xl i, - i t e a tensáo no capacitorx 2 . Suponha aute(t) é a 
trada do sistema. Considere x, ex 2 como as variáveis de estado para o sistema. 

Solução. Da Fig. 14.13, obtemos as seguintes equações: 


'(dh _ di 2 \ 
\dt dt) 


+ R\h 


èí'“* + ^ + i(§-§) = 0 

Em termos dex, ex 2 , podemos reescrever estas equações como 
L + ^i(*i + t 2 ) = e(t) 

*2 + R 2 Í 2 + ^l(*i + / 2 ) = e{t) 

X 2 = ç j" h dt 



\ 
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G^^^S5ô d ^ S!ad0 ’ dCVem0S ehmmar Para tal ’ tomemos a transformada de 

— x ](())] + (í) 4 - 7 2 (í)] = E(s) 

Xz(s) + R 2 I 2 (s) + R 1 [X í {s) + I 2 (s) ] = E(s) 

sX 2 (s) - x 2 (0) = ~I 2 (s) 


Eliminando 7^5 j das últimas três equações, temos 

Ltrf.w - xm = 

rf 2(í ) - XÁ 0) = Ri) X(s, + e % Jt , 1 + 

Tomando a transformada inversa de Laplace, obtém-se 


JCjO) 

*2(0 


Wlf+Rtf'® +LÍRT+ Thf 2(l) + !(*,*+ tfj/W 

I 1 

cor+ L sã x,( ' ) + mr+wf M + etsr+ 


A equação de estado para o sistema é então dada por 



f -R t R 2 R x 

L{Ri + J? 2 ) URí + R 2 ) 

-Rí -1 

L C(Ri + R 2 ) C(Rí + R 2 ). 



Ri 

L{R\ + R 2 ) 

1 

C(Ri + R 2 ). 


im 


Problema A.14.3 Giroscópios para medir movimento angular são comumente empregados 
em sistemas de navegação inerctal, sistemas de autopiloto etc. 

A Fig .14. 14(a) mostra um giroscópio com um único grau de liberdade. A roda que gira 
esta montada em uma estrutura móvel que, por sua vez, está montada na caixa do giroscópio. 
n#f S Kr UtUra m ° ve * P°de-se mover livremente em relação à caixa, em torno do eixo de saída 
. Note que o eixo de saída é perpendicular ao eixo da roda que gira. O eixo de entrada em 
orno do qual uma velocidade de rotação, ou ângulo, é medida é perpendicular tanto ao eixo de 
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Amorte- 


Estrutura 

móvel 


cimento 



X 

-- Caixa de 
fixação 

c 


^.Estrutura 7 
móvel 




x: 


Eixo.de entrada 


Eixo de saída 


Flgi 14.14 (a) Diagrama esquemático de um giroscópio com um grau de liberdade; (b) 
diagrama funcional do giroscópio visto em (a). 


saída como de rotação da roda. A informação sobre o sinal de entrada (a velocidade de rotação 
ouangtuo eg) torno do eixo de entrada) é obtida a partir do movimento resultante da estrutura 
101710 00 eixo de saída, relativamente à caixa. 

mostra um diagrama funcional do sistema de giroscópio. A equação do 
tomo do eixo de saída pode ser obtida equacionando-se a taxa de variação da 
^^^|tpovimento angular com a soma dos torques externos. 

flefluanüdade de movimento angular em tomo do eixo OB consiste em duas 
w -x jXíevíoaa aceleração da estrutura móvel em tomo do eixo OB, e- Hw cos 
revido ao vetor de quantidade de movimento angular da roda em rotação em 

Aw externos consistem em -fd,o torque de amortecimento, e - kO , 

pia. Portanto a equaçao do sistema de giroscópio é 

} e =-fÔ -kd 

... ' 


04.93) 


Caixa de 
fixação 


Na prática, 8 é um ângulo muito pequeno, normalmente não maior do que ± 2,5 graus. 
Obtenha a representação de espaço de estados do sistema de giroscópio. 

Solução. Neste sistema, 8 e 0 podem ser escolhidos como variáveis de estado. A variável de 
entrada é w . Vamos definir 



Então» a Eq. (14.93) pode ser escrita como segue: 
*1 = *2 

k f H 

x 2 = — j-x s — y *2 -r ~jU COS Xi 


ou 

± = f (x, u) 

onde 



f (x, u) = 


7i(x, u)- 

/Í(Xj u) 




f H 
y-JC 2 7 ~J U 008 *1 


Claramente / 2 (x, u) envolve um termo não linear ein^ea. Expandindo cosx, nesta 
representação em série, 

cos *1 = 1 — 

e observando quexj é um ângulo muito pequeno, podemos aproximar cosxi como sendo 1, 
obtendo a seguinte equação de estado Linearizada: 



Se 8 é considerado como a saída y , então 

y — 0 

ou 

, = u <a£] 

Problema A.14.4 Considere 0 sistema descrito por 

i = Ax + Bu 
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onde 

x = vetor «-dimensional 
u = vetor r-dimensional 
A = matriz constante « x n 
B = matriz constante n x r 

Obtenha a resposta para cada uma das seguintes entradas: 

1- Os r componentes de u sáo funções impulsivas de várias amplitudes. 

2. Os r componentes de u são funções-degrau de várias amplitudes. 

3- Os r componentes de u são funções-rampa de várias amplitudes. 

Suponha que cada entrada é aplicada em i = 0. 

Solução. Substituindo t 0 = 0- na Eq. (14.47). podemos escrever a solução xít) como segue: 
x(r) = é? A 'x(0-) + J' _ e A ('-*>Bii'T) dx 

1. Resposta ao impulso: Vamos escrever a entrada impulsiva u (t) como 

u(0 = <5(r)w 

onde w é um vetor cujos componentes são as amplitudes das /■ funções impulsivas aplicadas 
em t = 0. A solução ao impulso dado em t = 0 é 

X(/) = e^x(0-> + J' o _e A <'-*>B<5(T)w dt 
= e^xiO-) -f e^w 

2. Resposta ao degrau: Vamos escrever a entrada em degrau u (t) como 

u(/> = k 

onde ké um vetor cujos componentes são as amplitudes der funções-degrau aplicadas em t = 
0. A solução para a entrada em degrau em / = 0 é dada por 

x(r) = <? A 'x(0) + J' e A <'-' Bk dx 

= ^(0> + ^íf„(l-AT + ^ -•■>*] Bk 
= **■*«» + + (Ç - . . . ) Bk 

Se A é nao singular, então esta última equação pode ser simplificada para resultar em 

x(/) = e^x(0) + (A _1 )(<r A ' - l)]Bk 

= - I)Bk 

3. Resposta a rampa: Vamos escrever a entrada em rampa u(t ) como 

u(/) = tv 

onde v e um vetor cujos componentes são as amplitudes das funções em rampa aplicada em t = 
0. A solução para uma entrada em rampa rv aplicada em / = 0 é 
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x(/) = e^x(0) + J f o dx 

= e^xCO) + e At J* e~ Ax x dx Bv 

= e*H0) + e^l-,2 - - ig? + . . .) B, 

Se A é não singular, então esta última equação pode ser simplificada para fornecer 

x(0 = e^x(0) + (A- 2 X* Af - I - A/)Bv 
= e A 'x(0) + [A~ 2 (e A ' - I) - A~‘/]Bv 

Problema A.14.5 Um método útil para calcular e M é baseado no teorema de Cayley-Hamil- 
ton, que diz que uma matriz A n x « satisfaz sua própria equação característica. Isto permite 
escrever todas as potências de A em termos de um polinómio em A de grau igual ou menor do 
que n - 1, isto e, 


e A ' = « p (f)I + a,(/)A + • • • + a B _,(0 A "* 1 


(14.94) 


Se A tem autovalores distintos, então, para determinar os coeficientes oq (t), «, (t) ... Jt) 
substituímos cada um dos autovalores de A na versão escalar da Eq. (14.94) obtendo n 
equações simultâneas. (Note que se os autovalores de A são múltiplos, então o procedimento 
deve ser levemente modificado. Para detalhes, referir-se ao Cap. 6 da Referência O-l ) 
Usando a presente abordagem, obtenha e M , onde 


_ r 0 1 

“ L— 2 -3. 


Solução. Os autovalores de A são obtidos de 

| Al - A | = 0 


12 A + 3 


JPortanto 

Ai — 1, A 2 — — 2 

pode ser expressa como 
e Kt = a 0 (í)I + «i(/)A 
A versão escalar desta equação é 
e Xt = a 0 (O + <Xi(/)A 


(14.95) 


(14.96) 


(14.97) 


Substituindo X = X, = -1 na Eq. (14.96), obtém-se 

e~‘ = «o(0 - a,(0 
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De forma semelhante, substituindo X - \ 2 = -2 na Eq. (14.96), temos 

e~ 2t ~ a 0 (/) — (14.98) 

Resolvendo as Eqs. (14.97) e (14.98) para obter a^t) e a, (7), obtemos 
a 0 (/) = 2e~‘ ~’e~ 2t 

í, _ «j(0 *7= e-‘ - e~ 2t , % ' 

Substituindo estes valores na Eq. (14.S>5), resulta 

: •' ' " r 2 e~‘ — e~ 2t * p~‘ — p~ 2 ' 1 

e Al = (2e-‘ - <r 2 ')I + (<T r - e' 2r )A = 

, "ív 'av-rj L— 2e 1 -j- 2e _2í ~e -r — 2e -2í - 

ProblemaA.14.6 Considere o sistema descrito por 1 
■*i"| [ a i i a i2i ráfii . 

= ’ v-v , a 2^0 

Lji: 2 J La 2 i £ 22 -* Lx 2 J 

Supondo que os dois autovalores X , e X 2 da matriz de coeficientes são distintos, determine uma 
matnz de transformação P que transforme a primeira matriz em diagonal. Ache P em função 
de úfj, Al e A 2 . . , . ■. - 


Solução. 


<2 22 — Aj a 2 2 — ^2 
- — a 21 ^21 - 


A 2 — Oi j — O n 


- a u ~ 
~ a 2 1 - 


Problema A.14.7 Obtenha uma representação de espaço de estados de tempo discreto do 
sistema visto na Fig. 14.15. 



Fig. 14.15 Sistema de tempo discreto. 


Solução. A função de transferência de malha-aberta do sistema é 
1 - 1 


G(s) = 


s s(s ,+ a) 
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A transformada 2 de G(s) é dada por 

x ■ T 1 - e~ oT 

KZ) a(z — 1) o 2 (z - e~ aT ) 

Em termos da função de transferência pulsada, a Fig. 14. 15 pode ser modificada como visto na 
Fig. 14.16. 

Vamos definir as variáveis de estado como visto na Fig. 14.16. Observando que 
z-£[x(&)] = £[x(A:+ 1)]. obtemos a seguinte equação de estado de tempo discreto: 



Fig. 14.16 Diagrama de blocos definindo as variáveis de estado para o sistema visto na Fig. 


14.15. 


Problema A. 14 .8 O país A tem uma população de lOOmilhõesem 1970. A população da cidade 
B no país A tem 10 milhões em 1970. 

Suponha que a cada ano 4% da população do ano anterior dá cidade B abandonam esta 
cidade, e que 2% da população do ano anterior do país fora da cidade B mudam para a cidade 
B. 

Determine a população da cidade B no ano de 1980. Suponha que o aumento natural da 
população é de 1% ao ano. » 

Solução. Vamos chamar o ano 1970 de ano 0. Seja a população da cidade B no/c-ésimo ano*//:) 
e a população do país A, excetuando-se a cidade B, x/k). Então obtemos as seguintes 
equações: . 

x l (k + 1) - 1,01[(1 - 0,04 )*,(*) + 0 f 02x 2 (*)] 
x 2 (k + 1) = l,01[0,04xi(fc) + (1 - 0,02 )jc 2 (A)] 

com as condições iniciais 

jc,( 0) = 10 x 10«, x 2 (0) = 90 x 10 6 
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Em termos de notação matricial, 
x(k + l) = Gx(k) 


(14.99) 


■(1.01X1 - 0,04) (1,01)(0,02) 

(1,01)(0,04) (1,01)(1 - 0,02) 


A sblução da Eq. (14.99) é dada por 
x(k) = G*x(0) 

Referindo-nos à Eq. (14.83), temos 
G* = Z~ i m - G )->z] 


(zl - G)-> = \ z ~ (I ' 01){0 - 96 ) -(1,01X0.02) -j-i 
L— (l,01)(0 r 04) z - (1,01X0,98). 


F *- 0 >01X0,98) (1,01)(0,02) -1 

— ~ ífilX* — 0,9494) (z - l,01)(z — 0,9494) 

— (1,01X0,04) 7 _ (1,01X0,96) 

L(z - l,0l)(z - 0,9494) (T- 1,01 )(z - 0,9494). 

? L f j 1 

_ z — 1,01 Z — 0,9494 z — 1,01 ~ z - 0,9494 

I I — 4 I i 

Lz - 1,01 ^z - 0,9494 ~ 1,01 + FF 0,9494. 

G* pode ser obtido como 
G* = Z~'[(zl - G)" J zJ 

\ L 1 . £ J z 1 2 

= £-» 3 z — !’ 01 3 z - 0,9494 3 z — 1,01 ~ T z~- 0,9494 

2 2 2 z , 1 

L 3 z - 1,01 3 z - 0,9494 3 z - 1,01 + TF- 0,9494 

= p(1.01)* + 1(0,9494)* 3(1,01)* — >(0,9494)*' 

U(1.01)* - 1(0,9494)* 1(1,01)* + >(0,9494)*. 

Portanto x(k) é obtido como 

x(k) = G*x(0) 

_ pa01)*(10 8 ) - V(0,9494)*(10*)1 
Ll(1.01)*(10*) + ■V(0 1 9494)*(10 8 )J 
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Para k = 10, obtemos 


x(10 ) = WWQ - 0.7(0, 94) 10 ](10 8 )‘ 

U(l,01) 10 [l + -V<0,94) 10 ](10 8 ). 

_ r22,94 x 10 6 1 
.87,46 x IO 6 ] 

POrt MmZ 2 CldadC ^” te , rá uma P°P uJa Ção de 22,94 milhões no ano k = 10 
Note que quando k tende a infinito, lim (0,9494)* -+ 0. Portanto, 

*— LAr 2 (A:)J L1(1,01)*(10 8 )J 


A razão da população da cidade B para a do resto do naís A ^ tnm, 1 •> 

população do país A vai morar na cidade B. P A 1 1 a 2, ou um terço da 


Problemas 

Problema B. 14.1 Considere o sistema ou circuito visto na Fíe 14 17 
“ van ‘ ms «tado, obtenha a equação de estedo do tótema. EsMlh “‘ l °‘^«>">° 



Problema B.14.2 Considere o sistema descrito por 
y + ly + 2y = u 

e^Sd^rtaUo^ P mL en , ía ^ 0 d ' e / SPaÇ r° dC CStados do sistema - Escolha a s variáveis de 
estado de tal forma que a matnz de coeficientes do vetor de estado seja diagonal. 

Problema B.14.3 Obtenha uma representação de espaço de estados para o seguinte sistema: 

Y(s) = 2(5 + 3) 

U(s) (5 + 1)(5 + 2) 

"tT repr f entaçã0 de es P a< ?° de estados do sistema térmico 
rèciDiente intemn ^ À í amplificar a denvação, suponha o seguinte: A massa de metal do 
recipiente interno e pequena e sua capacitancia térmica é desprezível, assim como a perda de 
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calor do recipiente externo. Além do mais, a perda de calor a partir da superfície livre também 
é desprezível . Supõe-se que o fluido no recipiente interno é bem misturado a todo instante. O 
mesmo é verdade para o fluido no recipiente externo. No diagrama 

01, = temperatura do líquido que entra no recipiente interno, em °F 

02í = temperatura do líquido que entra no recipiente externo, em °F 

01 = temperatura do líquido no recipiente interno, em °F 

02 = temperatura do líquido no recipiente externo, em °F 

Ci = capacidade térmica do líquido no recipiente interno, em Btu/°F 
C 2 = capacitância térmica do líquido no recipiente externo, em Btu/°F 
<?, = entrada de calor no recipiente interno, em Btu/min°F 
<72 = entrada de calor no recipiente externo, em Btu/min°F 
S = área da superfície de transporte de calor, em in 2 
k = coeficiente de transferência de calor, em Btu/in 2 min °F 

Suponha que 0 1 e 0 2 são as variáveis de estado e que 0 1( e 0 2i as variáveis de entrada. 
Problema B.14.5 Determine x r (í) tx^t) do sistema descrito por 



onde as condições iniciais sáo 



Problema B.14.6 Dada a equação de um sistema 


x n p2 i o 
x 2 = 0 2 1 



Determine a solução em termos das condições iniciais jc,(0), jc 2 (0) e x 3 (0). 
Problema B.14.7 Mostre que a solução da seguinte equação diferencial matricial: 

^ = A X + XB, X(0) = C 


1 
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é dada por 


X = e A, Ce Br 

Problema B.I4.8 Obtenha a resposta do seguinte sistema: 



onde 

u{t) = 0 para / < 0 
= e~‘ para t > 0 

Problema B.14.9 Considere o sistema descrito por 



Obtenha a função de transferência do sistema. 

Problema B.14.10 Considere um sistema de tempo contínuo descrito por 



Discretize a equação do sistema e derive uma equação de estado de tempo discreto. Suponha 
que o período de amostragem é de 2 s. 

Problema B. 14.11 Obtenha uma representação de espaço de estados do seguinte sistema: 

Y(z) __ ~ + 2 

U(z ) z 2 + z + 0,16 

Problema B. 14,12 Considere a equação de diferenças 
x(k + 2) = x(k + 1) + x(k) 

ondex(O) — 0,x(l) = 1. Note quex(2) = l,x(3) = 2,x(4) = 3, — A série 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 
13,... é conhecida como a série de Fibonacci. 

Obtenha a solução geral x(k). Mostre que o valor limite d ex(k + \)!x(k) quando k tende a 
infinito é (V5~+ l)/2, ou aproximadamente 1,62. 
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15 


Análise de 
Estabilidade de 
Liapunov 


15.1 INTRODUÇÃO 

Para um dado sistema de controle, a estabilidade é geralmente a coisa mais 
importante a ser determinada. Se o sistema é linear e invariante no tempo, temos à 
disposição vários critérios de estabilidade. Entre eles o critério de estabilidade de 
Nyquist, o critério de estabilidade de Routh etc. Se o sistema é não linear, ou linear 
mas variando no tempo, então tais critérios de estabilidade não se aplicam . Embora 
uma técnica que emprega o gráfico de estabilidade de Nyquist possa ser aplicada a 
um grupo especial de sistemas não lineares, comodescrito no Cap. 1 1 , o método da 
função descritiva para a determinação da estabilidade é apenas aproximado. A 
análise de estabilidade baseada no método do plano de fase apresentada no Cap. 12 
se aplica apenas para sistemas de primeira e segunda-òrdem. 

O segundo método de Liapunov (que também é chamado método direto de 
Liapunov) a ser apresentado neste capítulo é o método mais geral para a determina- 
ção da estabilidade de sistemas não lineares e/ou sistemas variantes no tempo. O 
método se aplica para sistemas de qualquer ordem. 

Usando o segundo método de Liapunov, podemos determinar a estabilidade de 
um sistema sem resolver as equações de estado. Isto é uma vantagem porque a 
solução de equações de estado não lineares e/ou variando no tempo é geralmente 
muito difícil. & 

Embora o segundo método de Liapunov requeira uma considerável experiên- 
cia e engenhosidade, ele pode responderá pergunta sobre a estabilidade de sistemas 
nao lineares quando outros métodos falham. 

O objetivo deste capítulo é o de apresentar o segundo método de Liapunov e 
ilustrar suas aplicações na análise de estabilidade tanto de sistemas lineares quanto 
nao lineares. 

Resumo do capítulo. Na Seção 15.2 apresentamos tópicos preliminares como 
definições dos vanos tipos de estabilidade de sistemas e os conceitos de funções 
escalares definidas. A Seção 15.3 apresenta o teorema principal de estabilidade do 
segundo método e introduz a função de Liapunov . A Seção 1 5 .4 discute a aplicação 
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do segundo método de Liapunov para a análise de estabilidade de sistemas lineares 
invariantes no tempo. Em seguida, na Seção 15.5 apresentamos uma técnica útil 
baseada no segundo método para estimar o comportamento transitório de sistemas 
A Seção 15.6 discute a análise de estabilidade de sistemas não lineares. Apresenta- 
mos dois métodos para construir funções de Liapunov para tais sistemas. Finab 
mente, a Seção 15.7 resume comentários conclusivos para o capítulo. 

15.2 DEFINIÇÕES 

Nesta seção, inicialmente apresentamos definições de um sistema, de um 
estado de equilíbrio, estabilidade, estabilidade assintótica, e instabilidade. Em 
seguida definimos a característica de definição, semidefinição e indefinição de 
funções escalares. 

Sistema. O sistema considerado neste capítulo é definido por 

*=f(x,0 (15.1) 

onde x é um vetor de estado (vetor n-dimensional) e f(x, t) é um vetor n-dimensional 
cujos elementos são funções de jc 2 , e /. Supomos que o sistema da Eq. 
(15.1) tem uma única solução começando em uma dada condição inicial. 

Denotaremos a solução da Eq . ( 1 5. 1 ) como <f>(í; x®, t 0 ) , onde x = Xoem/ = / 0 e/é 
o tempo observado. Portanto, 

<K*o, Xo» to) = Xq 

Estado de equilíbrio. No sistema da Eq. (15.1), um estado x e , onde 

f(x„ t) — 0 para todo/ (15-2) 

é chamado de um estado de equilíbrio do sistema. Se o sistema é linear invariante no 
tempo, ou seja, se f(x, /) = Ax, então há apenas um estado de equilíbrio se A é não 
singular e um número infinito de estados de equilíbrio se A é singular. Para sistemas 
não lineares, pode haver um ou mais estados de equilíbrio. Estes estados corres- 
pondem às soluções constantes do sistema (x = \ e para todo /) . A determinação dos 
estados de equilíbrio não envolve a solução das equações diferenciais do sistema, 
Eq. (15.1), mas apenas a solução da Eq. (15.2). 

Qualquer estado de equilíbrio isolado (isto é, isolado um do outro) pode ser 
deslocado para a origem das coordenadas, ou f(0, /) = 0, através de uma translação 
de coordenadas. Neste capítulo, trataremos da análise de estabilidade apenas de 
tais estados. 

Estabilidade no sentido de Liapunov. A seguir, denotaremos uma região esfé- 
rica de raio k ao redor de um estado de equilíbrio x e como 

II x - xj| <k 

onde || x — x e || é chamada de norma Euclidiana e definida por 

II x - xj| = [(*, - x u y + (x 2 - x u y +•••+( - x„ e yy /2 
Façamos S(ô) consistir em todos os pontos tais que 
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II x o ~ x,íl < <5 


e seja S(e) o conjunto de todos os pontos tais que 
||4>(?; x 0 , / 0 ) — x e || < e para todo t s* t 0 

Um estado de equilíbrio x e do sistema da Eq. (15.1) é dito estável no sentido d? 

S(S)Tosimd’ e n ç( S, > 0nde H d0 3 cadaS(e) - háumS ® tal que trajetórias partindo de 
(ò) nao saem de 5(e) quando t aumenta mdefinidamente. O número real 6 depende 

SáfiSSS- “SÍS" de Se 8 nâ ° depende de '»• 0 eslad0 d * equilíbrio é^ito 

w , ? qUe , foi especifícad o aqui é que primeiro se escolhe a região S(e) e para cada 

abandonam Um T egiao S(ô) taI q ue trajetórias partindo dentro de 5(6) não 
abandonam 5(c) quando t aumenta mdefinidamente. vo; nao 

Estabilidade assintótica. Um estado de equilíbrio x^ do sistema da Fn ns 

sssrssí c é estóve ' n ° 

aumenta' inSd4 e „?è <8> C ° nVer8e ' Sem Sair de S(e) ' para K»»*» t 

d a H^ N T Pra u Ca ' 3 estabilidad e assintótica é mais importante do que a mera estahili 

ass »“«“ global. Se a estabilidade assintótiea vale para todos os 

“KÜS dt eSlad ° S) a Panir dos 

assititó^ca gtobaf é I que t ha'a^ VÍamei 1 teSpma ^^‘^b^eces^ria para estabilidade 

estados q aja apenas um estado d e equilíbrio em todo o espaço de 

mente grande ml que nenhuntaTeriu^çlÕ a aSSÍ " tÓt,Ca SUfÍCÍen,e - 

real /> Oeq^úer númiro°ral S> oMn*' 6 dÍt ° inStívd “ para algum nümero 
um estado x Tm cTsw T S > °/ . tao Pequenos quanto se queira, sempre há 

estado x 0 em 5(8) tal que a trajetória partindo deste estado abandona S(e). 

Uma^eor^n^&n^^f 3 *!f fâtab * Iidade ’ estabilidade assintótica e instabilidade, 
contém o estado inicia. * e a região**, corresponde aré^cltendo Sni 
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S(«) ■ 





Fi 8-.,y*.l ( a ) Estado de equilíbrio estável e uma trajetória representativa; (b) estado de 
equilíbrio assmtoticamente estável e uma trajetória representativa; (c) estado de eauilíhrin 
instável e uma trajetória representativa. quinorio 


começando em x 0 . 

Note que as definições dadas não especificam a regiáo exata de condicões 
iniciais permitidas. Portanto a definição se aplica à vizinhança do estado de equilí- 
brio, a nao ser que S(e) corresponda à totalidade do plano de estados. 

Note que na Fig 15.1(c), a trajetória sai de S(e) e implica que o estado de 
equilíbrio e instável. Não podemos entretanto dizer que a trajetória irá para o 
inlmito, pois ela pode tender a um ciclo limite fora da regiáo S(c). (Se um sistema 
linear invariante no tempo é instável, as trajetórias começando perto de um estado 
de equilíbrio instável se dirigem ao infinito. Mas no caso de sistemas não lineares 
isto nao e necessariamente verdade.) 

^ conhecimento destas definições é o requisito mínimo para o entendimento da 
analise de estabilidade de sistemas lineares e não lineares conforme apresentado 
neste capitulo. Note que estas definições não sáo as únicas que definem conceitos 
de estabilidade de um estado de equilíbrio. De fato, várias outras formas sáo 
encontradas na literatura. Por exemplo, na teoria de controle clássica, apenas os 
sistemas assmtoticamente estáveis são chamados de sistemas estáveis, e aque- 
les que sao estáveis no sentido de Liapunov, mas não assintoticameníe estáveis, 
sao chamados de instáveis. 

Funções escalares positivas definidas. Uma função escalar V(x) é dita positiva 
definida em uma região íi (que inclui a origem do espaço de estados) se V(x) > 0 
para todos os estados não nulos x na região Í1 e F(0) - 0. 

Uma função variando no tempo V(x, t) é dita positiva definida em uma região íl 
(que inclui a origem do espaço de estados) se é limitada inferiormente por uma 
função positiva definida V(x) tal que v 


V(x, t) > V(x) para todo t > / 0 

F(0, t) = 0 para todo t 3= t 0 

Funções esealares negativas definidas. Uma função escalar V(x) é dita negativa 
definida se - F(x) â positiva definida. 

Funções escalares positivas semidefinidas. Uma função escalar V(x) é dita 
positiva semidefinida se é positiva para todos os estados na região Í1 exceto na 
origem, e em certos outros estados, onde ela é nula. 

Funções escalares negativas semidefinidas. Uma função escalar V(x) é dita 
negativa semidefinida se -V(x) é positiva semidefinida. 
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Funções escalares indefinidas. U ma funçáo escalar é dita indefinida se na região 
“ assume tanto valores positivos como negativos, independentemente de quão 
pequena e a região íl. 


Exemplo 15.1 Neste exemplo, damos várias funções escalares e suas classificações de acordo 
com as definições vistas. Aqui supomos que x é um vetor bidimensional. 


F(x) = x\ ~ 2x\ 

K(x) = O, -r x 2 ) 2 , 

V(x) — Xj — (3X[ -j- 2x 2 )- 
V(x) = XiX 2 + x\ 


positiva definida 
positiva semidefinida 
negativa definida 
indefinida 

positiva definida 


Formas quadráticas. Uma classe de funções escalares que têm um papel 
importante na análise de estabilidade baseada no segundo método de Liapunov é a 
forma quadratica. Um exemplo é 

< ;■ - l - - , 

V(x) = x'Px 


= [Xi x 2 


P 1 2 P 22 


-Pln Pln 


Note que P é real e simétrica. 

Para determinar se a forma quadrática V(x) é positiva definida pode-se utilizar 
o criteno de Sylvester, o qual diz que as condições necessárias e suficientes para 
que a forma quadrática V(x) seja positiva definida são que todos os menores 
principais* sucessivos de P sejam positivos; isto é. 


Pu >0, 


Pu P 12 


> 0 ,..., 


Pll Pu ••• Pu, 
Pl2 P 22 P 2n 


Pln Pl„ p, 


eSmpíoT” NCm t0d ° S 05 mCn0reS Prindpais > mas V*™ «IBdes com a forma indicada no texto. Por 
r r, i 


[ PnPiz 1 

L Pzi Pz 3 J 


não nos interessa. 
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V(x) = x'Px é positiva semidefinida se P é singular e todos os menores 
principais são não negativos. 

V(x) é negativa definida se -V(x) é positiva definida. De forma semelhante, 
V(x) é negativa semidefinida se - V(x) é positiva semidefinida. 


Exemplo 15.2 Mostre que a seguinte forma quadrática é positiva definida: 

í 

- V(x) =\10x? + 4x1 + *3 -f 2XJX2 — 2*2*3 — 4*!*3 j 

X / 

A forma quadrática V(x) pode ser escrita como 


- 10 1 -2-lpcf 

V(x) = x'Px = [*! *2 *3] 1 4—1 * 2 

2 -1 1 J L*3_ 


Aplicando o critério de Sylvester, obtemos 

10 

I 10 1 

10 > 0 , > 0 , 1 


10 

1 

-2 

10 1 



> 0, 1 

4 

-1 

1 4 



-2 

-1 

1 


Como todos os menores principais sucessivos da matriz P sao positivos, V(x) é positiva 
definida. 


15.3 O SEGUNDO MÉTODO DE LIAPUNOV 

Em 1892, A. M. Liapunov apresentou dois métodos (chamados de primeiro e 
segundo métodos) para determinar a estabilidade de sistemas dinâmicos descritos 
por equações diferenciais ordinárias. 

O primeiro método consiste em todos procedimentos em que a forma explícita 
das soluções das equações diferenciais é usada para a análise. 

O segundo método, por outro lado, não requer as soluções das equações 
diferenciais. Portanto, é bastante conveniente para a análise de estabilidade de 
sistemas não lineares, para os quais soluções exatas podem não ser determináveis. 

Segundo método de Liapunov. Da teoria clássica da mecânica, sabemos que um 
sistema vibratório é estável se sua energia total (uma função positiva definida) é 
continuamente decrescente (o que significa que aderivada temporal da energia total 
deve ser negativa definida) até que um estado de equilíbrio é alcançado. 

O segundo método de Liapunov é baseado em uma generalização deste fato: se 
o sistema tem um estado de equilíbrio assintoticamente estável, então a energia 
armazenada do sistema deslocado dentro do domínio de atração decresce com o 
passar do tempo, até que finalmente assume um valor mínimo no estado de equilí- 
brio. Para sistemas puramente matemáticos, entretanto, não há uma maneira 
simples de definir uma “funçáo de energia”. Para contornar esta dificuldade, 
Liapunov introduziu a chamada função de Liapunov, uma função de energia 
fictícia. A idéia é, entretanto, mais geral que a de energia, e é aplicável de forma 
mais ampla. De fato, qualquer função escalar que satisfaz as hipóteses dos teore- 
mas de estabilidade de Liapunov (veja Teoremas 15.1 e 15.2) pode servir como 
funções de Liapunov. (Para sistemas simples, podemos ser capazes de adivinhar 
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funções de Liapunov adequadas; mas, para um sistema complicado, achar uma 
função de Liapunov pode ser bastante difícil.) 

As funções de Liapunov dependem de*i, jc 2 ,...x b , e der. Denotamos estas por 
Vfe x 2 ,...x n , t) ou simplesmente por V(x , t). Se as funções de Liapunov não 
incluírem o tempo t explicitamente, então denotamos por V(x u x 2 ,...jcJ, ou V(x). 
No segundo método de Liapunov, o comportamento do sinal de V(x, t) e o de sua 
derivada temporal V(x, t) — dV(x, t)jdt nos fornecem informação sobre a estabili- 
dade, estabilidade assintótica, ou instabilidade de um estado de equilíbrio sem que 
haja a necessidade de se resolver diretamente as equações. (Isto se aplica tanto para 
sistemas lineares quanto não lineares.) 

Teorema principal sobre estabilidade de Liapunov. Pode-s&provar que, se uma 
função escalar V(x), onde xé um vetor n -dimensional, é positiva definida, então os 
estados que satisfazem 

V(x) = C 

onde C é uma constante positiva, se localizam em uma hiper-superfície fechada no 
espaço de estados n-dimensional, pelo menos nas vizinhanças da origem. Se 
V(x>- -»x quando ||xj| , então tais superfícies fechadas se estendem sobre todo o 
espaço de estados. A hiper-superfície V(x) = C x está inteiramente dentro da 
hiper-superfície V(x) = C 2 se C x < C 2 . 

Para um dado sistema, caso se possa achar uma função escalar positiva 
definida tal que sua derivada temporal ao longo de uma trajetória é sempre negativa, 
então, quando O tempo aumenta, V(x) assume valores cada vez mais baixos de C. 
Quando o tempo aumenta, V(x) finalmente vai a zero, e portanto x também vai a 
zero. Isso implica que a origem do espaço de estados é assintoticamente estável. O 
teorema principal de Liapunov sobre estabilidade, que é uma generalização dos 
fatos agora descritos, fornece uma condição suficiente para estabilidade assintó- 
tica. Este teorema pode ser enunciado como segue: 

Teorema 15.1 Suponha que um sistema é descrito por 

x = f(x, t) 

onde 

f(0, t) = 0 para todo t 

Se há uma função escalar V(x, t ) tendo primeiras derivadas parciais contínuas e 
satisfazendo as seguintes condições: 

L V(x, t) é positiva definida 
2. V(x, t) é negativa definida 

então o estado de equilíbrio na origem é assintoticamente estável uniformemente. 

Se, além disso, V( x, t)— para |j^( — »-oo , então o estado de equilíbrio na origem é 
assintoticamente estável uniformemente e de de forma global. 

Não forneceremos detalhes da prova do teorema. (A prova segue diretamente 
da definição de estabilidade assintótica. Para detalhes, veja, por exemplo, o Cap. 8 
da Referência 0-1.) 



Exemplo 153 Considere o sistema descrito por 
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Xl = X 2 - *l(*í + xl ) 

X 2 = —X, — x 2 (xl + xl) 

É claro que a origem (jcj = 0. x 2 = 0) é o único estado de equilíbrio. Determine a sua 
estabilidade. 

Se definirmos uma funçáo escalar V(x) como 
K(x) — x\ + xl 

que é positiva» definida, então a derivada temporal de V(x) ao longo de qualquer trajetória é 

V(x) = 2XJX, -f 2x 2 x 2 
- -2(x\ + xl) 2 

que é negativa definida. Isto mostra que V(x) é continuamente decrescente ao longo de 
qualquer trajetória; portanto V(x) é uma função de Liapunov. E como V(x) se toma infinito 
para um desvio infinito a partir do estado de equilíbrio, pelo Teorema 15.1, o estado de 
equilíbrio na origem do sistema é assintoticamente estável globalmente 

Note que se fizermos V(x) assumir valores constantes, 0,Ci, C 2 ,-.- (t)< C,< C 2 ...), então 
V(x) = 0 corresponde à origem do plano de estados e V(x) = Cj, V(x) = C 2 ,... descrevem 
círculos que não se interceptam, contendo a origem do plano de estados, como visto na Fig. 

15.2. Note também que como V(x) nãoé limitadaradialmente,ouV(x)->-ocquando!|x||-^oo,os 

círculos se estendem sobre todo o plano de estados. 

Como o círculo V(x) = C k fica completamente dentro do circulo V(x) - C* +1 , uma 
trajetória representativa cruza o limite dos contornos de V de fora para dentro. Dai, , a 
interpretação geométrica de uma função de Liapunov pode ser enunciada como segue: V(x) e 
uma medida da distância do estado x a partir da origem do espaço de estados. Se a distancia 
entre a origem e o estado instantâneo xf/j é continuamente decrescente quando t aumenta (isto 
é VYxfri) < 0) então x(t) ~>0. Como uma função de Liapunov V(x) e interpretada como 
definindo uma distância a partir da origem do espaço de estados, sua derivada pode ser 
utilizada para fornecer uma estimativa quantitativa da velocidade com que a origem esta 
sendo alcançada. (Para detalhes, veja Seção 15.5.) 



Fig. 15.2 Curvas de contorno de V constante e uma trajetória representativa. 

Comentário. Embora o Teorema 15.1 seja um teorema básico do segundo 
método, ele é um tanto restritivo porque V(x, t) deve ser negativa definida. Se, 
entretanto, uma restrição adicional é imposta sobre V(x, t), que ela não se anule ao 
longo de qualquer trajetória exceto na origem, então é possível substituir a condição 
de V(x, t) negativa definida pela condição de V(x, t) negativa semidefimda. 
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Teorema 15.2 Suponha que um sistema é descrito por 
x = f(x, t) 


f(0, í) — 0 para todo t > 0 

Se há uma função escalar V(x, t) tendo primeiras derivadas parciais contínuas e 
satisfazendo as seguintes condições: 

1. V(x, t) é positiva definida 

2. V(x,t)é negativa semidefinida 

o x °’ ^ nao se anulandoem t & t 0 para qualquer t 0 e qualquer x<> =£ 

0, onde <b(t; x 0 - to) denota a trajetória ou solução partindo de x 0 em t 0 
então o estado de equilíbrio na origem do sistema é uniforme e assintoticamente 
estável globalmente. < 

Note que se V(x,t) não é negativa definida, mas apenas negativa semidefinida, 
entaoa trajetória de um ponto representativo pode-se tomar tangente a alguma 
superfície particular V(x, t)=C. Entretanto, como V(à(t; Xo, tj, t) não se anula em t 
*° P ara qualquer e qualquer Xç £ 0, o ponto representativo não pode permanecer 
no ponto tangente (o ponto que corresponde a Vf x,t) = 0)e portanto deve-se mover 
em direção a origem. 

Se, entretanto, há uma função escalar positiva definida V(x, t) tal que V(x, t) é 
identicamente zero, então õ sistema pode permanecer em um ciclo limite. O estado 
de equilíbrio na origem, neste caso, é dito estável no sentido de Liapunov. 


Exemplo 15.4 Considere o seguinte sistema: 

'*1 jf o 11 pef ■ ■ 

L-l -lJ lx 2 i 

estado 0 ^ ° ÚniC ° CStad ° de ec l ul ^ brio é a origem, x : - 0. Determine a estabilidade deste 
Vamos escolher a seguinte função escalar como uma possível função de Liapunov: 

^(x) = 2x$ 4- x\ = positiva definida 
Então V(x) se toma 

J>(x) = 4x,xi + 2x 2 x 2 = 2x lXz - 2x1 

‘? lpIÍC ? que este P articuiar V(x) não é uma função de Liapunov. e 
,da f e 030 ser de ^ ermjna da através do seu uso. (Como os autovalores da 

Sei ( “ 1 +y Y 5)/2 6 ( “ 1 7 jVJ)l2 ' é Clar0 que a ori ^ m d0 «'«ema é 

esta ei. isto significa <}ue nao escolhemos uma função de Liapunov adequada.) 

i>e escolhermos a seguinte função escalar como uma possível função de Liapunov. 

^(x) = Xi + x 2 = positiva definida 


F(x) - 2 Xl x t -j - lx 2 x 2 * -2x\ 
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queé negativa semidefinida. Se V(x)deve se anular para todoí &r 1 ,entãox í deveser zero para 
todo t ss t x . Isto requer que x 2 = 0 pára / & Como 

x 2 = -*! - * 2 

Xjdeve também ser igual a zero parar & t 2 . Isto significa que V(x) se anula apenas na origem. 
Portanto, pelo Teorema 15.2. o estado de equilíbrio na origem é assintoticamente estável 
globalmente. 

Para mostrar que uma escolha diferente de uma função de Liapunov fornece a mesma 
informação de estabilidade, vamos escolher a seguinte função escalar como outra possível 
função de Liapunov: 

V(x) = J[(jc, 4 x 2 ) z 4- 2x\ + xj] = positiva definida 

então V(x) se toma . 

P(x) = (x, + x 2 X*i 4- x 2 ) 4- 2x,X! + x 2 ± 2 = -(** + xi) 

que é negativa definida. Como V(x) -»<* quando ||xj| «, pe lo Teorema 15.1, o estado de 

equilíbrio na origem é assintoticamente estável globalmente. 

Note que como os teoremas de estabilidade do segundo método requerem V(x) positiva 
definida, frequentemente (masnáo sempre) escolhemos V(x) como uma forma quadrática em 
x. (Note que a função positiva definida mais simples é uma forma quadrática.) Em seguida 
examinamos se V(x) é pelo menos negativa semidefinida. 

Instabilhlade. Se um estado dé equilíbrio x = 0 de um sistema é instável, então 
existe uma função escalar W(x, t) que determina a instabilidade do estado de 
equilíbrio. Apresentaremos um teorema sobre instabilidade sem uma demonstra- 
ção. . • :: .... . .,, ?ív , ; , : 

Teorema 15.3 Suponha que um sistema é descrito por 
x = f(x, t) 

onde . . .. . 

f(0, t ) = 0 para todo t 5* t 0 

Se há uma função escalar W(x, t), tendo primeiras derivadas parciais contínuas e 
satisfazendo as seguintes condições: 

1 . W(x, t) é positiva definida em uma certa região ao redor da origem 

2. W(x,t) é positiva definida na mesma região 
então o estado de equilíbrio na origem é instável. 

15.4 ANÁLISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES 

Há muitas abordagens para a investigação da estabilidade assintótica de siste- 
mas lineares inveriantes no tempo. Por exemplo, para um sistema de tempo contí- 
nuo 

i = Ax 

a condição necessária e suficiente para a estabilidade assintótica da origem do 
sistema pode ser enunciada como todos os autovalores de A tendo partes reais 
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negativas, ou os zeros do polinómio característico 

| jl — A| =s* + a x s”~ l 4- • • • 4- a K . x s -f a„ 

tendo partes reais negativas. De modo semelhante, para um sistema de tempo 
discreto 

x(k + 1) = Gx(k) 

a condição necessária e suficiente para a estabilidade assintótica da origem pode ser 
enunciada como todos*os autovalores de G tendo módulo menor que a unidade, ou 
que os zeros do polinómio característico 

\zl — G| = z n + a x z n ~ l 4- • • • 4- a„- x z + a n 

estáo dentro do círculo unitário centrado na origem do plano z . 

A determinação dos autovalores se toma difícil ou impossível no caso de 
si stemas de ordem alta ou se alguns dos coefi cientes do poli nômio característico são 
não-numéricos. Neste caso, o critério de estabilidade de Routh pode ser aplicado 
convenientemente. Uma alternativa para este método é baseada no segundo mé- 
todo de Liapunov. A abordagem de Liapunov é algébrica e não requer a fatoração 
do polinómio característico. Além do mais este método pode ser usado para estimar 
o comportamento de resposta transitória do sistema (veja Seção 15.5) e pode ser 
aplicado no projeto do sistema (veja Seção 16.6). A finalidade desta seção é 
apresentar a abordagem de Liapunov na análise de estabilidade de sistemas lineares 
invariantes no tempo. 

Análise de estabilidade de Liapunov para sistemas lineares invariantes no tempo. 

Considere o seguinte sistema linear invariante no tempo: 

x = Ax (15-3) 

onde x é um vetor de estado (vetor n -dimensional) e A é uma matriz constante nx n. 
Supomos que A é não singular. Então o único estado de equilíbrio é a origem x = 0. 
A estabilidade do estado de equilíbrio do sistema linear invariante no tempo pode 
ser investigada facilmente usando-se o segundo método de Liapunov. 

Para o sistema definido pela Eq. ( 1 5 .3) , vamos escolher uma possível função de 
Liapunov como 

V(x) = x*Px 

onde P é uma matriz positiva definida Hermitiana. (Se x é um vetor real, então P 
pode ser escolhida como uma matriz real simétrica positiva definida.) A derivada de 
V(x) em relação ao tempo ao longo de qualquer trajetória é 

V(x) — x*Px 4- x*Px 
= (Ax)*Px + x*PAx 
= x*A*Px + x*PAx 
= x*(A*P + PA)x 

Como V(x) foi escolhido positivo definido, requeremos, para estabilidade assintó- 
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tica, que V(x) seja negativa definida. Portanto, requeremos que 
V = — x*Qx 

onde 

Q = — (A*P 4- PA) = positiva definida 

Portanto, para a estabilidade assintótica do sistema da Eq. (15.3), é suficiente que Q 
sêja positiva definida. Para um teste para determinar se uma matriz nxné positiva 
definida, aplicamos a condição de Sylvester, que diz que uma condição necessária e 
suficiente para que a matriz seja positiva definida é que os determinantes de todos 
os menores principais sucessivos da matriz sejam positivos. 

Ao invés de especificar uma matriz positiva definida P e examinar se Q é ou não 
positiva definida, é conveniente especificar inicialmente uma matriz positiva defi- 
nida Q e então examinar se P determinada de 

A*P -f PA = -Q 

é positiva definida. Note que P, sendo positiva definida, é uma condição necessária 
e suficiente. Resumiremos o que acabamos de ver na forma de um teorema. 

Teorema 15.4 Considere o sistema descrito por 

x = Ax 

onde x é um vetor de estado (vetor n-dimensional) e A uma matriz constante n x n 
não singular. Uma condição necessária e suficiente para que o estado de equilíbrio x 
= 0 seja assintoticamente estável globalmente é que, dada uma matriz positiva 
definida Hermitiana (ou simétrica real) Q, exista uma matriz positiva definida 
Hermitiana (ou real simétrica) P tal que 

A*P -f PA = -Q 

A função escalar x*Px é uma função de Liapunov para este sistema. (Note que no 
sistema linear em consideração, se o estado de equilíbrio (a origem) é assintotica- 
mente estável, então ele é assintoticamente estável globalmente.) 

Ao aplicar este teorema, várias observações importantes são necessárias. 
í. Se V(x) = -x*Qx não se anula ao longo de qualquer trajetória, então Q 
pode ser escolhida positiva semidefinida. 

2. Se escolhermos uma matriz arbitrária Q positiva definida [ou uma matriz 
arbitrária Q positiva semidefinida se V(x) não se anula ao longo de qualquer 
trajetória) e resolvermos a equação matricial 

A*P + PA = -Q 

para determinar P, então P positiva definida é uma condição necessária e 
suficiente para a estabilidade assintótica do estado de equilíbrio x = 0. 

3. O resultado final não depende da matriz Q escolhida em particular, con- 
tanto que ela seja positiva definida (ou positiva semidefinida, conforme o 
caso). 

4. Para determinar os elementos da matriz P, equacionamos as matrizes A.*P 
+ PA e — Q elemento por elemento. Isto resulta em n(n + l)/2 equações 
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lineares para a determinação dos elementos Pa^ Pa de P. Se chamarmos os 
autovalores de A deXj, X 2 ..., X„, cada um repetido tantas vezes quanto for sua 
multiplicidade como uma raiz da equação característica, e se para cada soma 
de duas raízes 

Xj -f- X k 0 

então os elementos de P são univocamente determinados. Note que se a 
matriz A representa um sistema estável, então as somas Xj + k k são sempre 
não nulas. 

5. Ao se determinar se existe ou não uma matriz Hermitiana positiva defi- 
nida ou uma matriz P real e simétrica, é conveniente escolher Q = I, onde I é a 
matriz identidade. Então os elementos de P são determinados de 

A*P + PA = -I 

e a matriz P é testada para ver se é positiva definida. 


Exemplo 15.5 Considere o sistema de segunda-ordem descrito por 


p*il r o n pcr 

Uj - — 1 —1-1 -Xi- 


É claro que o estado de equilíbrio é a origem. Determine a estabilidade deste estado. 
Vamos supor uma função de Liapunov como tentativa 

K(x) = xTx 

onde P será determinado de 
AP + PA = -I 


0 1 P\\ P\1 Pu P\ 2 0 1 1 0 

-1 — lJ LPi 2 p 22 j \-Pl 2 P 22 -1 - — 1 — 1-1 -L 0 — 1- 

Expandindo esta equação matricial, obtemos trés equações simultâneas como segue: 

—2p 12 = — 1 

Pi i — P\ 2 — P22 — 0 
2/>i 2 — 2p 22 — — 1 

Resolvendo para determinar p n ,p 12 ,p I3 , obtemos 


Pu P 12 hr ~T 


P 12 P 22 
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n™ C p íha de °r é permitida P° is V < x > = - *'QX não pode ser identicamente zero exceto na 
origem. Para verificar isto, note que 

F(x) = — x'Qx — —x\ 

V(x), sendo identicamente nulo, implica que x 3 é identicamente zero. Se é zero então * 
deve ser zero, pois, da Eq. (15.7), obtemos 3 ’ entao 

0 = -Kx 1 - 0 

Se X! é zero, então x 2 também deve ser zero. pois, da Eq. (15.5). 

0 = x 2 

as 

Vamos resolver 

AT + PA = — Q 

ou 

"0 o ~k~\ r Pi i Pl2 Pu - 

^ 2 ® Pl 2 Pzz Pl3 + 

^ 1 - -P\ 3 Pz3 Pi3~ 



para os elementos de P. O resultado é 

r * 2 + 12 K 6K n -> 

12 - 2 K Y2- 2 K 0 

P= 6A 3 K K 

12 ~ 2K 12 - 2 K 12 - 2 K 

0 K 6 

L 12 — 2K 12 - 2K_ 

Para que P seja positiva definida, é necessário e suficiente que 

12 — 2 K > 0 e K > 0 

ou 

0 < K<6 

ísSc^Tn." estável ^memT eStáVel D ° Sen,ld0 COnV ' nciona1 ' is “> '• • origem é 
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Análise de estabilidade de Liapunov de sistemas de tempo discreto. Considere o 
sistema de tempo discreto descrito por 

x(k + 1) — Gx(á:) (15-9) 

onde xé um vetor de estado (vetor n-dimensional) eGé uma matriz constante n x n. 
A origem x = 0 é o estado de equilíbrio. Investigaremos a estabilidade deste estado 
pelo uso do segundo método de Liapunov. 

Vamos escolher uma possível função de Liapunov como 

V(x(k)) = x*(k)Px(k) 

onde P é uma matriz Hermitiana positiva definida (ou simétrica real). Observando 
que para sistemas discretos, ao invés de V(x), usamos a diferença entre V{x(k + 1)) e 
V(x(k)), ou 

A V(x(k)) = V(x(k + 1)) - V(x{k)) 
que é análogo à derivada de V(x). Então, 

AV(x(k)) = V(x(k + 1)) - V(x{k)) 

= x*(k -f l)Px(* + 1) - x*(k)Px(k) 

= IGx(A:)]*PÍGx(Ar)] - x*(*)Px(*) 

= x*(k)G*PGx(k) - x*(*)Px(*) 

= x*(&)[G*PG - P]x(/c) 

Como V(x(&)) foi escolhido positivo definido, impomos, para estabilidade assintó- 
tica, que AV(x(/r)) seja negativo definido. Portanto, 

A V(x{k)) — —x*(k)Qx(k) 

onde 

Q = — (G*PG — P) = positiva definida 

Portanto, para a estabilidade assintótica do sistema discreto da Eq. (15.9), é 
suficiente que Q seja positiva definida. 

De modo similar ao caso de sistemas lineares de tempo contínuo, é conve- 
niente especificar uma matriz positiva definida Hermitiana Q (ou simétrica real) e 
então verificar se a matriz P determinada de 

G*PG - P = -Q 

é positiva definida. Note que o fato de P ser positiva definida é uma condição 
necessária e suficiente. Resumiremos o que dissemos através de um teorema. 

Teorema 15.5 Considere o sistema de tempo discreto 

x(* + 1) = Gx(k ) 

onde x é um vetor de estado (vetor «-dimensional) e G uma matriz n x n constante 
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S, n p m”uT é,rica real) Q * exis,e uma mat - po^SSSMíSS 

G*PG - P = -Q 

A f lfAv7xtt,T=‘ P ví ÍI U ,n a / I - l ! nÇSO de L ' a P unov P ara este sislema. 

série solução, então Q pode ser "scoIU^^T^SbmI 0 ^ 0 * qUalqUer 


15.5 ESTIMANDO O COMPORTAMENTO DF rpcdact* 

transitória de sistenusdScos 

estã^Ç^ 

transitória de sistemas dinâmicos P ° e ° com P orta "'ento de resposta 

fornecem uma meS^ de dítáncSnoespâco de e^t' 'd' 0 ' p S funções de Lia Punov 

definamos SUf> ° r qUS ° eStad ° de equil,bn ° e a on í™ do espaço de estados e 



05-10) 


em alguma região do espaço de estados excluindo a origem 

uniformemente! podemos acltar uma 

presente, 

derje sempre positivo uma vez que V é no^fivn n Jr a ° P ,> ^ °. Entao ° vai ° r 

Eq. (15.10) fornece uma indiclão de oufo H ,° e Ve ne e at| vo definido. A 
estado de equilíbrio. Ç q ao ra P ldam ente o sistema se dirige ao seu 

Se fizermos o valor mínimo da relação - V(x, t)/V(x, t ) igual a um certo Vmín _, 

L K (x,/)J (15-11) 


então 


V(x, ,) < - V „„P ( X> ,) 


e 


n*,o< :n*„í,)c-<u.*-« (J 

instante r°= ^ corresponde a ° valor inicial de V começando no estado * = x„ „ 0 

fornia um^^tinnatíva d^t^uão rapidamente estam'^^ 01 d ^ 3 E «' < l5,2 > 
quao rapidamente estamos tendendo ao equilíbrio. Em 
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outras palavras, dado o estado inicial x. e o valor inicial V(x., t 0 ), 0 sistema alcança a 

V(x, t ) = V(x 0 , / 0 )e~ , " í » (t-, °> 
em t - t 0 segundos. 

relativa ?n^T£3to de LiapmÕvT ^ComT VfxTX* “ mp ° 
dida em uma serie começando com um termo quadrático im PO<le , Ser expan ‘ 

podemoTobten^rios X d^ferente^vaío^s^dei^ e ^o a m^^v l ^ ar ^ S ^ >,pS ^ aIdP ^^^™ a ’ 

UnJfn^UnôZ^T ^ i ' ,VarÍa ° ,eS "° temp °- Considere 0 sis 'd"> a 

x = Ax 
onde 

x = vetor n-dimensional 
A = matriz n x n não singular 

Í U Cm q rS Então uma função 

E(x) = x*Px, K(x) = — x *Qx 

onde 

n = ma /r*n P ° Si i IVa defin)da Her mitiana (ou simétrica real) 

V (A*P + PA) 

Uma definição de r) mín equivalente à Eq. (15.11) é 
7mín = min (x*Qx; x*Px = 1} 

d ' re ’ t0 d . e ! ta ec,uaçao s 'g n, f< c a que tomamos o valor mínimo de x*Ox 

de ^ - 1 >«0 d £ 

V(x, t ) x*Qx 
V(x, t) x*Px 

ao longo de uma superfície particular V(x) = 1 , ou x*Px = 1 

cadoisTLSf»/q qUerÍda PO í e f f f itaatravés d ° uso da técnica de multipli- 
x*Ox com íuvwítia ’ ^ejupPruulUpItcadorde Lagrange. Então, a minimizaçãode 
Q om a condição de x Px = I e o mesmo que a minimização de x*Qx - ^x*Px 
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Q = I, obtemos 


IQP- 1 - Al | - IP" 1 — Al | = 0 

A determinação dos autovalores de P~ ] equivale a resolver 

1 1 — PA 1 = o 


= 0 


1 - fA -U 
-U 1 - A 

Os dois autovalores são 

A, = 1,447, A 2 = 0,533 

Portanto 

= Aj — 0,553 

Da Eq. (15.12), 

F(x,i) á K(x 0 , f o)r*^ ( '" r,) 

ou 


VV; 


,V;Í; 


A.-". ' ■ . 

. v -v ■ \V> : i ; -:v ■ 

V .«VV : 

i , •' vM :; í.áíí 


V V-Av Ai 

* '■&. • 

■■■■0 . ■ íva ' . ; 


tjmín ^ t VfrL í o)! ^ * t0 



.• ... • vi'' 


Para computar t - t 0 , usamos o valor de que acabamos de encontrar. A st 
»lmin. •==. 0,553, V(x, t) - 0,06, e V(xo, í 0 ) = 


0,553 ln Cl50 ) ^ * h 


o, í 0 ) = 150 na Eq. (15.14) nós fornece 


’ . wv. 


14,1 >t~ t 0 


■ '■■■■'■ ■" -i' vii Vi-iv;: . -. 

"■ . ■ " :-H' 


Qualquer trajetória começando* na curva V(x<„ t„) - 150 estará dentro da região circundada 
pela curva V(x, t) = 0,06 dentro de 14,1 unidades de tempo. (Note que este intervalo de tempo 
depende da escolha das matrizes P e Q. Se escolhermos matrizes P e Q apropriadas, podere- 
mos ter um número menor que 14,1 como um limite superior para t - t 0 -) 
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15.Í ANÁLISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS NÃO LINEARES 

“ ° estad0 de equillbrio é localmene e assimoticameme 
en . ta ®. tambem e assintoticamente estave! globalmente. Entretanto em um 

l<Sme„ e 0 J: n ^ Um , e , 5tad0 de equ i líb r io P° de ser assintoticamente 'estável 
hÍÍ t k ií A ser assi ntoticamente estável globalmente. Portanto, as implicações 

dfer? n t d d a a t,eS: n H 0t,C : de esta - d °? de equi "' bri0 de sis, ™ as li neares sãobaaante 

tear dfscutido no F temíloT ^ 0 l,neares ' P ° r «emplo, considere o sistema não 
■mear aiscutiao no Exemplo 12 ./, reescrito abaixo como 

x -f- 0,5* -f 2x -f x 2 = 0 

A Fig. 15.4 mostra o diagrama do plano de fase para este sistema. Neste caso a 
hJfh!? eass,r l tol,camente estável. Mas trajetórias partindo de pontos Fora da região 
hacfmrada vao para o mfinito, como mostrado O fato de que aestabilfdâde 

Comn 1 UI ? a KTH P ? e í ade - l0Cal P ° de ser c,aramen te visto neste exemplo 
Como a estabilidade de sistemas não lineares tem uma natureza local eeral 
mente estamos mteressados em determinar uma função de Lmpunov que absfaz 
condiçoes de estabilidade na maior região em tomo da origem Q 

, a " os métodos baseados no segundo método de Liapunov são disnonívek 

méTodm^ 3 esta ^ ,i,dade de s *stemas não lineares. Esta seção apresenta dois dos 
métodos, o primeiro e o método de Krasovskii para testar condições sufidentes 

para-estatol ^ ,dade i aSS,nt0t,Ca ’ e 0 se « undo é ° método de Schultz-Gibson ou do 
gradiente variavel, para gerar funções de Liapunov. ’ 


*t 



Fig. 15.4 Diagrama de plano de fase do sislema descrito pori + 0,5r + 2r + ,* = 0. 
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Método de Krasovskii . Para certos si stemas não lineares , uma possível função 
de Liapunov pode ser escolhida em termos de x ao invés das variáveis de estado. 
Krasovskii sugeriu uma possível função de Liapunov como sendo a norma Eucli- 
diana de x, ou V = 1 1 x | j 2 . 

O teorema de Krasovskii, a ser apresentado em seguida, não é limitado a 
pequenos deslocamentos do estado de equilíbrio. Ele difere essencialmente dos 
métodos de linearização usuais. O teorema de Krasovskii para estabilidade assintó- 
tica global fornece condições suficientes para sistemas não lineares e condições 
necessárias e suficientes* para sistemas lineares. (Um estado de equilíbrio de um 
sistema não linear pode ser estável mesmo que as condições especificadas neste 
teorema não sejam satisfeitas. Portanto, ao usar o teorema de Krasovskii, devemos 
ter cuidado para não tirar conclusões erradas sobre a estabilidade do estado de 
equilíbrio do. dado sistema não linear.) 

Em um sistema não linear, pode haver mais de um estado de equilíbrio. 
Entretanto, é possível transferir um estado de equilíbrio isolado para a origem do 
espaço de estados por uma transformação adequada de coordenadas. Portanto, 
consideraremos o estado de equilíbrio em estudo como a origem. 

Apresentaremos agora o teorema de Krasovskii. 

Teorema 15.6. (Teorema de Krasovskii). Considere o sistema definido por 

x=f(x) 

onde x é um vetor «-dimensional. Suponha que f(0) = 0 e que f(x) é diferenciável 
com respeito a x t , i = 1, 2, . . . n. A matriz Jacobiana F(x) para o sistema é 


àf\_ 

àfi . 

. §Ll 

dx 1 

dx 2 

àx„ 

§Ll 

àfr . 

df 2 

dx 1 

dx z 


àf n 

d A . 

. àf* 

_dx] 

dx 2 

àx„ 


Vamos* definir 

Ê(x) = F*(x) + F(x) 

onde F*(x) é a transposta conjugada de F(x). Se a matriz HermitianaF(x) é negativa 
definida, então o estado de equilíbrio x = 0 é assintoticamente estável. Uma função 
de Liapunov para este sistema é 

V(\) = f*(x)f(x) 


*N. do T.: Mesmo para sistemas lineares as condições são apenas suficientes. Por exemplo, 
em x = Ax com A = í_® _]1 ou A = ílj , temos F não negativa definida. 
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Se, adicionalmente, f*(x)f(x) — * °° quando || x|| — » °c, então o estado de equilíbrio é 
assintoticamente estável globalmente. 

Demonstração: Se F(x) é negativa definida para todo x =£ 0, o determinante 
de Fé nâo nulo em todo espaço exceto em x - 0. (Referir-se aos Problemas A. 15.5 e 
A. 15 .7.) Não há outro estado de equilíbrio além de x = 0 em todo espaço de estados . 
Como f(0) = 0, f(x) =£ 0 para x =£ 0, e V(x) = f*(x)f(x), V(x) é positiva definida. 
Observando que 

f(x) = F(x)i = F(x)f(x) 

podemos obter V como 

K(x) = f*(x)f(x) + f*(x)f(x) 

= [F(x)f(x)]*f(x) + f*(x)F(x)f(x) 

— f*(x)[F*(x) + F(x)]f(x) 

= f*(x)Ê(x)f(x) 

Se F(x) é negativa definida, vemos que V(x) é negativa definida. Portanto V(x) é uma 
função de Liapunov. Desta forma, a origem é assintoticamente estável. Se V(x) = 
f*(x)f(x) tende a infinito quando || x|| -» », então, pelo Teorema 15. 1 , o estado de 
equilíbrio é assintoticamente estável globalmente. 

Note que F(x), sendo negativa definida, requer que F(x) tenha elementos não 
nulos em sua diagonal principal. Portanto, se/ f (x) não é função de*,, então F(x) não 
pode ser negativa definida. 


Exemplo 15.8 Usando o teorema de Krasovskii, examine a estabilidade do estado de equilí- 
brio x = 0 do seguinte sistema: 

•*i = -X: 

x 2 = *i - x 2 — x\ 


Para este sistema 



Portanto 


Ê(x) = F'(x) + F(x) 
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1 

-2 - 6xl 



Como F(x) é negativa definida para todo x =£ 0, o estado de equilíbrio x = 0 é assintoticamente 
estável. Além do mais, 

f'(x)f(x) = x? + (*i - x z - xi) 2 — >• oo 

quando ||x|| — > *. O estado de equilíbrio x = 0 é, portanto, assintoticamente estável 
globalmente. 

Método do gradiente variável. O método do gradiente variável é baseado no 
fato de que, se existe uma função particular de Liapunov, que é capaz de provar a 
estabilidade de um dado sistema, então também existe um gradiente único desta 
função V. 

Considere o sistema descrito pela seguinte equação: 


i = f(x, t) 

Supomos que o estado de equilíbrio em questão é a origem do espaço de estados. 
(Como dito antes, sempre podemos transferir qualquer estado de equilíbrio isolado 
para a origem.) Vamos denotar uma função de Liapunov de tentativa como V. 
Nesta função, supomos que V é uma função explícita de x mas não de t . Então, 



■Xj H- t~x 2 -+ 




que pode ser escrita 


onde (W)' é a transposta de VV • VV, o gradiente de V, é 




V é obtido como uma integral de linha de VV como 


v= \\W)'dx 


(15-15) 


O limite superior de integração nesta equação não implica que V é uma quantidade 
vetorial, mas sim que a integral é uma integral de linha para um ponto arbitrário (x r , 
x 2 ,...,x n ) no espaço de estados. Esta integral pode ser feita independente do 
caminho de integração. O caminho mais simples é indicado pela forma expandida 
da Eq. (15.15): 


y = í 

+r 


Jti, (jís = *j = -"=x, = 0) 


VVj dx x + | 


•Xít (*l = *l. aj = *4 = ” ,= Jt»=0) 


dxy T- * 


*«. (x 1 «= * 1, X« = XI. • • *»-l = *»-l) 


W n dx n 


(15-16) 


onde VV,- é a componente de VV na direção x,-. 
Vamos definir 



A integral dada pela Eq. (15.16) diz que o caminho pane da origem e se move ao 
H'*ngo do vetor «i paraxj. Deste ponto, o caminho se move na direção do vetor e-, 
para * 2 . Em seguida, o caminho se move na direção do vetor e 3 parax 3 . Desta forma 
o caminho finalmente alcança o ponto (x,, x 2 , . . ., x„). 

v u ^ ara uma / un Ç âo esca ( ar V ser obtida de forma única a panir de uma integral de 
hnha de uma função vetorial VV, a matriz F seguinte, formada tomando-se dVVJ 



O número total de tais equações én(n - l)/2. Por exemplo, no caso de n = 3, temos 
tres equações: 


dVV 2 dVV, 

A “ SS1 —1 ■ * 9 

dx l âx 2 


âVV 3 âVV, 


dVV 3 = dVV 2 
dx 2 dx 3 


condição na matriz F é portanto uma condição de rotaciona! generalizado para o 
caso n-dimensional. O problema de determinar uma função V que satisfaz o teo- 
rema de Liapunov e então transformado no problema de determinar um VV tal que o 

2T ^T enSIOnai de l V é igual a zero - Além d0 mais, V e V determinados a 
papir de VV devem ser suficientes para provar a estabilidade; isto é, devem 

íbUrárío ° te0rema de Lia P unov - Inicialmente fazemos V V igual a um vetor coluna 
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« 11*1 + Ü 12 X 2 +.*•■*+ ^ 1 »^» 

<*2i x i + a 2 2 x 2 ■+•••+ a 2t pc n 

; ( 15 - 17 ) 

«1,1*1 -f ««2*2 .+ ••*+ ««„*«_ 


Os a u são quantidades totalmente indeterminadas. Os a u podem ser constantes ou 
funções do tempo t e/ou funções das variáveis de estado. Entretanto, é conveniente 
escolher a nn como uma constante ou uma função do tempo t. Vários dos a u podem 
ser escolhidos nulos, ou eles são óbvios a partir das condições em V impostas pelo 
investigador, ou podem ser determinados das equações do rotacional, 

Se o estado de equilíbrio x = 0 de um sistema não linear é assintoticamente 
estável, então poderemos obter uma função de Liapunov seguindo o procedimento: 

1. Suponha VV da forma da Eq. (15.17). 

2. De VV, determine V. 

3. Imponha que V seja negativa definida ou pelo menos negativa semidefi- 

nida. 

4. Useasn(n - lj/2 equações do rotacional, obtidas da imposição de simetria 

de F, para determinar os coeficientes desconhecidos restantes em VV. 

5. Reteste V, pois a adição de termos requeridos como um resultado do 

Passo 4 pode alterar V. 

6. Determine V da Eq. (15.16). - 

7. Examine a região de estabilidade assintotica. 

Note que o fato de não conseguir obter uma função de Liapunov adequada 
através deste método não implica a instabilidade do estado de equilíbrio. (Não se 
pode tirar conclusões sobre a estabilidade.) 


Exemplo 15.9 Vamos construir uma função de Liapunov para o seguinte sistema: 

= -*i + 2x\x z 
*2 = *2 

usando o método do gradiente variável. 

Sej^ o gradiente de V 



«n*i +« 12 * 2 " 
• « 21*1 + 2*2 - 


A derivada de V é então 


V= VV'i 

= (« 11*1 +« 12 * 2)*1 +(« 21*1 + 2 x 2 )*2 

= —« 11*1 + 2a n XiX 2 — « 12 * 1*2 + 2 a x2 x\x\ — « 21 * 1*2 — 2x\ (15-18) 


Façamos como uma tentativa 


«11 = L «ia = «21 = 0 
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então a Eq. (15.18) se torna 


V -- -*f(l - 2x íX2 ) - 2xl 
V é negativa definida se 
1 — 2x } x 2 > 0 

Portanto, a Eq. (15. 19) é uma condição em e x 2 . O gradiente VV é 


(15-19) 


•-M 

12^2- 


Note que 


àW, ÕW, 

âx, âx, ~ u 

Vemos que a equação do rotacional é satisfeita. V é 

v _ pi,u,=o) 

V J o Xl dx ' + J o 2*2 dx 2 

; ' : - *1 • 2 

= -5T + X\ 


(15-20) 


Desta função de Liapunov, podemos dizer que o sistema é assintoticamenteestável na região 
1 > 2x,x z 

Vàmc qUe 2 f "" Çà0 dC Liapunov dada pela Eq. (15.20) não é a única possível. 


(1 - x,x 2 ) 2 ' 


0 - XiX 2 ) 2 


(1 - X x x 2 ) 2 


v= -2x\ - 2xl 

V e negativa definida em todo o plano de estados. VV se toma 


— jgl _ x^x z 

Yy — ^ ~ x i*z) 2 (1 — XiX^ 2 

X 3 j 

• (1 ~ ^iJC 2 )2 + 2X2 


dW l __ 3xj - jçfr, 
àx 2 (1 - Xl x 2 y 

dW 2 _ 3x 2 -xlx 2 

àx t (1 - Xl x 2 y 


a equação do rotacional é satisfeita. V é 



1 **,. Ut= 0 ) r 

2x, 

x\x 2 ] 

Jo L( 

1 - X!X 2 ) 2 

(1 - X,* 2 ) 2 J 


dx { 



Çxt, (.*, 

J 0 


r £i 

l( 1 — JCiX 2 ) : 


( 15 - 21 ) 


Desta função de Liapunov, vemos que a origem do sistema é assintoticamente estável na 
região 


1 > JCi*2 

É claro que a função de Liapunov definida pela Eq. (15.20) fornece uma região de 
estabilidade assintótica menor do que a função de Liapunov dada pela Eq. ( 15.21). Portanto 
esta última função é uma < scolha melhor do que a anterior. 


15.7 COMENTÁRIOS CONCLUSIVOS 

Ao concluir este capítulo, resumiremos pontos importantes para serem lem- 
brados: 

1. Uma função de Liapunov tem as seguintes propriedades: 

(a) É uma função escalar. 

(b) É uma função positiva definida, pelo menos nas vizinhanças da ori- 
gem. 

(c) Sua derivada temporal é não-positiva. 

(d) Não é uma função única para um dado sistema. 

2. Uma vantagem do segundo método de Liapunov está na sua habilidade de 
fornecer informação sobre estabilidade global tanto para sistemas lineares 
quanto não lineares. 

3 . Se uma função de Liapunov pode ser achada em uma região Í1 incluindo a 
origem do espaço de estados, então a estabilidade ou a estabilidade assintó- 
tica da origem está verificada. Isto, entretanto, não significa necessariamente 
que as trajetórias, partindo de um estado da região íi, tendem a infinito, pois 
o segundo método apenas estabelece condições suficientes para estabilidade. 
(Lembre-se de que o fato de não conseguir determinar uma função de 
Liapunov para mostrar estabilidade, estabilidade assintótica. ou instabili- 
dade de um estado de equilíbrio não significa nada.) Note também que para 
sistemas não lineares certas funções de Liapunov são superiores a outras, sig- 
nificando que a região de estabilidade assintótica é maior, ou V é negativa de- 
finida ao invés de negativa semidefinida etc. 

4. Se a origem do sistema é estável ou assintoticamente estável, então 
funções de Liapunov com as propriedades requeridas sempre existem, em- 
bora a sua determinação possa ser um tanto difícil. Esta dificuldade é a 
principal desvantagem da análise de estabilidade baseada no segundo método 
de Liapunov. 

5. Além de prover um critério de estabilidade, as funções de Liapunov 
podem ser usadas para a análise de resposta transitória de sistemas simples. 
(Veja a Seção 15.5.) As funções de Liapunov também podem ser usadas para 
resolver problemas de otimização baseados nos índices de desempenho 
quadráticos. (Veja a Seção 16.5.) 
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Problemas Ilustrativos e Soluções 

Problema A.15.1 Determine se a seguinte forma quadrática é negativa definida. 
Q — — x? - 3xl — Uxl -f 2xíX 2 — 4x 2 x 3 — 2xjx 3 


Solução. A forma quadrática fornecida Q pode ser escrita como 


ô = [* i 



Aplicando o critério de Sylvester, achamos 



-I - 1 ~\ | 

-1 -3 —2 <0 

-1 -2 -11 í 


i = Ax 


râo° S aut0val0res de A são distintos e tém partes reais negativas. Suponha que a tnmsfor- 
x = Py 

transforma a matriz dos coeficientes na forma diagonal: 
y — P -1 APy .= 0y 

Obtenha uma função de Liapunoy para este sistema. 

Solução. Considere o seguinte V(y): 

^(y) = y*y = positiva definida 
A derivada em relação ao tempo de V(y) é 

%) = y*y + y*y 
= y*D*y + y*Dy 
= 2y*Dy 

ne™hv“ a ^é Sfíffíí*' ^««"UcoseosauiovaloresdeAtén, panes reats 

Liapunov . g *ivo detuudo. Portanto, a função V(y) considerada aqui é uma função de 

Problema A.15.3 Considere o sistema de segunda-ordem 
x = Ax 
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onde 


a r° u ai *l 

x r A ~ («.7 — real) 

<-x 2 J la 2l a 22 J ' 

Determine a matriz real simétrica P que satisfaz 

AP + PA = -I 

Solução. A equação 

a n «2i f>u P\z~ + >ii PizXTqu «12I _ T-l 01 

-«12 « 22 -I Lp, 2 f 22 J L Pl2 p 22 \la 2l a 22 \ ~ L 0 -lJ 

fornece as três equações simultâneas seguintes: 

2 («iiPn + «21P12) =^= —1 
«11P12 + «21P22 + «12^11 + «22P12 = 0 
2(«i2Pi2 +«22^22) = —1 


Resolvendo para obter os p u , obtemos 

p J (I A j 

2 («ii + «22) I A | (_ a a 


1 [ d A| + «!j + al 2 ) «12«22 “f~ «21«11 " 

(«n +«22>iA|L a í2 a 22 + a 2t a n — (| A| + af, + fl f 2 )J 


P é positiva definida se 

Pil = - L^L±jÍl +.^ >0 

2 («i 1 . 4 - «22) I A j 

I P | = («n + «22P + (a 12 - o ,,)2 

4(«u + O22) 2 | A | 

do que obtemos 

| A | > 0, « 11 + a 22 < 0 

como as condições para que P seja positiva definida. 

de^né^rcia.^A^êquaçóe^d^EuTerláo 61110 de uma nave es P ac ' al em torno dos eixos principais 

A(b x - (B - C)(ú/ú z = T x 
B(b y - (C - A)cú 2 co x = T y 
Cá> z — (A — B)co x cúy = T : 

denot^iis e vL d HH°Í am ° S T"*" 105 de inércia em tomo dos eixos principais; Wx . <o v e o,, 
controle 0C,dades an gu!aresem tomo dos eixos principais; eT x , T u e T z são os torques de 



Suponha que a nave espaciaJ está com movimentos de rotação anormais em sua órbita 
Deseja-se parar estas rotações anormais aplicando torques de controle que se supõe serem' 

T x - k l AC0 x 
T, — k 2 Bcú y 


T z = k 3 Cco z 


Determine condições suficientes para operação assintoticamente estável do sistema. 
Solução. Vamos escolher as variáveis de estado como 
x i — <o x , x z = co y , x 3 = co z 


as equações do sistema se tomam 


~ (f -'x) XiX > = 

Xs Í.B fl.)* 3 * 1 = k i x i 

v CV • r* , - ’ 

X * ■§) X l Jf 2 = k 3 X 3 


B r c ir ‘ 

Ã * 3 ~~Ã Xl X 1 


i = A 

X 2 qX 3 k 2 


r*i x 2 


C X2 ~~C Xl ^3 


O estado de equilíbrio é a origem, ou x = 0. Se escolhermos 

~A Z 0 0 ~ 

V{x) = xPx — x' 0 B 2 0 x 
-0 0 C 2 _ 

= A 2 x f + B 2 x\ + C 2 xl 
. ~ positiva definida 

então a derivada temporal de V(x) é 
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Solução 


x*F(x)x = [ X ! x 2 ] 


: í*i x 2 ] 


ÊAxx 4- âfi 

à*. X ' Xl + 


-*J± MT,' 

dx x dx 2 1 

àfi df 2 
_âx t <?x 2 J|_ 2 _ 

M. x _l_ *Lh x 

<?x, 1 + dx Xl 
jíx, 1 + dx 2 \ 


A transposta conjugada de x*F(x)x é 

[x*F(x)x]* - gx,*, +|U + g^, + g*À 

Observando que 

x, = x 2 , x 2 = x, 

M = M, M = àf 2 

dxi dx 2 dx 2 dx x 

obtemos 

+ &**■ + &-■** + fê** 

Comparando as Eqs (15.22) e (15.23). obtemos 

[x*F(x)x]* — x*F(x)x 

Problema A.15.6 Considere o sistema 

Y(s) 4 

V(s) (s + 2 )(s 2 +2s +2) 


que pode ser reescrito como 

rfr)_ a r j 

U(s) s + 2Ls + 1 +/' s + 1 — /. 




Fig. 15.5 Sistema de controle. 


(15-22) 


(15-23) 


Solução. Do diagrama de blocos, obtemos 
7 


Kl 

X z 

Kl 

X 3 

Kl 

u 


-1 +7 

-7 


s + 1 — j 
2 

s + 2 


X! — —(1 + j) Xl -r jx 3 
x 2 = -(1 ~j)x 2 jx 3 
X 3 = — 2 X 3 -f- 2 u 
Como u é suposto nulo, obtemos 

Xi = -(1 + 7>i + /x 3 — f\ (x) 
x 2 = -(1 -;)x 2 ~ jx 3 =í/ 2 (x) 
X 3 =»”2X3 =/ 3 (x) 

A matriz Jacobiana para este sistema é 


F(x) = 

Observe que 


-(1+7) 0 f 

0 -d -j) -j 

LO 0-2. 


A representação em diagrama de blocos deste sistema é vista na Fig. 15.5. Vamos escolheras 
variáveis de estado como mostrado na figura. Supondo que u = 0. mostre que 

[x*F(x)x]* = x*F(x)x 



Xf 


~X 2 ~ 

X — 

X 2 

= 

Xi 


-X 3 ~ 


-*3- 
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•I (x 3 é uma variável de estado real ouí 3 = x 3 ). Agora calcule x*F(x)x. 

"-(!+/) 0 

x F( x )x — [*i x 2 x 3 ] 0 —(1 — j) —j X2 

- 0 0 -2jL 3 _ 

[-0 +j)x , +/* 3 -j 

“ f X J X 2 * 3 ] “(1 — j)x 2 — JX 3 

L —2x 3 

= “(1 +y) x iATi + jx iX 3 - (1 ~j)x 2 x 2 jx 2 x 3 — 2x\ (15-24) 

oni tome o complexo conjugado de x*F(x)x. Da Eq. (15.24), 

= — ^ ~ — JX\X 3 — (1 + j)x 2 x 2 + jx 2 x 3 — 2xl 

Observando que x, = x 2 , x 2 * x„ obtemos 

[x*F(x)x]* = —(1 ~j)x 2 x 2 — jx 2 x 3 — (1 + j)x jjr, -f jx l x 3 — 2x\ 

(15-25) 

as Eqs. (15.24) e (15.25), vemos que 

ífef • ' : ' 

^ [x*F(x)x]*== x*F(x)x 
Problema A. 15.7 Mostre que se 
Ê(x) = F*(x) + F(x) 

onde 

'• -\VV- . ■ «* 

'- '•'V ' V ... .... . ' ■' ' ■ . 

& d/r 

dxi dx 2 dx„ 

‘ 

■-.O'?' U> <Ü* ... àfn 

/3v n 


(15-25) 


U » H, 

àx x dx 2 


e negativa definida, então o determinante de F(x) é náo nulo para x éO, ou 
I F ( x ) I =*= 0 para x^o 


Solução. Usando a relação 

[x*F(x)x]* = x*F(x)x 


temos 



Vamos escolher a 12 = a n = 0: então, 

& — anXiX 2 + a 12 x 2 (^—-~~^x 1 — 10;c 2 j 

Escolhendo a u = 1 e o 22 = t + 1, W pode ser escrito como 



Como 


J*l. (■*!=<)) 


*i 


dXl + /r * ,> ' íí + = -jixj + (t - f 1)*|] 


Vamos escolher 


F = y[xf + </ + \)xQ 


Então 

P = *t*i + ^ + (f + l)* 2 x 2 
= — (10r + 9,5)x§ 

PortantoVé negativa semidefmida. Observando que V é identicamente nula apenas na origem 

1 • P ° Te , orema 15 - 2 ’ concluímos que o estado de equilíbrio na orieem x - 0 é 

assmtoticamente estável globalmente. M ongem x - u e 


i 


) 


! 

| 

) 


Problemas 

Problema B.15.1 Determine se as seguintes formas quadráticas são positivas definidas. 

Q - x\ + 4x1 + x\ + lx x x 2 - 6x 2 x 3 - 2x x x 3 
Problema B.15.2 Determine uma função de Liapunov para o seguinte sistema: 

_ r - 1 nr*n 

-■*2-1 L 2 — 3J Ljc 2 J 

Problema B.15.3 Determine a estabilidade do estado de equilíbrio do seguinte sistema: . *. 

x x (k + 1) = Xl (k ) + 3x 2 (k) I 

x 2 (k + 1> = -3 x x (k) - 2 x 2 (k) - 3x 3 (k) ! 

x 3 (k + 1) = x x (k) | 

4L 
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Problema B.15.4 Determine a estabilidade da origem do seguinte sistema: 

*i = x 2 

Xl = ~g(x x ) + x 2 
onde g(xy)!x-i > 0 parati =* 0. 

Problema B.15.5 Considere o sistema descrito por 
+^2(^1, *2) 

x 2 = gi{x 2 ) 

onde g ,(0) = g 3 (0) = 0, g 2 (0, at 2 ) = 0. Obtenha condições suficientes para a estabilidade da 
ongem do sistema. 

Problema B.15.6 Determine a estabilidade da origem do seguinte sistema: 

*i = x 2 

x 2 = -x] - x 2 

Problema B.15.7 Determine a estabilidade da origem do seguinte sistema: 

*1 — —Xi + x 2 + x x (x\ -f xl) 

*2 = — *1 — x 2 + x 2 (xl + xl) 

Problema B.15.8 Determine a estabilidade da origem do seguinte sistema: 

Xj AT] X 2 X x 

Xl = X x -f x 2 - x\ 
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Sistemas de 
Controle Ótimo e 
Adaptativos 


16.1 INTRODUÇÃO 

Sistemas de controle ótimo. Problemas de controle ótimo receberam grande 
atenção durante a década passada devido à crescente demanda de sistemas de 
grande desempenho e à pronta disponibilidade do computador digital. 

O conceito de otimização de sistemas de controle engloba uma seleção de um 
índice de desempenho e de um projeto que fornece o sistema de controle ótimo 
dentro de limites impostos por condições limitantes de ordem física. Tal sistema de 
controle ótimo difere de um sistema ideal, em que o primeiro é o melhor que se pode 
conseguir na presença de limitações físicas, enquanto que o segundo pode bem ser 
um objetivo inalcançável. 

índices de desempenho. Ao resolver problemas de sistemas de controle ótimo, 
podemos ter o objetivo de achar uma regra para a determinação da decisão de 
controle presente, sujeita a certas limitações, que minimizará alguma medida de um 
desvio do comportamento ideal. Tal medida é normalmente provida por um critério 
de otimização, ou índice de desempenho. O índice de desempenho, que foi definido 
no Gap. 7, é uma função cujo valor indica quão bem o desempenho atual do sistema 
se compara com o desempenho desejado. Na maioria dos casos particulares, o 
comportamento do sistema é otimizado escolhendo-se o vetor de controle de tal 
forma que o índice de desempenho é minimizado (ou maximizado). 

O índice de desempenho é importante porque determina, em grande parte, a 
natureza do controle ótimo resultante. Isto é, o controle resultante pode ser linear, 
nao-hnear, estacionário ou variante no tempo, dependendo da forma do índice de 
esempenho. O engenheiro de controle formula este índice baseado nos requeri- 
mentos do problema. Portanto, ele influencia a natureza do sistema resultante. Os 
requisitos do problema normalmente incluem não apenas requisitos de desempenho 
mas também restrições na fornia do controle para assegurar realizabilidade física. 

processo de otimização deve prover não apenas leis de controle, configura- 
ções de parâmetros que são ótimas, mas também uma medida da degradação no 
desempenho pelo afastamento da função índice de desempenho do seu valor mí- 
nimo (ou máximo) que resulta do uso de leis de controle não ótimas. 


Em um grau considerável, o uso da teoria de otimização no projeto de sistemas 
é dificultado pelo conflito entre tratabüidade analítica e utilidade prática na seleção 
do índice de desempenho. É desejável que os critérios para controle ótimo se 
originem não de um ponto de vista matemático mas de um ponto de vista de 
aplicação. Entretanto, em geral, a escolha de um índice de desempenho envolve um 
compromisso entre uma avaliação significativa do desempenho do sistema e um 
problema matemático tratável. 

A escolha do índice de desempenho mais apropriado para um dado problema é 
muito difícil, especialmente em sistemas complicados. Por exemplo, considere o 
problema da maximização da carga útil de uma nave espacial. A carga útil pode ser 
considerada como a diferença entre o peso do veículo após terminada a missão e os 
componentes residuais do veículo, tais como estruturas de suporte, equipamentos 
de comunicações, de potência e de controle de altitude. A maximização da carga 
útil, portanto, envolverá uma otimização tanto do programa de propulsão e projeto 
da missão para mínimos gastos de combustível, como um projeto ótimo dos compo- 
nentes do veículo. Em aplicações espaciais, outras especificações de desempenho 
podem ser o gasto mínimo de combustível, erro mínimo de atingir um alvo, tempo 
mínimo etc. Em aplicações civis de controle, as considerações principais normal- 
mente são de ordem económica. 

Formulação de problemas de otimização. As quantidades que aparecem em 
problemas de otimização de sistemas de controle são variáveis de estado, variáveis 
de controle, e parâmetros de sistema. Considere, por exemplo, um veículo que é 
assimilado a uma massa pontual que se locomove no espaço. As variáveis de estado 
deste sistema podem ser as três coordenadas de posição do veículo, as três coorde- 
nadas de velocidade, e a massa instantânea do veículo. Estas variáveis de estado 
são geradas de um conjunto de equações diferenciais, que, neste exemplo, podem 
ser simplesmente as equações de Newton para o movimento e uma equação de 
continuidade relacionando o fluxo de combustível com a taxa de perda de massa do 
veículo. As variáveis de controle, para este exemplo, podem ser a magnitude da 
força vertical do veículo e um conjunto de ângulos que definem a direção da força. 

) Os parâmetros do sistema são as constantes que descrevem certas propriedades do 

problema. Tais parâmetros podem ser a velocidade de exaustão do sistema de 
propulsão ou um tempo pré-especificado de término da força vertical. Para siste- 
mas que utilizam propulsão iônica, estes parâmetros podem ser os valores da 
velocidade de exaustão e o tamanho da unidade geradora de potência a bordo do 
veículo. 

Em geral, o problema de otimização de sistemas de controle pode ser formu- 
lado se as seguintes informações são dadas: 
v 1. equações de estado e de saída 

2. vetor de controle 

' 3. restrições do problema 

| 4. índice de desempenho 

i 5. parâmetros do sistema 

# Um problema de controle ótimo é a determinação do vetor de controle ótimo 

’ u(r) dentro da classe de vetores de controle admissíveis. Este vetor u(/) normal- 

mente depende de 

1 . estado inicial ou saída inicial 

2. estado desejado ou saída desejada 

3 . natureza das restrições 

4. natureza do índice de desempenho 

Exceto para casos especiais, o problema pode ser tão complicado para solução 
t analítica que se deve obter uma solução por computador. 
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Neste capítulo, discutiremos sistemas de controle de tempo ótimo e sistemas 
de controle baseados em índices de desempenho quadráticos. 

Sistemas de controle de tempo ótimo. Na Seção 16.4, discutiremos dois pro- 
blemas de controle de tempo ótimo. Um é, dado o sistema de tempo discreto, 

x((k -f 1)7) - G(T)x(kT) - H(T)u(kT) 

onde a norma de u(£:0 não é limitada, determinar o vetor de controle u(kT ) que trará 
quqlquer estado inicial para a origem do espaço de estado no número mínimo de 
períodos de amostragem. 

O outro problema de controle de tempo ótimo é, dado o processo descrito por 

<*> <»-*) . («) 0 .- 1 } 
y + a i y + ' • • + a n -\y — a n y — b 0 u + b t u -f • • • + + bji 

deteraiinar a função de controle u que transferirá a saída y do si stema de uma dada 
condição inicial para zero em um tempo mínimo 7. A função de controle u deve 
satisfazer uma restrição de magnitude e a saída e suas derivadas devem permanecer 
nulas para tempo t 5* T se não se aplicam subsequentes perturbações. 

A obtenção da solução explícita para o controle de tempo ótimo de um 
processo de ordem n é extremamente difícil. Portanto, discutiremos apenas um 
caso simples onde o processo é descrito por 

y + y + a 2 y = bu 

Isto é, a função de transferência do processo apresenta dois pólos e nenhum zero. 

Sistanasdecontroleótímobaseadosemíndicesdedesempenhoquadráticos. Em 

muitos sistemas de controle, na prática, queremos minimizar algi na função do 
sinal de erro. Por exemplo, dado o sistema 

x = Ax + Bu 

podemos desejar minimizar uma função de erro generalizado tal como 

m - x«)]*QR(r) - x (<)] di 

onde £(t) representa o estado desejado, x(r) o estado atual [portanto, £(t) - x(r) é o 
vetor de erro], Q uma matriz positiva-definida (ou positiva semidefinida), e o 
intervalo de tempo 0 ^ 7 ou é finito ou infinito. 

Além de considerar erros como uma medida do desempenho do sistema, 
entretanto^ devemos normalmente dar atenção à energia requerida para a ação de 
controle. Como u(t) pode ter dimensões de força ou torque, a energia de controle é 
proporcional à integral de [u(/]] 2 . Se os erros são minimizados sem levar em conta a 
energia requerida, então pode resultar um projeto que requer valores extremamente 
grandes de «(/). Isto é indesejável uma vez que todos os sistema físicos estão 
sujeitos a saturação. Portanto, considerações práticas impõem uma restrição ao 
vetor de controle; por exemplo, 

JV(()Ru<f)<* = A" 



850 


onde R é uma matriz positiva-definida e K é uma constante positiva. O índice de 
desempenho de um sistema de controle no intervalo de tempo 0 *£ t «£ 7 pode ser 
escrito, usando-se um multiplicador de Lagrange X, como segue; 

J = E£(0 ~ x(r)3*Qfé(/) - x(/)] dt + kj T o u*(/)Ru(0 dt (0 <t<T) 

(16.1) 

O multiplicador de Lagrange X é uma constante positiva indicando o peso do custo 
de controle com relação aos erros minimizantes. 

A determinação da lei de controle ótimo para o sistema, 

x — Ax + Bu 

sujeita ao índice de desempenho dado pela Eq. (16. 1), tem um significado prático de 
que o sistema resultante estabelece um compromisso entre a minimização do erro 
integral e a minimização da energia de controle. Na Seção 16.5, consideramos um 
caso especial onde 7 = o estado desejado £ é a origem, ou £ = 0, e o vetor de 
estado é real. Nestas condições, o índice de desempenho quadrático dado pela Eq. 
(16.1) pode ser expresso como 

J=\l (x'«Qx(0 + o'(»)R»«)] dt 

onde incluímos X na matriz positiva definida R. Note que neste problema u(/) não 
tem restrições. Veremos adiante que tal índice de desempenho quadrático resulta 
em operações matemáticas convenientes na solução de problemas de controle 
ótimo. 

Comentários sobre sistemas de controle ótimo. O sistema que minimiza (ou 
maximiza) o índice de desempenho selecionado é, por definição, ótimo. É evidente 
que o índice de desempenho na realidade determina a configuração do sistema. É 
importante ressaltar que um sistema de controle ótimo sob um certo índice de 
desempenho é, em geral, não ótimo sob outros índices de desempenho. Além do 
mais, a realização física de uma particular lei de controle ótimo pode ser um tanto 
difícil e cara. Portanto pode não ter sentido fazer grandes gastos em implementar 
um controlador ótimo que é o melhor em algum sentido restrito ou individual. Um 
sistema de controle raramente é projetado para realizar uma única tarefa especifi- 
cada totalmente a priori. Ao invés disto, ele é projetado para realizar uma tarefa 
selecionada ao acaso de um repertório completo de possíveis tarefas. Em sistemas 
práticos, pode então ser mais aconselhável procurar leis de controle ótimo aproxi- 
madas que não estão rigidamente ligadas com um índice de desempenho único. 

Devemos notar que um sistema de controle ótimo, obtido matematicamente, 
nos dá, na maioria das aplicações práticas, a limitação de desempenho fundamental 
sob o índice de desempenho dado e serve mais como uma medida do que como um 
objetivo prático. Portanto, antes de decidir implementar o sistema de controle 
ótimo ou algo inferior, porém mais simples, devemos avaliar com cuidado uma 
medida do grau em que o desempenho do sistema de controle ótimo complexo 
excede o do sistema mais simples subótimo. A não ser que o sistema de controle 
ótimo possa ser justificado, não construiremos sistemas de controle ótimo extre- 
mamente complicados. 

Uma vez que a limitação de desempenho fundamental é determinada usando- 
se a teoria de controle ótimo, devemos fazer esforços para projetar um sistema 
simples que está perto do ótimo. Mantendo isto em mente, construímos um protó- 
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tipo do sistema físico, o testamos e modificamos até que seja obtido um sistema 
satisfatório, que tem características de desempenho perto das do sistema de con- 
trole ótimo obtido usando-se a teoria de controle ótimo. 

Perguntas relativas à existência da solução dos problemas de controle 
ótimo. Como já dissemos, o problema de controle ótimo, dado qualquer estado 
inicial x(r 0 ), é o de determinar um vetor de controle admissível u(r) que transfere o 
estado para a região desejada do espaço de estados e para o qual o índice de 
desempenho é minimizado. 

E importante mencionar que, em alguns casos, uma combinação particular de» 
processo, estado desejado, índice de desempenho, e restrições pode tomar um 
controle ótimo impossível. Isto se relaciona com o desejo de obter um desempenho 
além das capacidades físicas do sistema. 

Perguntas relativas à existência de um sistema de controle ótimo são importan- 
tes uma vez que servem para informar ao projetista se um dado índice de desempe- 
nho é ou não realista para um dado sistema e conjunto de restrições. Duas das 
perguntas mais importantes são as de controlabilidade e observabilidade. Em 
seguida, explicaremos brevemente o que significa controlabilidade e observabili- 
dade. 

Controlabilidade e observabilidade. Um sistema é dito controlável n o instan te 
to se é possível, usando-se um vetor de controle arbitrário (sem restrições), transfe- 
rir o sistema de qualquer estado inicial x(/ 0 ) para qualquer outro estado em um 
intervalo finito de tempo. 

Um sistema é dito observável no instante / 0 se, com o sistema no estado x(í 0 ), é 
possível determinar este estado a partir da observação da saída durante um inter- 
valo de tempo finito. 

Òs conceitos de controlabilidade e observabilidade foram in' 'oduzidos por 
Kaiman. Eles têin papel importante no controle ótimo de sistemas r? ulti variáveis. 
Dè fato, as condições de controlabilidade e observabilidade podem definir a exis- 
tencia de uma solução completa para o problema de controle ótimo. 

Resumo do capítulo. Este capítulo encaminha o leitor a alguns dos sistemas de 
controle ótimo e adaptativo mais importantes. A Seção 16.2 apresenta as condições 
para controlabilidade completa e a Seção 16.3 nos dá as condições para observabili- 
dade completa. A Seção 16.4 discute o controle de tempo ótimo de sistemas de 
tempo discreto e de tempo contínuo. 

Os sistemas de controle ótimo baseados em índices de desempenho quadrático 
sao apresentados na Seção 16.5. Aqui é apresentado o método de Liapunov. A 
Seção 16.6 discute brevemente sistemas de controle de referência-modelo. As duas 
seções finais, Seções 16.7 e 16.8, apresentam discussões introdutórias sobre siste- 
mas de controle adaptativos. Tais sistemas medem continuamente o desempenho 
ao sistema e ajustam seus parâmetros para manter um desempenho quase-ótimo. 

16.2 CONTROLABILIDADE 

A solução para un^problema de controle ótimo pode não existir se o sistema 
considerado i nage LControláveL Embora a maioria dos sistemas físicos sejam contro- 
láveis e observáveis, os correspondentes modelos matemáticos podem não ter a 
propriedade de controlabilidade e observabilidade. Então é necessário saber as 
condiçoes em que um sistema é controlável e observável. 

Nesta seção, primeiro definiremos a independência linear de vetores e então 
derivaremos as condições para a controlabilidade completa de estado. Iniciaremos 
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nossa discussão com sistemas de tempo discreto uma vez que são mais simples de 
serem analisados que os de tempo contínuo. Então derivaremos as condições para 
controlabilidade completade estado para sistemas de tempo contínuo. Finalmente, 
discutiremos a controlabilidade completa de saída. 

Independência linear de vetores. Os vetore s Xj, x 2 ,..., x„ são ditos linearmente 
independentes se 

CjXj C 2 X 2 T • ‘ "1“ a»** 0 

onde Cj, c 2 ,..., c n são constantes, implica 

C l — C 2 — ' ' ' ~ c n ~ 0 

Por outro lado, os vetores x„ x 2 ,..., x n são ditos linearmente dependentes se e 
somente se x* podem ser representados como uma combinação linear de x 3 (j = 
1, 2,..., n;j í 0- ou 

X/ = Ê CjXj 
1 = 1 
j*i 

para algum conjunto de constantes cj. Isto significa que se x t pode ser expresso 
como uma combinação linear dos outros vetores do conjunto, ele é linearmente 
dependente deles ou não é um membro independente do conjunto. 


Exemplo 16.1 Os vetores 



~n 


_1 1 


~2~ 

Xi = 

2 

, x 2 = 

0 

, x 3 = 

2 


_3_ 


_ 1 _ 


_4_ 


são linearmente dependentes uma vez que 
Xi + x 2 — x 3 = 0 
Os vetores 



-r 


_r 


~2l 

yi = 

2 

_3_ 

, y 2 = 

0 

* y» = 

s 


são linearmente independentes uma vez que 

c t yi + c 2 y 2 + c 3 y 3 = 0 
implica 

Ci = c 2 = c 3 = 0 
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Note que se uma matriz n x n é não-singular (isto é, a matnz tem característica nouo 
determinante é não nulo), então n colunas (ou linhas) são linea r mente ind epe ndentes . Se a 
matriz n x né singular (isto é, a característica da matriz e menordo que n ou o determinante é 
zero), então n colunas (ou linhas) são linearmente dependentes. Para demonstrar isto, note 
que 

~1 1 2- 

[x, } x 2 i x 3 ] = 2 0 2 — singular ^ 

_3 1 4_ 

“1 1 2~ 

[y, i y 2 ! y 3 ] = 2 O 2 = não singular 
_3 1 2_ 

Controiabilidade completa de estado de sistemas de tempo discreto . Considere o 
sistema de tempo discreto descrito por 

x((fc + 1)7") = Gx(kT) - H u(kT) (16.2) 

onde 

x(kT) = vetor de estado (vetor n -dimensional) 
u(kT ) = sinal de controle 
G = matriz n x n 
H = matriz n x 1 
7 = período de amostragem 

Note que u(kT) é constante paraÂT t < {k - 1)7. Sem perda de generalidade, 
podemos supor que o estado inicial é arbitrário e que o estado final é a origem do 
espaço de estados. 

O sistema de tempo discreto dado pela Eq. (16.2) é de estado controlável se 
existe um sinal de controle constante por trechos u(kT) definido sobre um intervalo 
finito de amostragem 0 =s kT < nT tal que, começando de qualquer estado inicial, o 
estado x(kT) pode ser feito nulo para kT 3= nT. Se todo estado é controlável, então o 
sistema é dito de estado completamente controlável. 

Derivaremos a condição para a controiabilidade completa de estado usando o 
fato de que, se um sistema é de estado completamente controlável, então existe um 
si nal de c ontrole contínuo por trechos que transferirá qualquer estado inicial para a 
origem em um numero finito de períodos de amostragem. 

À solução da Eq. (16.2) é 

x(kT) = G*x(0) 4- G k - J -'Uu(jT) 

J= 0 

Se o sistema é controlável, então, partindo de um x(0) arbitrário, podemos levar o 
estado para a origem, ou x(kT) = 0 para/c 3 n pela aplicação de algum «(0), «(7), .., 
u((n - 1)7). Portanto, 



G-x(O) + L G-^HuC/T) = 0 

J = 0 
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ou 


x(o) = -í:g-^ i >h«ot) 

/«o 

= - [G-‘Hi/(0) + G“ 2 H«(7") + ... -f G-Hu((n - 1)70] (16.3) 

Como G é uma matriz n x n não-singular e H uma matriz n x 1 , claramente G -I H, 
G~ 2 H,..., G _ "H são matrizes n x 1 ou vetores-coluna. Vamos definir 



Então a Eq. (16.3) pode ser reescrita como as seguintes n equações algébricas 
simultâneas: 

Xj(0) = -<*1,11(0) - a l2 u(T ) - 1 )T) 

x 2 (0) = — a 2 ,«(0) - a 22 u(T) a 2 ju((* ~ 

xJÍO) = -a„,u(0) - a ml u(T) a^in - l)T) 

i Se estas equações devem fornecer uma solução para qualquer conjunto de valores 
x,(0),jc 2 (0), . . , x„(0) , então imporemos que a matriz n x n(a^ seja não-singular. (Em 
caso contrário a solução pode não existir.) A condição de que a matriz n x n (üy) 

. \ seja não-singular implica que cada coluna da matriz (a i} ) é linearmente indepen- 

i dente, ou a matriz (ay) tem característica n. . 

Da análise anterior, podemos enunciar as condições para a controiabilidade 
completa de estado do sistema da Eq. (16.2) como segue: O sistem a é de esta do 
completamente controlável se e apenas se os vetores G -I H, G -2 H,..., G~ n H sao 
linearmente independentes ou a matriz n x n 

[G‘‘H ! G~ 2 H ! 1G -H] 

tem característica n. Como G é não-singular, esta condição pode ser formulada 
como a característica da matriz 

[H i G -, H I • • • i G -< "~ U H3 

é n . Esta condição também pode ser formulada com a característica da matriz 
[H|GH! ••• ÍG- J H] 
sendo n . 

Note que se o sistema da Eq. (16.2) é de estado completamente controlável, 
então podemos transferir qualquer estado inicial para a origem no máximo em n 
períodos de amostragem. (Lembrar que isto é verdade se e apenas se a magnitude de 
u(kT) é não-limitada. Se a magnitude de u(kT) é limitada, o controle para a origem 
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pode tomar mais do que n períodos de amostragem.) 

Se o sistema é descrito por 

x((k + 1)T) = Gx(kT) + Hu(kT) 

onde n(kT) é um vetor de dimensão r, então pode-se provar que a condição para 
controlabilidade completa de estado é que a seguinte matriz n x nr 

[G -HIG 2 H ! jG »H] 

tem característica n . Esta condição é a mesma que a condição de a característica da 
matriz 

[H i G -, H j • • • j G _( " _1) H] 
ser n, ou a característica da matriz 
[HIGHí j G— *H] 

ser/ 2 . 

Controlabilidade completa de estado de sistema de tempo contínuo. Considere o 
sistema de tempo continuo 

x=A x-rBu (16.4) 

onde 

x = vetor de estado (vetor de dimensão n) 
u = sinal de controle 
A = matriz n x n 
B = matriz n x ] 

O sistema descrito pela Eq. ( 16.4) é dito de estado controlável em t - / 0 se é possível 
construir um sinal de controle não-limitado que transferirá um estado inicial para 
qualquer estado final em um intervalo de tempo finito t 0 ^ t ^ t t . Se todo estado é 
controlável, então o sistema é dito de estado completamente controlável. 

„ ^ derivaremos agora a condição para controlabilidade completa de estado. Sem 
perda de generalidade, podemos supor que o estado final é a origem do espaço de 
estados e que o tempo inicial é zero, ou t 0 = 0. 

A solução da Eq. (16.4) é 

x(í) = e^xCO) + J' e M, ~ x) Bu(z) dz 

ternos^ 0 adeflIução de contr olabiíidade completa de estado que acabamos de dar, 
x(t,) = 0 = e^-xCO) + j' o ‘ e A(, '- x) Bu(z) dz 
ou 

(16.5) 
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( 16 . 6 ) 


Note que e Ar pode ser escrita como 

íT At = 2>*(t)A* 

* = 0 

Substituindo a Eq. (16.6) na Eq. (16.5), temos 
X(0) = -s A*B J" a*(r)M(T) dx 

k = 0 J u 


Vamos fazer 


J‘ 0 ‘ «*(*)«(*) dz = 0 k 

Então a Eq. (16.7) se toma 

x(0) = -£ A‘B/2, 

k~0 

" fio ' 

X 

= — [B j AB ! • • • ! A" -1 B] 


Se o sistema é de estado completamente controlável, então, dado qualquer estado 

inicial x(0), a Eq. (16.8) deve ser satisfeita. Isto requer que a característica da matriz 
w x n 


[B i AB í • • • j A-*B] 
seja n . 

. análise ’ podemos formular a condição para controlabilidade completa 

cnntrniáv C i° m ° SegUe: 0 sistema dado pela Ecp íl6 - 4 > é de estado completamente 
S°mes !u 1 ^rizTx r e 05 Ve,0res B ’ AB -- A, "' B sSo linearme " tó Mepe»- 

[B i AB i • • • ! A-«B] 
tem característica n. 

, ^^t? S i Ultad ° q í e acabamos de obter Pode ser estendido para o caso onde o vetor 
de controle u e r-dimensional. Se o sistema é descrito por 

x = Ax -f Bu 

comro^hiliH^Hr^ 0 " r ', dÍm ? siona i’ entâ0 Pode-se provar que a condição para 
controlabilidade completa de estado e que a seguinte matriz n x nr 


[B | AB ! A"-'B] 
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deve ter característica n , ou que ela contém n vetores-coluna linearmente indepen- 
dentes. 


Exemplo 16.2 Considere o sistema dado por 



Como 

[B I AB] — * * j = singular 

o sistema não é de estado completamente controlável. 

Exemplo 163 Considere o sistema dado por 

"*ii ri nr^-i roí 

LJ-u -JU + LJ m 

Para este caso, 

, ro n 

[B • AB] — ^ \ ~ nâ ° s ' ngular 

O sistema é portanto de estado completamente controlável. 

Forma alternativa da condição para controlabilidade completa de estado. Con- 
sidere 0 sistema definido por 

x — Ax -f Bu (16.9) 

onde 

x = vetor de estado (vptor «-dimensional) 
u = vetor de controle (vetor r-dimensional) 

A = matriz n x n 

B = matriz n x r : - r 

os ^ u l? valores de A são distintos, então é possível achar uma matriz de trans- 
formação P tal que 




( 
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sãríT enf^tanto 1 ^ d A sao . d í stint n os ’ entao os autovetores de A também o 
saoTf entretanto, a inversa e verdadeira. Por exemplo, uma matriz real simétrica 

n xn com autovalores múltiplos tem n autovetores distintos. Note também que 
cada coluna da matriz P e um autovetor de A associado com k (i = 1 2 «l 
Vamos definir ’ *’*’ h 

x = Pz (16.10) 
Substituindo a Eq. (16.10) na Eq. (16.9). obtemos 

i = P'APz + P’Bu ( ,6.j,) 

Definindo 

P-»B=F = (/„) 

podemos reescrever a Eq. (16.11) como 

Í t — ÃjZj + /, ,Mj +/i 2 W 2 + ‘ ‘ ' + flr U r 

i 2 = k 2 z 2 -tf 2l u l +f 22 u 2 + • • • +f 2r u r 

-f- fn\ U \ + fnz u 2 + * * * + / nr W, 

Se os elementos de qualquer linha da matriz n x r F são todos nulos, então a 
correspondente variável de estado não pode ser controlada por nenhum dos 
Portanto, a condição de controlabilidade completa de estado é que se os autoveto- 
res de A são distintos, então o sistema é de estado completamente controlável sé e 
apenas se nenhuma linha de P _1 B tem elementos todos nulos. É importante notar 
que para aplicar esta condição para controlabilidade completa de estado devemos 
colocar a matriz P^AP na Eq. ( 16. 1 1) na forma diagonal. 

_ Sea matriz A na Eq. ( 16.9) não tem autovetores distintos, então a diagonaliza- 
çao e impossível. Em tal caso, podemos transformar A na forma canônica de 
Jordan. Se, por exemplo, A tem autovalores X,, k u A,. k 4 . k 4 , k e ,...,k n e tem n - 3 
autovetores distintos, então a forma canônica de Jordan de A é 



tN.T.: Para maior clareza, onde se ler autovetores distintos de A, deve-se entender que A tem n 
autovetores (não generalizados) linearmente independentes. 


As submatrizes 3 x 3 e 2 x 2 na diagonal principal são chamadas de blocos de 
Jordan. 

Suponha que podemos achar uma matriz de transformação S tal que 
S _1 AS = J 

Se definimos o novo vetor de estado z por 

x=Sz (16.12) 


então a substituição da Eq. (16.12) na Eq. (16.9) nos dá 

z =S- 1 ÀSz-fS- , Bu 
= Jz + S'Bu 


(16.13) 


A condição para controlabilidade completa de estado do sistema da Eq. (16.9) pode 
ser formulada como segue: O sistema é de estado completamente controlável se e 
apenas se: (1) não há dois blocos de Jordan em J da Eq. (16. 13) associados com os 
mesmos autovalores , (2) os elementos da qualquer linha de S _1 B que correspondem 
à ultima linha de cada bloco de Jordan não são todos nulos, e (3) os elementos de 
cada linha de S -1 B que correspondem a autovalores distintos não são todos nulos. 


pio 16.4 Os seguintes sistemas são de estado completamente controlável: 

.. H = r -’ °ihi + r 2 i w 

' U 2 J L 0 -2JL;c 2 J L5J 


-i i o-]r*il nr 

0—1 0 x 2 + 4 [u] 

o 0 — 2j LxjJ L3_ 

-2 1 0; OnfJC.- 

0-21; 

0 0-2: x. 


| X3 4-3 0 

; — 5 1 jr 4 00 

; 0 —5 x s _ 2 i_ 


Os seguintes sistemas não são de estado ''ompletamente controlável: 


- X 2 - 

= 



x 2 

= 

- X3 - 



-1 1 

0 -1 
0 0 


oirxn r4 2~i 

0 X2 + 0 0 M 

- • . . L«2J 


0-2 1 • 
= 00 —2. ! 


O-jpq pT 

x z 2 

x 3 + 1 [«] 

1 3 

-5j x s \ 0 


Condição para controlabilidade completa de estado no plano s. A condição para 
controlabilidade completa de estado pode ser formulada em termos de funções de 

transferência ou matrizes de transferência. " 

Uma condição necessária e suficiente para controlabilidade completa de es- 
tado é que não haja cancelamento na função de transferência ou matriz de transfe- 
rência. Se houver cancelamento, o sistema não pode ser controlado na direção do 
modo cancelado. 


Exemplo 16.5 Considere a seguinte função de transferência: 

X(s) s + 2.5 
U(s) (s + 2.5 )(s - 1) 

Claramente ocorre cancelamento do fator (s + 2,5) no numerador e denominador desta função 
de transferência. (Portanto um grau de liberdade é perdido.) Em virtude deste cancelamento, 
este sistema não é de estado completamente controlável. 

A mesma conclusão pode ser obtida escrevendo-se esta função de transferência na forma 
de equações de estado. Uma representação por espaço de estados é 


ixii r 0 11 fxii rr 

= + [u] 

LcJ l.2,5 — 1,5J Lx 2 J Li J 

IO 

ri 11 
[bíab]-[ i i 


a característica da matriz [B; AB] é um. Portanto, chegamos à mesma conclusão: O sistema 
não é de estado completamente controlável. 

•> •; • \ 

Controlabilidade de saída. No projeto prático de um sistema de controle, 
podemos desejar controlar a saída e n ão o estado do sis tema. A controlabili dade 
comp leta deestadó não é uma condição necessária nem suficiente para controlar a 
saidado sistema. Por esta razão, é desejável definir separadamente a controlabili- 
dade compl eta de saída. 

Considere o sistema descrito por 


i = Ax -f Bu 
y = Cx + Du 


(16.14) 

(16.15) 


x = vetor de estado (vetor «-dimensional) 


u = vetor de controle (vetor r-dimensional) 
y = vetor de saída (vetor m-dimensional) 

A = matriz n x n 
B = matriz n x r 
C = matriz m x n 
D = matriz m x r 

O sistema descrito pelas Eqs. (16.14) e (16.15) é dito de saída completamente 
controlável se é possível construir um vetor de controle não-limitado u (/) que 
transferirá qualquer saída inicial y(í 0 ) para qualquer sâída y(í x ) em um intervalo de 
tempo finito / 0 =e / t lm 

Pode-se provar que a condição para controlabilidade completa de saída é como 
segue: O sistema descrito pelas Eqs. (16.14) e (16.15) é de saída completamente 
controlável se e apenas.se a matriz m x (n + l)r — - — 

[CB i CAB | CA 2 B i • • • j CA" _, B | D] 
tem característica igual a m . 

16.3 OBSERVABILIDADE 

Nesta seção discutimos a observabilidade de sistemas lineares. Considere o 
sistema não excitado descrito pelas seguintes equações: 

X==Ax (16.16) 

y = Cx (16.17) 

onde 

x = vetor de estado (vetor n -dimensional) 
y = vetor de saída (vetor m-dimensional) 

A = matriz n x n 
C = matriz m x n 

O sistema é dito ser completamente observável se todo estado inicial x(0) pode ser 
determinado a partir da observação de y(t) durante um intervalo de tempo finito. O 
sistema portanto é completamente observável se toda transição do estado afeta 
cada elemento do vetor de saída. O conceito de observabilidade é útil para resolver 
o problema de reconstruir variáveis de estado não mensuráveis a partir das mensu- 
ráveis no mínimo espaço de tempo possível. (Note que, na prática, a dificuldade 
encontrada com sistemas de controle ótimo é que algumas das variáveis de estado 
nao sao acessíveis para medição direta. Então é necessário estimar as variáveis de 
estado nao mensuráveis para construir os sinais de controle ótimo.) 

A razao pela qual consideramos o sistema não excitado é a seguinte: Se o 
sistema e descrito por 

i = Ax -f Bu 
y = Cx 

então 
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x(t) = e Aí x(0) + J' f> A í'-*>Bu(T) dx 


e y (/) é 


y (0 = Ce A 'x(0) - C J f o e A(,-T) Bu(T) dx 


Como as matrizes A, B e C são conhecidas e u(/) também é conhecida, o termo em 
integral no lado direito desta ultima equação é uma grandeza conhecida. Portanto 
ela pode ser subtraída do valor observado de y (t). Portanto, para investigar umà 
condição necessana e suficiente para observabilidade completa, é suficiente consi- 
derar o sistema descrito pelas Eqs. (16.16) e (16.17). 

desc^to^ r abÍIÍdade compIeta de sisten,as de tempo discreto. Considere o sistema 
x((* + l)D = Gx(kT) (16J8) 

y (kT) — Cx(kT) (16.19) 


x(kT) — vetor de estado (vetor «-dimensional) 
y(kT) = vetor de saída (vetor m-dimensional) 

G - matriz n x n 
C - matriz m x n 
, T — período de amostragem 

Este sistema é completamente observável se, dada a saída y (kT) para períodos de 
amostragem finitos, é possível determinar o vetor de estado inicial x(0). 

A seguir, derivaremos a condição para observabilidade completado sistema de 
tempo discreto descrito pelas Eqs. (16.18) e (16.19). Como a solução x(kT) é 

x(kT) = G*x(0) 

obtemos 

y {kT) = CG*x(0) 

A observabilidade completa significa que, dados y(0), y(T),..., y(NT), podemos 
determinar jtjÍO) , x 2 (0) , . . . , x„(0) . Para determinam incógnitas, necessitamos apenas 
e n valores de y(kT). Portanto, N - n - 1. Para um sistema completamente 
observável, dado 

y(0) = Cx(0) 
y (T) = CGx(0) 


y((« - l)r) = CG-‘x(0) 

devemos poder determinar Xj(0), x 2 (0), ..., x n (0). Observando que y é um vetor de 
dimensão m, as n equações simultâneas anteriores fornecem nm equações, todas 


envolvendo *j(0). x 2 (0). Para obter um conjunto único de soluções x^O), 

* 2 ( 0 ). ..... * n (0) destas nm equações, devemos ser capazes de obter exatamente n 
equações linearmente independentes entre elas. Isto requer que a matriz nm x n 


i 

i 


tenha característica n . 

Notando que a característica de uma matriz e aquela da transposta conjugada 
da matriz são iguais, podemos formular a condição para observabilidade completa 
como segue: O sistema descrito pelas Eqs. (16.18) e (16.19) é completamente 
observável se e apenas se a matriz n x nm 

[C* \ G*C* S • • • i (G*)" _1 C*] 

tem característica n , ou tem n vetores-coluna iinearmente independentes. 

Observabilidade completa de sistemas de tempo contínuo. Considere o sistema 
descrito peias Eqs. (16.16) e (16.17), reescritas como 

x == Ax 
y = Cx 

O vetor de saída y(t) é 
y(t) = Cé? a, x(0) 

Observando que 

e*' = "ÍX«A* 

k~0 

obtemos j 

y(í) = £a*(/)CA*x(0) 


ou 


y(/) - a 0 (/)Cx(0) -f a,(r)CAx(0) -f • ■ • +:« JI _ I (/)CA»- 1 x(0) (16.20) 


Se o sistema é completamente observável, então, dada uma saída y(t) durante um 
intervalo de tempo 0 / *= r j , x(0) é unicamente determinado a partir da Eq. (16.20). 

Pode-se mostrar que isto requer que a característica da matriz nm x n 
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CG 


CG*" 1 



seja n. 

Desta análise, podemos formular a condição para observabilidade completa 
como segue: O sistema descrito pelas Eqs. (16.16) e (16.17) é completamente 
observável se e apenas se a matriz n x nm 

[C* í A*C* ! ■ • • ! (A*) n_1 C*3 

tem característica n , ou tem n vetores-coluna linearmente independentes. 


Exemplo 16.6 Considere o sistema descrito por 



Este sistema é controlável e observável? 
Como a característica da matriz 



é dois, o sistema é de estado completamente controlável. 

Para controlabilidade de saída, vamos achar a característica da matriz [CBjCAB] . Como 

[CB j CAB] = [0 1] 

a característica desta matriz é um. Portanto o sistema é de saída completamente controlável. 
Para testar a condição de observabilidade, examine a característica de [C'j A'C'| . Como 

[c ' ! A'd = [ 1 ;; 

a característica de [C'|A'C'] é dois. Portanto o sistema é completamente observável. 

Condições para observabilidade completa no plano s . As condições para obser- 
vabilidade completa podem também ser formuladas em termos de funções de 
transferência ou matrizes de transferência. A condição necessária e suficiente para 
observabilidade completa é que não haja cancelamento na função de transferência 
ou matriz de transferência. Se houver cancelamento, o modo cancelado não pode 
ser observado na saída. 
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Exemplo 16.7 Mostre que o sistema seguinte náo é completamente observável: 

x = Ax + Bu 
y = Cx 



Note que a funçáo de controle u não afeta a observabiiidade completa do sistema. Para 
examinar a observabiiidade completa, podemos simplesmente fazer u = 0. Para este sistema, 
temos 

"4 -6 6" 

[C | À'C' ! (A') 2 C'J = 5 -7 5 

_1 -1 ~ 1 _ 

Note que 

4-6 6 

5 —7 5 = 0 



Portanto a característica da matriz [C':A'C'j (A') 2 C'] é menor do que trés. Desta forma, o 
sistema náo é completamente observável. 

De fato, neste sistema, ocorre cancelamento na função de transferência do sistema. A 
funçáo de transferência entre X ,(s) e U(s) é 


Xi (s) ^ 1 

U(s) (s + 1)(5 -j- 2)(s + 3) 

e a funçáo de transferência entre Y(s) e Xjs) é 
^ = (j + lKi+4) 

Portanto a função de transferência entre a saída Y{s) e a entrada U(s) é 

Y(s) _ (s + 1X5 -f 4) 

U(s) (s + l)(j + 2Xs + 3) 


Claramente, os dois fatores (5 + 1) se cancelam. Isto significa que há estados iniciais x(0) que 
náo podem ser determinados a partir de medições d ty(t). 

Relações entre controtabilidade, observabiiidade e funções de transferência. A 
funçáo de transferência não tem cancelamento se e apenas se o sistema é de estado 
completamente controlável e completamente observável. Isto significa que a fun- 


866 


çáo de transferência cancelada não contém toda a informação que caracteriza 0 
sistema dinâmico. 

Forma alternativa da condição de observabiiidade completa. Considere o sis- 
tema descrito pelas Eqs. (16.16) e (16.17), reescritas como 

± = Ax ( 16 . 21 ) 

y = Cx ( 16 . 22 ) 

Suponha que a matriz de transformação P transforma A para a matriz diagonal, ou 

P _1 AP = D 

onde D é uma matriz diagonal. Vamos definir 
x = Pz 

Então as Eqs. (16.21) e (16.22) podem ser escritas como 

z=P -1 APz = Dz 
y = CPz 

Portanto, 

y(í) = CPe D, z(0) 
ou 


~e i,t 

0 ~ 






e^z 2 (0) 

y 

11 

Q 


z(0) = CP 


0 

e Xr,t 


_e^z„( 0)_ 


O sistema é completamente observável se nenhuma das colunas da matrizm x n CP 
consiste em elementos todos nulos. Isto acontece porque, se ai-ésimacolunade CP 
consiste em todos os elementos nulos, então a variável deestado z,(0)náo aparecerá 
na equação de saída e portanto náo pode ser determinada a partir da observação de 
y(t). Assim, x(0), que está relacionado com z(0) através da matriz não-singuJar P, 
imo pode ser determinada. (Lembrar que este teste se aplica apenas se a matriz 
P AP está na forma diagonal.) 

Se a matriz A não pode ser transformada na forma diagonal , então, usando uma 
matriz de transformação adequada S, podemos transformar A para a forma canô- 
nica de Jordan, ou 

S -I AS = J 

onde J está na forma canônica de Jordan. 

Vamos definir 
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x = Sz 


Então as Eqs. (J6.21) e (16.22) podem ser escritas como 

% — S _I ASz = Jz 
y = CSz 

Portanto 

y (/) - CSe^ziO) 

O sistema é completamente observável se: (1) não há dois blocos de Jordan 
associados corn os mesmos autovalores. (2) não há colunas de CS que correspon- 
em a pnmeira linha de cada bloco de Jordan contendo elementos todos nulos e (3) 
todos nukIs naS CS qUC correspondem a aut ovalores distintos com elementos 

Para esclarecer a condição (2) acima, no Exemplo 16.8, enquadramos com 
blocíde Jordan 38 ^ C ° ,UnaS de CS que corres P°ndem à primeira linha de cada 

Exemplo 16.8 Os seguintes sistemas sáo completamente observáveis: 


p 1 ] = r- 1 °] 

s : ^-x 2 \ L 0 —2. .x 2 


2 1 0 “ Xi 

0 2 \ x 2 

-0 0 2 JL 3 . 

'210; 

0 2 1 ! 

I 

0 0 2Í 


0 'xi~ 
X 2 


-3 1 x 4 

0 — 3_ _*s_ 


m 

li ; 

1 1 

0| 

0- 

P2-J 

ioj 

1 1 

[l ! 

0. 


Os seguintes sistemas não são completamente observáveis: 


_ r-i oir Xl - 

lx 2 J l 0 — 2J LxJ’ 


'2 1 Oir*,- 
0 2 1 x 2 , 
0 0 2_ -x »_ 


y = [o 13P 1 

lx 2 S 

>ii _ ro : 1 - 
■y 2 J Li 0 1 2 


'2 

1 

0 


0 

0 

2 

1 



0 

0 

2 






-3 

1 

0 



0 

-3 


°ir*r 

Xz 


jlj 

1 1 

ioj 

Ioj 

1 1 

Ioj 


Pnnapio da dualidade. Discutiremos agora a relação entre controlabilidade e 
observabihdade. Introduziremos o princípio da dualidade, devido a Kalman, para 
esclarecer as analogias aparentes entre controlabilidade e observabilidade. 
Considere o sistema 5, descrito por 

x = Ax -f Bu • , 

y == Cx 


x = vetor de estado (vetor n -dimensional) 
u — vetor de controle (vetor r-dimensional) 
y = vetor de saída (vetor m -dimensional) 

À = matriz n x n 
B = matriz n x r 
C = matriz m x n 

e o sistema dual S 2 definido por 

z = A*z + C*v 
n = B*z 


z = vetor de estado (vetor n -dimensional) 
v = vetor de controle (vetor m-dimensional) 
n = vetor de saída (vetor r-dimensional) 

A* = transposta conjugada de A 
B* ~ transposta conjugada de B 
C* = transposta conjugada de C 

O princípio da dualidade diz que o sistema 5, é de estado completamente controlá- 
vel (observável) se e apenas se o sistema 5 2 é completamente observável (de estado 
controlável). 

Para verificar este princípio, vamos escrever as condições necessárias e sufi- 
cientes para controlabilidade completa de estado e observabilidade completa dos 
sistemas S x e S 2 . 

Para o sistema 5,: 

1. Uma condição necessária e suficiente para controlabilidade completa de 
estado é que a característica da matriz n x nr 


[B i AB i • • • I A" - 1 B] 
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seja/i. 

2. Uma condiçáo necessária e suficiente para observabilidade completa é 
que a característica da matriz n x nm 

[C* í A*C* í • • • í (A*)"-‘C*] 

seja n. 

Para o sistema S 2 : 

1 . Uma condiçáo necessária e suficiente para controlabilidade completa de 
estado é que a característica da matriz n x nm 

[C* : A*C* | • • • | (A*)" _1 C*] 

seja n . 

2. Uma condiçáo necessária e suficiente para observabilidade completa é 
que a característica da matriz n x nr 

[B i ÀB! ... i A*‘. i B] 

seja n . 

Comparando estas condições, fica aparente que este princípio é verdadeiro. Este 
princípio, naturalmente, se aplica igualmente para sistemas de tempo discreto. 
Usando este princípio, a observabilidade de um dado sistema pode ser testada 
verificando-se a controlabilidade de estado de seu dual. 

16.4 SISTEMAS DE CONTROLE DE TEMPO ÓTIMO 

Nesta seção, consideraremos primeiro o controle de tempo ótimo de sistemas de 
tempo discreto e, em seguida, o controle de tempo ótimo de sistemas de tempo 
contínuo. 

Controle de tempo ótimo de sistemas de tempo discreto. Se o sistema de ordem n 
é de tempo discreto, então um estado inicial arbitrário pode ser levado a um estado 
desejado no máximo em n períodos de amostragem se o sistema é de estado 
completamente controlável e a norma do vetor de controle é não-limitada. 
Considere o seguinte sistema de tempo discreto: 

x({k + 1)T) = G(T)x(kT) + H(T)u(kT), \\u(kT) || < oo 

onde 

x = vetor de estado (vetor n -dimensional) 
u = vetor de controle (vetor r -dimensional) 

G(T) = matriz constante nxn 
WT) - matriz constante n x r 

(Note que o período de amostragem T é uma constante.) Se este sistema é de estado 
completamente controlável, então podemos transferir um estado inicial arbitrário 
x(0) para a origem em n passos, ou 

x(nT) = G»(T)x(0) + £ G"- k -'(T)H(T)u{kT) = 0 

Jt = 0 
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O vetor de controle desejado víkT) pode ser determinado resolvendo-se as ; 
seguintes n equações matriciais simultâneas: ! 

x(T) = G(T)x(0) + H(7>(0) 
x(2T) = G(T)x(T) -f H(7)u(r) 

x(nT) = G(T)x((n - 1 )T) + H(7>((« - \)T) = 0 

Para ser uma solução prática, o vetor de controle u(kT) deve ser determinado como 
uma função do vetor de estado x(kT). 

Note que uma vez que supus mos a norma de u(kT) não-limitada, podemos 
obter o tempo de resposta menor fazendo o tempo de amostragem mais curto. Note 
também que se o sinal de controle é limitado, então o número de períodos de 
amostragem necessário para transferir o estado inicial arbitrário para a origem 
pode aumentar. 

Ilustraremos a determinação do u (kT) requerido usando um exemplo. 


í 


Exemplo 16.9 Considere o seguinte sistema de tempo discreto: 

r*i((* + 1 m) ri i - rxmn fe- T + T- 1 


,x 2 ((k + 1)D 


1 _ n 1 ~ e 

J Lo e~ T 


x 2 (kT). 


1 - e~ T 


[u{kT)\ (16.23) 


Note que esta é a versáo discreta do sistema de tempo contínuo descrito por 


ji ro li r jc! n roí 

= + [u] 

2 J Lo -iJ Ljc 2 J Li J 


Vamos reescrever aBq. (16.23) como 

x((k + 1)D = G(T)x(kT) + H(D«(^D 
Supomos que u(kT) é nâo-limitada, ou 


- oo < u(kT) < oo 


Naturalmente, este sistema é de estado completamente controlável. Resolveremos o pro- 
blema de transferir um estado inicial arbitrário para a origem usando um sinal de controle 
constante por trechos. 

Como o sistema dado é de segunda-ordem, necessitamos no máximo de dois períodos de 
amostragem para transferir qualquer estado inicial x(0) para a origem. Observando que 


X(D = G(Dx(0) + H(D«(0) 
x(2D = 0 = G(Dx(D + H(D«(D 

= G 2 (Dx(0) + G(DH(D«(0) + H(D«(D (16.24) 

obtemos 

x(0) = -G- l (DH(Dw(0) - G- 2 (DH(D«(D (l6 - 25) 
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Substituindo a Eq. (16.25) na Eq. (16.24), obtemos 

x(T) - -G-'(T)H(T)u{T) 

Observando que 

g- W h(d=p i -nr +r - 1 

LO e T J l 1 — e~ T 


(16.26) 


G- W H ( D = L o ' «r JL 

G-*(r)H(r) = rl 1 _ e2rn r ‘ + T ~ 1 

Lo e 23 " J L 1 - e~ T 

obtemos das Eqs. (16.25) e (16.26) 

r*.(0)l [T-e T + n r 

U(0)J = -L e T — 1 j [w(0)í -[ 

F*i<7)l [T-eT+11 

U(D J L e r — 1 J lu(T)] 

Combinando as Eqs. (16.27) e (16.28), temos 

r*i(0) x,(r)l = r-T+eT - 1 - 

;> > * L* 2 (0) x 2 (T) J L -e T + 1 

Portanto 


~ = \ T ~ eT + 

- L e T -1 J 

11 [T+e T - e 2T 


T+e T - e 2T 


(16.27) 


(16.28) 


■e 2T + e 1 


r«( 0 ) 

MT)' 

MT) 

0 _ 


w( 0) u{T)l _ r-T+ e T - 

MT) 0 J L ~e T + 1 


— T+e T — 1 -T- e T + e 2r l-> rjc,(0) jc,(7’)- 

~e T + 1 -e 2r Tf r J Ljc 2 (0) x 2 {T). (16.29) 


A Eq. (16.29) define a sequência de controle ótimo u(0) e u(T). Note que u(T) pode ser 
expresso em termos de x(0) apenas ou x(T) apenas. 

tá * >ara dustrar a soluçáo u(kT) em termos de x( kT ) , vamos supor que T é igual a 1 segundo. 


u(0) «(1) 
«0) «(0) 


] r-1,58 -1,241 r*,(0) x,(l) 
J L 0,58 0,24Ju 2 (0) * 2 (1) 


(16.30) 


do que obtemos 

Mk) = -1,58*,(*) - l,24x 2 (À:) (k — 0, 1) 


Smndm '' A q “^ quer est f d ° inicial x (°> P°de ser transferido para a origem em 2 

segundos. A F.g. 16.1 e o diagrama de blocos do sistema de controle ótimo. 

S istel^r^í etenmnar ° S ® S ^ dos inidais a partir dos quais podemos transferir o 
(16 24^ Mo 8 Um penodo de amostragem. Para tal, fazemos x(7) = 0 na Eq. 


x(D = G(7>(0) + H(7>(0) = 0 



Fig. 16.1 Diagrama de blocos do sistema de controle ótimo considerado no Exemplo 16.9. 


do qual obtemos 


x(0) = — G- ‘(7311(7X0) 



Da Eq. (16.31), achamos que se o estado inicial está na reta 


(16.31) 


l,72xj(0) + 0,72x 2 (0) = 0 

então ele pode ser transferido para a origem em um período de amostragem, ou 1 segundo. 
Altemativamente impomos que o estado inicial seja transferido para a origem em dois 
períodos de amostragem, ou 2 segundos. 

Finaimente, note que se queremos reduzir o tempo de resposta para no máximo 0,5 
segundo, isto pode ser feito escolhendo-se T — 0,25 segundo. Entretanto, isto aumentará a 
amplitude do sinal de controle. 


Controle de tempo ótimo de sistemas de tempo contínuo com sinais de controle * 
limitados. Usando argumentos plausíveis e experimentação, acreditava-se no pas- 
sado que se um sistema de controle está sendo operado sob potência limitada, então 
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podiâ ser levado de um estado para outro no mínimo tempo utilizando-se semnre 
Fmhnrí> 0ten > ia dlSponíveL Wpótese é o chamado princípio ‘ ‘b?ngue-ban^ 

limitada ?®íf de de - temp ° ótímo Com ***«£ de Sole 

ZjM 1 do tJ P0 bangue-bangue, nao e verdade que todos os sistemas sâo 
deste tipo. (Por exemplo, se a função de transferência de um processo inclui zeros 

p ? d ^f m ? trar ? Ue a so,uçao estnta de bangue-bangue em que o sinal de controle 
chaveia entre valores constantes +u 0 e -u 0 não é ótimo.) 

Considere um processo descrito por 


<») («-d 

y + y + 


+ a^y + a„y 


(16.32) 


Z(£) = 

U(s) s" + a x s n 


+ 4- a„ 


onde a amplitude de u é limitada, ou 
—u 0 <u <,u 0 

p P ^fodX^kEa ê Afi^?‘ 2 , e - H -4 ’ que - r ra “ C0mr0le de te ™P° «ü™ Oo 

processo dado pela Eq. (16.32), a lei de controle e do tipo bangue-bangue- isto e n 
vezes 6 IOma ° valor «U» sinal é chaveado no Z.mo n - 1 

Dela, N Ea an í1fi S W U ^ SeSUe ' limitaremos discussão a processos descritos 
Çf_“ fcq ' (,6 - 32) - Nao provaremos o principio do bangue-bangue aqui Em vez 

&Srnf 3 lfé P d4 ad0 K de que K° controle de ,erapo dt ™° de 

problema ^«pe^riico^ónd/^^ 11 2 ° dan ® ue ' dan £ ue e utilizaremos isto na solução do 

Para Sistemas de segunda-ordem, a abordagem por plano de fase é o mais 
conveniente para a determinação da curva de chaveamento em que o sinal do sinal 
de controle deve ser modificado. Para sistemas de ordem superior entreUmo 
qualquer que seja a abordagem, é bastante difícil determinadas superfícies de 

&EXS.TT ^ e 4 d0S **"•*—• Na maioria dos ca^ta cons 
» i C * ta d * SUperf,cies de chaveamento no espaço de estados 

n dimensional e praticamente impossível. 


rnntrniati!? Fo, \ s ' c lÇ reo controle de tempo ótimo do processo descrito por l/Js 2 O 
motodpara fomd:er max * mo es fdço. Isto é, o controlador age no 

Stivo^ra l “ í ue P f lt ’ VO para acelerar a carga ou o máximo torque 

qufo de ° en ? ser positivo ou nativo. Supondo 

Sve^S» no pKe Z!" ^ CO ” d,ÇÕeS iniciais - determine “curea de 

Refenndo-se à Fig. 16.2, vemos que a equaçáo para o sistema é 


Jc = u — ±T 


(16.33) 


t c >T ÊÍS?S^ 5 s ^ to 4reT^TiSwL , 1^ isfies Wciai! ’ taemos ' ‘ 0 para 


874 



Esta última equação pode ser reescrita como 


. dé 

e ^n, = T-r 


da qual obtemos 


è 2 = T2 -je + K 

onde K é uma constante. Esta equação descreve duas famílias de parábolas no plano e-è 
dependendo de u = T ou u = -T. F 


Uma vez que colocamos u = Touu - -T, 
dcK, que depende das condições iniciais e(üj 


a parábola particular é determinada pelo valor 
e é(0). As únicas parábolas que passam pela 


_ • ■ - , w ucuwu poiduuidb uuc passam peia 

ongem sao as parabolas AO A e a parabola BOB' , vistas na Fig. 16.3. ^ 

„^ efenndo ‘ se a Fl ê- 16 3 vemos que, para alcançar a origem, um ponto representativo dc 
plano e e deve seguir a trajetória AO ou BO. Isto significa que, dado o estado inicial 
2w S n ntad t pel °P. ontoF ^ F) g- 16.4, devemos usara = T até que o ponto representativo, 
seguindo a trajetona parabólica, alcança o ponto Q, onde o sinal de controle deve ser 
cnayeaooparaa - -T Entáo o ponto representativo se move ao longo da trajetória QO. Isto 
dara o menor tempo de resposta, ou a resposta de tempo ótimo 

POn ^PnlVnn refira * se à Rg. 16.5. Vamos comparar as duas trajetórias 

cF Q RST y°- Notando que o tempo requendo para ir do ponto Q ao ponto Oéo mesmo 
para ir do ponto S ao ponto T, vemos que 


( ( f ti)pQ 0 < (// — ti) P Q RSTUO 
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ponto Q , porque a velocidade média é maior para trajetóriaüQT’ do que para atrajetóriaRSr. 
Portanto, 

(// — t t )p Q o < ~~ tl)pRSTO 

Portanto, se o chaveamento ocorre em pontos outros que os da parábola AOB, a trajetória 
requer um tempo extra para se alcançar a origem e náo pode ser de tempo ótimo. 

De forma semelhante, se o estado inicial é o ponto 5 na Fig. 16.4, então a trajetória ótima 
é STO. Portanto, para a resposta de tempo ótimo, um ponto representativo deve permanecer 
na sua parábola inicial até que alcance a parábola AO ou a parábola BO. O sinal de controle, 
então, tem seu sinal chaveado, e o ponto representativo segue a trajetória ao longo da parábola 
AO ou parábola BO até que a origem é alcançada. 

Resumindo, o controle de tempo ótimo do processo cuja função de transferência é dada 
por 1 IJs* foi analisado. Determinamos que a curva de chaveamento separa o plano e-~é em 
regiões f? + eR~, como visto na Fig. 16.4, onde/?+ é o conjunto de pontos para adireita eJ?_ é o 
conjunto de pontos para a esquerda da curva de chaveamento AOB. Uma formalização da lei 
de controle para este problema pode ser dada como segue: A lei de controle de tempo ótimo 
em função do estado é dada por 

t/(t) = 7 para (x,, x 2 ) na região R+ ou sobre a curva de chaveamento AO 

u(t) = -T para (x„ x 2 ) na região /?_ ou sobre a curva de chaveamento BO 

É importante observar que, independente do estado inicial, impomos no máximo um chavea- 
mento do sinal de controle. 

Finalmente, do ponto de vista prático, notamos o seguinte: 

1. Efeitos como atrito podem modificar a curva de chaveamento, e chaveamentos 
imprecisos podem levar a uma trajetória que não se aproxima da origem do plano de 
fase. Por esta razão, uma região de operação linear pode ser provida nas vizinhanças da 
origem. Um sistema como este é freqü entemente chamado de um sistema de controle 
de tempo ótimo de modo dual. 

2. Para simplificar o problema de implementação do controlador ótimo, podemos 
aproximar a curva de chaveamento parabólica por uma série de segmentos de reta. O 
sistema resultante náo é de tempo ótimo, mas estará perto do ótimo. (Veja Problema 
A. 16.5.) 

Alguns comentários sobre o controle de tempo ótimo de sistemas de ordem 
elevada com sinais de controle limitados. Considere o seguinte sistema de ordem 
elevada com sinal de controle limitado: 


(«) * (n-l) 

y + a, y + • • • + a^.y + a„y = bu 


ou na representação por espaço de estados 
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u(r) = -Kx(í) 


; = [i o 


x 2 


0 ] 


L^J 

O problema de controle de tempo ótimo deste sistema é o de transferir o estado a 
partir de um certo ponto do espaço de estados para a origem (ou algum outro ponto 
especificado) no tempo mínimo que é consistente com as dadas restrições. Como as 
condições iniciais podem ser arbitrárias, qualquer ponto no espaço de estados pode 
ser um ponto inicial. Portanto, é necessário determinar a lei de controle que 
minimiza o tempo de resposta como uma função das variáveis de estado. Isto 
requer a determinação do lugar geométrico dos ponto s no espaço de estados em que 
o sinal de controle deve ser chaveado para a direção oposta. 

O uso de um método matricial fornecerá a solução do problema de chavea- 
mento de tais sistemas de ordem elevada em termos gerais. Deve-se mencionar 
que , na prática, o problema real não é o de achar a solução em forma matricial geral , 
mas encontrar um método para resolver várias equações simultâneas envolven- 
do termos transcendentais em um tempo razoável. Quando se trabalha com sis- 
temas de ordem elevada, notamos que as computações envolvidas se tornam 
bastante trabalhosas à medida que o número de variáveis ou a ordem do sistema 
aumenta. (O método matricial não oferece nenhum auxílio para resolver este 
problema real.) 

16.5 SISTEMAS DE CONTROLE ÓTIMO BASEADOS NOS ÍNDICES 
DE DESEMPENHO QUADRÁTICO 

Nesta seção consideraremos o projeto de sistemas de controle ótimo basea- 
dos nos índices de desempenho quadráticos. O sistema de controle que vamos 
considerar pode ser representado por 

x = Ax ■+ Bo 

onde 

x = vetor de estado (vetor real n -dimensional) 

u = vetor de controle (vetor real r-dimensional) 

A = matriz constante n x n 

B = matriz constante n x r 

Ao projetar sistemas de controle, estamos muitas vezes interessados em 
escolher o vetor de controle u(t). de tal forma que um dado índice de desempenho é 
minimizado. Pode-se provar que os índices de desempenho quadráticos onde os 
limites de integração são 0e«, tais como 

J = KV* 


onde L(x, u) é uma função quadrática de x e u, fornecerão leis de controle lineares, 
isto é, 


onde K é uma matriz r x n , ou 


_ «r 


k ti k xl 




«2 

= — 

k 2x k 22 v 

■ k lH 


*2 

r — 

R 

1 


k rX k r2 

•• 




Portanto, o projeto de sistemas de controle ótimo baseados em tais índices de 
desempenho quadráticos se resume na determinação dos elementos da matriz K. 

A seguir, discutiremos inicialmente o problema de otimização de parâmetros, 
isto é, a determinação dos valores ótimos dos parâmetros do sistema. Especifica- 
mente, consideramos um sistema com estado inicialmente fora da origem 

x = Ax, x(0) = c 

onde A tem um ou mais parâmetros ajustáveis. Deseja-se transferir qualquer estado 
inicial para a origem enquanto minimizamos o índice de desempenho quadrático 

J = J“ x'Qx dt 

onde Q é uma matriz positiva-definida (ou positiva-semidefinida) real e simétrica. O 
problema então se torna o de determinar o(s) valor(es) do(s) parâmetro(s) ajustá- 
vel(eis) de tal forma a minimizar o índice de desempenho. 

A seguir consideraremos o problema de controle ótimo baseado em índices de 
desempenho quadráticos e determinaremos a lei de controle. Isto é, consideramos 
o problema de determinar o vetor de controle ótimo u(t) para o sistema descrito por 

x = Ax + Bu 

e o índice de desempenho dado por _ 

J — J~ (x'Qx -f u'Ru) dt 

onde Q é uma matriz positiva-definida (ou positiva-semidefinida) real e simétrica, R 
é uma matriz positiva-definida real e simétrica, e u não sofre restrições. 

Há várias abordagens diferentes para a solução destes dois tipos de problemas. 
Nesta seção, apresentamos uma baseada no segundo método de Liapunov. (Lem- 
brar que no Cap. 7 discutimos uma abordagem clássica para a solução de problemas 
semelhantes de otimização.) 

Otimização de sistemas de controle através do segundo método de Liapunov. 
Classicamente, sistemas de controle são inicialmente projetados e então sua estabi- 
lidade é examinada. Uma abordagem diferente desta é onde as condiçoes para 
estabilidade são formuladas em primeiro lugar e então o sistema é projetado dentro 
destas limitações. Para uma grande classe de sistemas de controle, pode-se mostrar 
uma relação direta entre funções de Liapunov e os índices de desempenho quadra- 
ticos generalizados usados na síntese de sistemas de controle ótimo. Se o segundo 
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método de Liapunov é utilizado para formar a base do projeto de um controlador 
ótimo, então estamos seguros de que o sistema funcionara, isto é, que a saída do 
sistema será continuamente levada em direção do seu valor desejado. Portanto o 
sistema projetado tem uma configuração com características inerentes de estabili- 
dade. 

Problemas de otimização de parâmetros resolvidos usando-se o segundo método 
de Liapunov. Em seguida, discutiremos uma relação direta entre funções de Liapu- 
nov e índices de desempenho quadráticos generalizados e resolveremos o problema 
de otimização de parâmetros usando esta relação. Vamos considerar o sistema. 

i = Ax 

onde todos os autovalores de A têm partes reais negativas, ou a origem x = 0 é 
assintoticamente estável. (Chamaremos uma matriz como esta A de uma matriz 
estável.) Queremos minimizar o índice de desempenho quadrático definido por 

j = {;vqx<* 

onde Q é uma matriz positiva-definida (ou positiva-semidefinida) real e simétrica. 

Mostraremos agora que uma função de Liapunov pode realmente ser usada na 
solução deste problema. Vamos supor que 

x'Qx = -~- t (x'Px) 

onde P é uma matriz positiva-definida real e simétrica. Então, obtemos 

x'Qx = — x'Px — x'Px = — x'A'Px — x'PAx = — x'(A'P + PA)x 

Pelo segundo método de Liapunov, sabemos que para um dado Q há uma matriz P, 
se A for estável, tal que 

A'P + PA = -Q (1634) 

Portanto podemos determinar os elementos de P desta equação. 

O índice de desempenho J pode ser calculado como 

J = J~ x'Qx dt — -x'Px I” = — x'(oo)Px( 0 °) + x'( 0 )Px( 0 ) 

Como todos os autovalores de A têm partes reais negativas, temos x(°°) — ► 0. 
Portanto, obtemos 

J = x'(0)Px(0) 

Portanto o índice de desempenho J pode ser obtido em termos da condição inicial 
x(0) e de P, que está relacionado com A e Q pela Eq. (16.34). Se, por exemplo, um 
parâmetro do sistema deve ser ajustado para minimizar o índice de desempenho J , 
então isto pode ser conseguido minimizando-se x'(0)Px(0) com relação ao parâme- 
tro em questão. Como x(0) é a dada condição inicial e Q também é dada, P é uma 
função dos elementos de A. Portanto este processo de minimizaçáo resultará no 
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Val0r É 0 S^rt^me r nmaíque o^lor ótimo deste parâmetro depende, em geral.da 
mnrlirSn inicial x(0). Entretanto, se x(0) envolve apenas um componente nao nulo, 
isto é jc,(0) i0,e outras condições iniciais são nulas, então o valor oumo do 
parâmetro não depende do valor numérico de *,(0). (Veja o exemplo seguinte.) 


-= rTTTTTTwidere o sistema visto na Fig. 16.7. Determine o valor do coeficiente de 

amortecimento f > O de tal forma que. quando o sistema é sujeito a uma entrada degrau 
SSSrio ™ = 1(0, O seguinte índice de desempenho e minimizado: 


/ = r x'(oqx(o dt 



Fig. 16.7 Sistema de controle. 


*=[:;]=& °-[i 3 (/í>0) 

SuDÕe-se que o sistema está inicialmente em repouso. 

Da Fig. 16.7, obtemos a seguinte equaçao para o sistema. 

c + 2Çc + c = r 

Notando que * = r - c, dt) = KO, e que as condições iniciais são nulas, temos 
* + 2Cx + x = 0 (/ > 0) 

A representação de espaço de estados desta última equaçao se toma 


r*,i r o i irxn p.(0) 

.x z \ L — 1 -2Í J lx 2 y Lx 2 (0) 


i = Ax 


-1 -2C 


Como A é uma matriz estável, o valor de J e dado por 


J = x'(0)Px(0) 
onde P é determinado de 
AT» + PA = -Q 
ou 

® — í Pu Pi2~ [p\i Pu' ‘0 li r-1 o ’ 

~ 2£j L/» i2 Pu- lp n p 22 . - — 1 — 2C- L 0 ~H- 

Esta equaçáo resulta nas seguintes três equações: 

—2pi 2 = —1 

Pi i *” 2 ÇPi 2 — P22 — 0 
2pxi — 4C/?22 = — fí 

Resolvendo estas três equações para obter os p u , obtemos 

Pu Piz] + ~ 

/12 /» 22 _ _ y 

Portanto o índice de desempenho 7 se toma 
/=x'(0)Px(0) 

- (C+ 1 4 ; / ‘) xm ■ -U^sjo) 

Substituindo as condições iniciais *,(0) = í, * 2 (0) = 0 nesta última equaçáo. obtemos 

/ = fx j_± M 

* ‘ 4 C 

Para minimizar / com relação a £, fazemos dJIdÇ - 0, ou 
d -i- I 1 + p o 

dC~ 

Isto nos dá 

T — VT + U 

2 . 

Portanto o valor ótimo de f é V 1 + u.12 PorM^mniA „ , . , 

\T2l2 ou 0,707 41 v For ex emplo, se y. = 1, então o valor otimo de £ é 


Sistemas de controle ótimo baseados em índices de desempenho quadráticos. 
Dada a equaçao do sistema 
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x — Ax 4- Bu (16.35) 

consideraremos o problema de controle ótimo de determinar a matriz Kdo vetor de 
controle ótimo 

u(í) = -Kx(t) (16.36) 

de tal modo a minimizar o índice de desempenho 

3 = II (X ' QX + uRu) dt (16.37) 

onde Q é uma matriz positiva-definida (ou positiva-semidefinida) real e simétrica e 
R uma matriz positiva-definida real e simétrica. Note que o segundo termo do lado 
direito da Eq. (16.37) se relaciona com o gasto de energia dos sinais de controle. Ás 
matrizes QeR determinam a importância relativa do erro e o gasto desta energia. 
Neste problema, supomos que o vetor de controle u(r) não sofre restrições. 

Como mencionado anteriormente, sem demonstração, a lei de controle dada 
pela Eq. (16.36) é a lei de controle ótimo. Portanto, se os elementos desconhecidos 
da matriz K são determinados de tal forma a minimizar o índice de desempenho, 
então u {t) — -Kx(r) é ótimo para qualquer estado inicial x(0). O diagrama de bloco 
mostrando a configuração ótima é visto na Fig. 16.8. 


Fig. 16.8 Sistema de controle ótimo. 


Vamos agora resolver o problema de otimização. Substituindo a Eq. (16.36) na 
Eq. (16.35), obtemos 

x = Ax — BKx = (A — BK)x 

Nas derivações seguintes, suporemos que a matriz A - BK é estável, ou que os 
autovalçres de A - BK têm partes reais negativas. 

Substituindo a Eq. (16.36) na Eq. (16.37), obtemos 

/ = J ~ (x'Qx + x'K'RKx) dt 
= J~ x'(Q + K'RK)x dt 

Seguindo a discussão dada para resolver o problema de otimização de parâmetros, 
fazemos 

x'(Q + K'RK)x = (x'Px) 

Então, obtemos 
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x'(Q + K RK)x = -x'Px - x Px 

= — x'[(A - BK)'P -f P(A - BK)]x 

Comparando ambos os lados desta última equação e notando que esta equação deve 
ser verdadeira para qualquer x, impomos que 

(A - BK)'P + P(A - BK) = -(Q + K'RK) (16.38) 

Pelo segundo método de Liapunov, se A - BK é uma matriz estável, então existe 
uma matriz positiva definida P que satisfaz a Eq. (16.38). Então, notando que 
x(oo) = 0, o índice de desempenho pode ser escrito como 

7 = x'(0)Px(0) (16.39) 

As etapas de projeto podem ser escritas como: 

1 . Determinar a matriz P que satisfaz a Eq. (16.38) como uma função de K. 

2. Substituir a matriz P na Eq. (16.39). Então o índice de desempenho se 
toma uma função de K. 

3 . Determinar os elementos da matriz K de tal forma que o índice de desem- 
penho J seja minimizado. A minimizaçáo de J em relação aos elementos de 
K pode ser obtida fazendo-se dJIdktj igual a zero e resolvendo as equações, 
determinando os valores ótimos de k u . 

Para detalhes deste método de projeto, veja o Problema A. 16.8. Quando o número 
de elementos k i} não é pequeno, este método não é conveniente. 

Dispõe-se de um método melhor para o projeto do sistema de controle ótimo. 
Como se supôs que R é uma matriz positiva definida real e simétrica, podemos 
escrever 

R = TT 

onde T é uma matriz não-singular. Então a Eq. (16.38) pode ser escrita como 
(A' - K'B')P + P(A - BK) + Q + KTTK = 0 
que pode ser reescrita como 

AP + PA + [TK - (T , )->B'PJ'[TK _ (T') _1 B'P] - PBR^BP + Q=0 
A minimizaçáo de J com relação a K requer a minimização de 

x'[TK - (T') _, B'P]'[TK - (T) -, B'P]x 

com relação a K. Como este valor é não-negativo, o mínimo ocorre quando este se 
anula, ou quando 

TK=(T) I B'P 

Portanto 

K = T^CrVBT = R -1 B'P (16.40) 
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A Eq. (16.40) nos dá a matriz ótima K. A matriz P na Eq. (16.40) deve satisfazer a 
Eq. (16.38) ou a seguinte equação reduzida: 

AP + PA-PBR^BP + Q =0 06 41) 

A Eq. (16.41) é chamada a equação de Riccati de matriz reduzida. As etapas de 
projeto podem ser escritas como: 

1 . Resolver a Eq. (16.41), a equação de Riccati de matriz reduzida, para a 
matriz P. 

2. Substituir esta matriz P na Eq. (16.40). A matriz resultante K é a ótima. 
Um exemplo de projeto baseado nesta última abordagem é dado no Exemplo 16.12. 

Se a matriz A - BK é estável, o método presente sempre nos dá o resultado 
correto. Kalman mostrou que a imposição de a matriz A - BK ser estável equivale à 
de que a característica da matriz 

[S'iA'S'j ••• i(A')"-‘S'] (16.42) 

seja igual a n , onde a matriz S é definida por 
SS = Q 

Esta condição na característica pode ser aplicada convenientemente para testar se a 
matriz A - BK é estável. 

Entretanto é importante notar que, mesmo que A - BK não seja uma matriz 
estável, o método presente ainda nos dará resultados corretos em um caso especial 
em que a matriz P determinada da Eq. (16.41) se toma positiva semidefmida; não 
obstante ela nos fornece x'(°°)Px( x ) = 0. 

Finalmente, note que se o índice de desempenho é dado em termos do vetor de 
saída ao invés do vetor de estado, isto é, 

J = J“ (y'Qy + u'Ru) dt 

então o índice pode ser modificado usando-se a equação de saída 
y = Cx 

para 

/,= J” (x C QCx + u'Ru) dt 

e o mesmo procedimento que discutimos aqui pode ser aplicado para se obter a 
matriz ótima K. 

Exemplo 16.12 Considere o sistema visto na Fig. 16.9. Supondo que o sinal de controle seja 
u{t ) = — Kx(r) 

projete a matriz de ganho de reaiimentação ótima K de tal forma que o seguinte índice de 
desempenho seja minimizado: 

/ = f~ (x'Qx + u'u ) dt 
J 0 

m 


Jdt — r » jdt 


Ganho 1 
J ótimo de ■ 

G '“ilimenta-j 


Fig. 16.9 Sistema de controle. 


(M > 0) 


Da Fig. 16.9, vemos que a equação para o processo é 


c° i] ■ 

LO oJ . 


0 11 fjc,l fOl 

0 oJU + LlJ M 


Observando que 


1 0 Tf 1 0 


Lo Sm] lo- Sm] 00 

determinamos a característica da matriz dada por (16.42), ou 


[S ' | A'S'3 = 


1 0 0 0 

o Sm i o 


a doi L s - J ortanto A ~ BK é uma matriz estável, e a abordagem por Liapunov apresentada 
nesta seçao fornece o resultado correto. F 

Demonstraremos o uso da equação de Riccati de matriz reduzida no projeto do sistema 
de controle otimo. Vamos resolver a Eq. (16.41), reescrita como 

A P + PA - PBR _1 B'P + Q = 0 


0 0 Pn Pui + ppn Pi Z ~ *0 r 

-i 0-1 ipi2 p 22 ] L P12 P22J Lo 0. 

- '‘ÍOmio nP’” f+P °] = f° °i 

L Pi2 Pi 2 1 LU L p 12 p 22 J L 0 n J LO 0 . 


P\2 Pl2- 


Esta equação pode ser simplificada para 


0 0 
Pn P 12 


+ 0 P\iP 22~\ n oi ro oi 

Lo p 12 J Vp l 2 p 22 p2 2 \ [o [0 oJ 


de que obtemos as seguintes três equações: 

1 p\ 2 — 0 

Pi 1 ~ P\ 2 P22 — 0 
M -b 2p lz — P 22 — 0 

SdTrttemts eqUaÇÓeS P ep„, impondo que P seja positiva 


pn pi 2 _ r Sm + 2 1 

Pl2 P22-J L 1 Su 


m + 2 


A matriz de ganho de realimentação ótima K é então obtida de 

K = R-‘BP 

= [1]{0 i]p n Pl2 ] 

L P \2 P 22 -I 
— ÍP 12 P 22 ] 

— [i Sm + 2 ] 

Portanto o sinal de controle ótimo é 


u — — Kx = — 


Note que a lei de controle dada pela Eq. (16.43) fornece um resultado ótimo para qualquer 
estado inicial sob o dado índice de desempenho. A Fig. 16. 10 é o diagrama de bloco para este 

SiSiviIia. * 

Comentários conclusivos 

1. A característica de uma lei de controle ótimo baseada em um índice de 
desempenho quadrático é que ela é uma função linear das variáveis de estado, 
que implica que necessitamos realimentar todas as variáveis de estado. Isto 
requer que todas estas variáveis estejam disponíveis para a realimentação. 
Portanto é desejável representar o sistema em termos de variáveis de estado 


Ganho ótimo de 
reali mentagáo 


Processo 






Fig. 16.10 Controle ótimo do processo visto na Fig. 16.9. 
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mensuráveis. (Em sistemas complicados, é pouco provável que possamos 
medir todas as variáveis de estado. Então devemos estimar as não mensurá- 
veis e usar estes valores estimados para gerar sinais de controle ótimo.) É 
importante notar que devemos evitar diferenciar uma variável de estado para 
gerar outra. A diferenciação de um sinal sempre diminui a relação sinal-ruído 
porque o ruído em geral tem flutuações mais rápidas do que o sinal de 
comando. As vezes a relação sinal-ruído pode ser diminuída substancial- 
mente usando-se apenas um processo de diferenciação. Geralmente é dese- 
jável evitar processos de diferenciação; por exemplo, se a aceleração do 
deslocamento de saída é desejada. 3 é melhor medir a aceleração diretamente 
usando um acelerômetro ao invés de diferenciar o sinal de velocidade. 

2. Quando o sistema de controle ótimo é projetado no domínio do tempo, é 
desejável investigar as características de resposta em frequência para com- 
pensar efeitos de ruído. As características de resposta em frequência do 
sistema devem ser tais que o sistema atenue bastante na gama de freqüéncias 
em que ruído e ressonância de componentes são esperados. (Para compensar 
efeitos de ruído devemos, em alguns casos, ou modificar a configuração 
°j^ m ^ e ac eitar um desempenho subótimo ou modificar o índice de desempe- 

p superior de integração do índice de desempenho / dado pela 

■1j ' 37) f findo, então pode-se mostrar que o vetor de controle ótimo 
ainda e uma função linear das variáveis de estado e as entradas de referência, 
mas com coeficientes variantes no tempo. (Portanto, adeterminação do vetor 
de controle ótimo envolve a de matrizes variantes no tempo ótimas.) 

16.6 SISTEMAS DE CONTROLE DE REFERÊNCIA-MODELO 

ír^P' 1®’ apresentamos técnicas de projeto e compensação de sistemas de 
controle hneares e invariantes no tempo. Como todos os processos físicos têm certo 
grau de nao-linearidade, o sistema projetado se comportará satisfatoriamente ape- 
nas em uma gama limitada de operação. 

Se a suposição de linearidade na equação do processo é eliminada, as técnicas 
de projeto do Cap. 10 não são aplicáveis. Em tal casco método de referência- 
modelo para o projeto de sistemas apresentado nesta seção pode ser útil. 

Sistemas de controle de referência-modelo. Um dos métodos útei s para especi- 
ricar o desempenho de um sistema é através de um modelo que produzirá a saída 
desejada para uma dada entrada. O modelo não necessita ser em hardware. Ele 
pode ser apenas um modelo matemático simulado em um computador. Em um 
sistema de controle de referência-modeio, a saída do modelo e a do processo são 
comparadas e a diferença é utilizada para gerar os sinais de controle. 

U controle por referência-modelo tem sido usado para se obter desempenhos 
aceitáveis em algumas situações muito difíceis de controle envolvendo não- 
lineandades e/ou parâmetros variantes no tempo. 

segui^uãçâTdé°"s'^o d<>r '‘ Sup ° rem0S que 0 processo é carac[ enzado pela 

4 (16.44) 


Referências M-8 e V- 1 . 


onde 


x = vetor de estado (vetor real «-dimensional) 
u = vetor de controle (vetor real r-dimensional) 
f = função vetorial 

Deseja-se que o sistema de controle siga de perto algum sistema-modelo. Nosso 
problema de projeto e o de sintetizar um controlador que sempre gera um sinal que 
força o estado do processo sempre em direção ao estadodo modelo. A Fig. 16. 1 1 é o 
diagrama de blocos mostrando a configuração do sistema. 



Suporemos que o sistema de referência-modelo é linear e descrito por 
x d = Ax d -f Bv (16.45) 

onde 

x d = vetor de estado do modelo (vetor real «-dimensional) 
v = vetor de entrada (vetor real r-dimensional) 

A = matriz constante n x n 
B = matriz constante n x r 

Supomos que os autovalores de A têm partes reais negativas, de tal forma que o 
sistema referência-modelo tem um estado de equilíbrio assintoticamente estável. 
Vamos definir o vetor de erro e por 

e = x <f~ x (16.46) 

No problema presente, queremos reduzir o vetor de erro para zero usando um vetor 
de controle adequado u. Das Eqs. (16.44), (16.45) e (16.46), obtemos 

è = x d — i = Ax d + Bv — f(x, u, t ) 

= Ae Ax — ■ f(x, u, t) -f Bv (16.47) 

A Eq. (16.47) é uma equação diferencial para o vetor de erro. 

Agora projetaremos um controlador tal que no estado estacionário x = x d e 
x = x d , ou e = é = 0. Portanto a origem e = 0 será um estado de equilíbrio. 

Um ponto de partida conveniente na síntese do vetor de controle u é a 
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construção de uma função de Liapunov para o sistema dada pela Eq. (16.47). 
Vamos supor que a forma da função de Liapunov é 

F(e) = e'Pe 

onde P é uma matriz positiva-definida real e simétrica. Tomando a derivada de V(e) 
com relação ao tempo, obtemos 

F(e) =è'Pe + e'Pè 

= [e'A' + x'A' — f'(x, u, í) -f v'B']Pe — e'P[Ae + Ax — f(x, u, t) 
-r Bv] = e'(A'P + PA)e + 2 M (16.48) 

onde 

M — e'P[Ax — f(x, u, t) -f Bv] = grandeza escalar 

A função suposta V(e) é uma função de Liapunov se 

1. A'P ■+■ PA = -Q é uma matriz negativa-definida. 

2. O vetor de controleu pode ser escolhido para tomar a grandeza escalar M 
não positiva. 

Então, notando que V(e)—> » quando || e || -* vemos que o estado de equilíbrio 
e = 0 é assintoticamente estável globalmente. A Condição 1 pode sempre ser 
satisfeita através de uma escolha adequada de P. uma vez que se supõe os autovalo- 
res de A tém partes reais negativas. O problema aqui é o de escolher um vetor de 
controle u tal que M seja zero ou negativo. 

Ilustraremos a aplicação do método presente para o projeto de um controlador 
não-linear usando um exemplo. 


Exemplo 16.13 Considere um processo não-linear variante no tempo descrito por 

'■H 0 1 T x, ’ + Hw 

x 2 J í- — b —a(l)x 2 J Lx 2 J Li J 

onde a(t) é variante no tempo e b uma constante positiva. Supondo que a equação da 
referência-modelo é 

'*dil _ 

,x dz J 


projete um controlador não-linear que resultará em uma operação estável do sistema. 
Defina o vetor de erro por 

e = x d — x 


e uma função de Liapunov por 


K(e) = eTe 
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Fig. 16.12 Controle de referência-modelo de um processo não-linear. 








onde P é uma matriz positiva-definida real e simétrica. Então, referindo-se à Eq. (16.48), 
obtemos V(e) como 

K(e) = e'(A'P + PA)e + 2 M 

onde 

M = e'P[Ax - f(x, u, t) + Bv] 

Identificando as matrizes A e B da Eq. (16.49) e escolhendo a matriz Q como 


Q = 


<? 1 I 0 


positiva definida 


L 0 g 22 j 

obtemos 

K(e) = -(?, x e\ + g 22 e\) - 1M 

onde 

0 1 


e 2 ] 

r Pi i 

P 12* 

íf 


Lp 12 

p22- 

IL 

0 

1 

1 

r* 


■M — [e i e 2 ] 

■ 0 

. — 6 — a{t)x 2 J 


r° 1 + ro 


lX 2 } 
»vJ i 


'I 

.X 2 J L lí J ICO^ 

= O1P12 -f- e 2 p 22 )[-{(úl - b)xi - 2 Çco„x 2 — a(t)x\ - cú;v - «] 

Se escolhermos u tal que 

u — —(cal — b)x i — lÇco„x 2 — Cú^v + a m x\ únd\ie x p l2 - ?:P 22 > (16.50) 

onde 

a m — máx.| a(t)\ 


mas normalmente implica que o sistema é capaz de se acomodar a mudanças 
imprevisíveis no meio-ambiente, venham estas mudanças de dentro do sistema ou 
de fora. Este conceito é de muito interesse para o projetista de sistema, pois, um 
sistema altamente adaptativo, além de se acomodar para mudanças ambientais, 
também se acomodaria para erros de projeto de engenharia e compensaria por 
falhas ou incertezas moderadas de componentes secundários do sistema, aumen- 
tando portanto a confiabilidade do sistema. 

Inicialmente apresentaremos alguns conceitos básicos de sistemas de controle 
adaptativo e explicaremos o que tais sistemas representam. Então discutiremos as 
funções necessárias que um controlador deve desempenhar para que seja chamado 
adaptativo. Finalmente, introduziremos alguns conceitos de sistemas com aprendi- 
zado. 

Introdução. Na maioria de sistemas de controle e realimentação, pequenos 
desvios nos valores de parâmetros dos seus valores projetados não causarão 
quaisquer problemas na operação normal do sistema, desde que estes parâmetros 
estejam dentro da malha. Entretanto, se os parâmetros do processo variam muito 
com mudanças ambientais, então o sistema de controle pode apresentar uma 
resposta satisfatória para uma condição ambiental mas deixar de ter um desempe- 
nho satisfatório sob outras condições. Em certos casos, grandes variações de 
parâmetros de processo podem até causar instabilidade. 

Na análise mais simples, podem-se considerar diferentes conjuntos de valores 
dos parâmetros do processo. E então desejável projetar um sistema de controle que 
funciona bem para todos os conjuntos. Tão logo esta imposição é formulada, o 
problema de controle ótimo estrito perde sua importância. Impondo um bom 
desempenho em uma certa gama, abandonamos o melhor desempenho para um 
conjunto de parâmetros. 

Se a função de transferência do processo pode ser identificada continuamente, 
então podemos compensar variações na função de transferência do processo sim- 
plesmente variando parâmetros ajustáveis do controlador, e desta forma obter um 
desempenho satisfatório do sistema continuamente sob várias condições ambien- 
tais. Tal abordagem adaptativa é bastante útil para lidar com um problema onde o 
processo é normalmente exposto a ambientes variáveis de tal forma que parâmetros 
do processo mudam de tempo em tempo. (Como não são previsíveis mudanças na 
maioria dos casos práticos, um controlador de parâmetro fixo ou um controlador 
variante no tempo pré-programado não pode resolver o problema.) 


então 

M = (eiPi 2 -r e 2 p 22 )\a(t) — a m sinal (,e x p l2 — e 2 p 22 )]xl = não positiva 

Com a função de controle u dada pela Eq. (16.50), o estado de equilíbrio e = 0 é assintotica- 
mente estável glôbalmente. Portanto a Eq. (16.50) define uma lei de controle não linear que 
fornecerá uma operação assintoticamente estável. O diagrama em blocos para o sistema de 
controle presente é visto na Fig. 16.12. 

Note que a taxa de convergência da resposta transitória depende da matriz P, que por sua 
vez depende da matriz Q escolhida no início do projeto. 

16.7 SISTEMAS DE CONTROLE ADAPTATIVO 

Em anos recentes, o interesse em sistemas de controle adaptativos aumentou 
rapidamente, juntamente com o interesse e progresso em tópicos de controle em 
geral. O termo sistema adaptativo tem uma variedade de significados específicos, 


Definição de sistemas de controle adaptativo. A adaptação é uma característica 
fundamental de organismos vivos pois eles tentam manter o equilíbrio fisiológico 
diante de condições ambientais variantes. Uma abordagem para o projeto de 
sistemas adaptativos é então considerar os aspectos adaptativos do comportamento 
humano ou animal e desenvolver sistemas que se comportam aproximadamente de 
forma análoga. 

Há diferentes definições de sistemas de controle adaptativo atualmente em uso 
na literatura. O caráter um tanto vago da maioria das definições e classificações de 
sistemas adaptativos é devido à grande variedade de mecanismos através dos quais 
a adaptação pode ser conseguida, e também devido a uma falha em diferenciar entre 
as manifestações externas do comportamento adaptativo e os mecanismos internos 
usados para consegui-lo. As diferentes definições acontecem primordialmente por 
causa das várias classificações e delineações que dividem os sistemas de controle 
em adaptativos e não-adaptativos. (O pequeno grau de adaptabilidade necessária 
pela maioria das especificações de sistemas poderia ser obtido usando-se técnicas 
familiares de re alim entação com ganhos fixos, compensadores e, em alguns casos. 
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não linearidades.) 

Acharemos necessário definir características de sistemas adaptativos que são 
fundamentalmente diferentes daquelas de sistemas convencionais de realimenta- 
ção, de tal forma que podemos restringir nossa atenção apenas àqueles aspectos 
específicos do comportamento e projeto de sistemas adaptativos. Neste livro 
definimos sistemas de controle adaptativos como segue: 

Definição. Um sistema de controle adaptativo é aquele que mede, de forma 
contínua e automática, as características dinâmicas (tal como a função de transfe- 
rência) do processo, as compara com as características dinâmicas desejadas, e usaa 
diferença para variar parâmetros ajustáveis do sistema (hormalmente característi- 
cas do controlador) ou para gerar um sinal atuante de tal forma que o desempenho 
ótimo pode ser mantido independentemente das mudanças ambientais; altemati- 
vamente, tal sistema pode continuamente medir seu próprio desempenho de acordo 
com um dado índice de desempenho e modificar, se necessário, seus próprios 
parâmetros, de tal forma a manter desempenho ótimo independentemente de mu- 
danças ambientais. 

Para usarmos o termo sistema adaptativo. devem existir características de 
auto-organização. Se o ajuste dos parâmetros do si stema é feito apenas por medição 
direta do ambiente, o sistema não é adaptativo. 

Um sistema aparentemente adaptativo é o exemplo do autopiloto de um avião, 
que é projetado para ajustar seus ganhos de malha em função da altitude a fim de 
compensar as correspondentes mudanças nos parâmetros do avião. O ajuste é 
baseado diretamente na informação sobre o ambiente (neste caso. a pressão atmos- 
férica) e não em um esquema de auto-organização. Estes sistemas não possuem 
quaisquer características de auto-organização, e portanto são essencialmente sis- 
temas convencionais a malha-fechada. 

Um outro exemplo de sistemas que podem parecer adaptativos, mas na reali- 
dade não o são, se ençontra no campo dos sistemas de referência-modelo. Alguns 
dçstes sistemas (tal como o considerado no Exemplo 16.13) meramente usam a 
diferença entre a resposta do modelo e a resposta do processo como um sinal de 
entrada para o processo, como visto na Fig. 16.1 3(a). Estes sistemas não podem ser 



(b) 


Fig. 16.13 (a) Sistema de referência-modelo; (b) diagrama de bloco simplificado. 


894 


SttaLr” dTwíSr ,e ? e adap<ativos “ma vez que, através de manípu- 
wfíikf diagramas 1 de bIoc os, reduzimos esta configuração para aquela da Fig 

MÍes' da STí NoteTe lí, 8 de uma ma!h ,f «alimentação básica com um filtro 
antes da malha. (Note que alguns autores chamam este tipo de controle d eadanta 

computador modS^'- °,“ é um . model ° Bs '«> ““ ™ sistema simulado no 
computador. O modelo nao tem parâmetros variáveis.) 

índices de desempenho. A base do controle adaptativo está na premissa de aue 
ha alguma condição de operaçao ou desempenho para o sistema melhor que qual- 
quer outra. Portanto se toma necessário definir o que constitui um desempenho 
otimo . Ein sistemas de controle adaptahvo. tal desempenho é definido em termos do 
índice de desempenho, que devemos escolher após definir nossos objetivos. Estes 
objetivos sao tao diversos como os sistemas para os quais são aplicados mas 
geralmente e possível generalizar o objetivo da otimização como o de minimização 

do custo de operação, ou a maximização do lucro. çao 

Algumas características gerais geralmente consideradas desejáveis são 

1. confiabilidade 

2. seletividade 

3. aplicabilidade 

0 V? dic e de desempenho deve ser confiável, ou deve ser uma medida 
uniforme de qualidade para sistemas de todas as ordens. Ele deve ter seletivi- 

ír n ~ V °i Ver Um otimo d< r f,nido com Precisão em função dos parâmetros do 
sistema. Nao deve ter otimos locais ou pontos de sela. O índice de desempenho 
deve ser facilmente aphcavel para sistemas práticos e facilmente mensurável 

be o índice de desempenho toma o valor zero na condição de operação ótima 
ao jnves de um máximo ou mínimo, então pode ser usado como o sinal de erro da 
malha adaptativa e para realimentação diretamente em alguns sistemas. 

Note que, em geral, todos os índices de desempenho matematicamente tratá- 
veis tem uma sena desvantagem em comum; embora especifiquem o custo de 
operaçao do sistema em termos de erro e energia, não nos dão informação sobre as 
características de resposta transitória do sistema. Portanto, um sistema que é 
projetado para operar de forma ótima do ponto de vistade máximo “lucro” pode ter 
características transitórias indesejáveis, ou mesmo ser instável. Desta forma, para 
assegurar caractensticas de resposta satisfatórias, podemos precisar de critérios 
secundários relacionados a características de resposta para poder influenciar na 
escolha dos elementos de ponderação do custo. 

Finalmente, deve-se lembrar que o índice de desempenho usado em um sis- 
temade controle adaptativo define um desempenho ótimo para aquele sistema. Isto 
significa que o índice de desempenho essencialmente nos dá o limite superior do 

d H SIStem 1' Porta " to ’. a sele Ç âo de um índice de desempenho ade- 
quado e de fundamental importância. 

Controladores adaptativos. Um controlador adaptativo pode consistir nas se- 
guintes tres funções: 

1. Identificação das características dinâmicas do processo. 

2. Ato de decisão baseado na identificação do processo. 

_ 3 - Modificação ou atuação baseada na decisão tomada. 

Se o processo é conhecido apenas impeifeitamente, talvez por causa de parâ- 
metros aleatonos vanando no tempo ou em virtude dos efeitos de mudanças 
ambientais nas características dinâmicas do processo, então a identificação inicial, 
a decisão, e os procedimentos de modificação não serão suficientes para minimizar 
(ou maximizar) o índice de desempenho. Então se toma necessário realizar estes 
procedimentos continuamente ou em intervalos de tempo, dependendo de quão 
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Kg. 16.14 Representação em diagrama em blocos de um sistema de controle adaptativo. 


rapidamente os parâmetros do processo estão mudando. Este constante “reproje- 
tamento” ou auto-organização do sistema para compensar as mudanças imprevisí- 
veis no processo é o aspecto do desempenho normalmente considerado ao se definir 
um sistema de controle adaptativo. 

Uma representação em diagramas em bloco de um sistema de controle adapta- 
tivo é vista na Fig. 16.14. Neste sistema, o processo é identificado e o índice de 
desempenho medido contínua ou periodicamente. Uma vez que isto foi feito, o 
índice de desempenho é comparado com o ótimo e uma decisão é tomada com base 
nos achados de como modificar o sinal atuante. Como o processo é identificado 
dentro do sistema em si, o ajuste dos parâmetros é uma operação a maiha-fechada. 
Note que usando esta adaptação a malha-fechada, o problema da estabilidade pode 
surgir. 

A seguir, explicaremos em algum detalhe as trés funções: identificação, deci- 
são, e modificação. 

Identificação das características dinâmicas do processo. As características di- 
nâmicas do processo devem ser medidas e identificadas continuamente ou, pelo 
menos, muito frequentemente. Isto deve ser conseguido sem afetar a operação 
normal do sistema. Para identificar as características de um sistema, devemos fazer 
um teste e analisar os resultados. (Para um sistema de controle, isto implica a 
imposição de um sinal de controle no processo e a análise da resposta do sistema.) A 
identificação pode ser feita a partir de dados de operação normal do processo ou 
pelo uso de sinais de teste, tais como os sinais senoidais de baixa amplitude ou de 
vanos sinais estocásticos de pequena amplitude. Na prática, a aplicação direta de 
entradas em degrau ou impulsivas não pode ser feita. (Exceto em certos casos 
especiais, o processo estara em operação normal durante o teste de tal forma que os 
sinais de teste impostos não devem perturbar as saídas normais; além do mais, 
entradas normais e ruído no sistema não devem perturbar e confundir o teste.) As 
éntradas normais são ideais como sinais de teste uma vez que não encontramos as 
dificuldades de saídas não desejadas ou entradas perturbadas. Entretanto, a identi- 
ficação com entradas normais só é possível quando elas têm características de sinal 
convenientes (banda, amplitude etc.) para a identificação adequada. 

estocásticos são bastante convenientes em certas aplicações. 
Usando técnicas de correlação cruzada, podemos analisar a saída como uma função 
da entrada estocástica para determinar as características de resposta. Com uma 


entrada aleatória, a energia de excitação se espalha sobre uma banda de freqüêndas 
fazendo o efeito tolerável. Além do mais, o dispositivo de cálculo da correlação 
cruzada pode ser projetado para manter o nível do sinal de teste baixo 

A identificação não pode demorar muito pois, caso contrario, podem ocorrer 
novas vanaçoes dos parâmetros do processo. O tempo de identificação deve ser 
suficientemente curto comparado com a taxa de mudanças ambientais Com o 
tempo de identificação limitado, geralmente é impossível identíS o pro^es» 
completamente; o melhor que se pode esperar é apenas uma identificação parcial. 

E importante notar que nem todos os sistemas adaptativos requerem uma 
identificação de forma explícita. Alguns sistemas já foram identificados a ponto de a 
‘ medida do valor do índice de desempenho poder indicar que parâmetros do contro- 

lador devem ser modificados. Isto é, o sistema é muito bem conhecido, de tal forma 
que uma medida do índice de desempenho completa a identificação.’ 

Por outro lado, se a identificação do processo é muito difícil, devemos medir 
diretamente o índice de desempenho e construir um controlador adaptativo ba- 
seado nele. Se não se necessita a identificação e a adaptabilidade é baseada apenas 
em medidas do índice de desempenho, o sistema de controle é chamado de um 
sistema de controle otimaíizante. Como é obtida uma auto-organização usando-se 
este método, consideraremos tais sistemas como adaptativos. 

A dificuldade de fazer uma identificação realística dependerá de quanta infor- 
mação requeremos sobre o processo e da quantidade de conhecimento prévio 
deste. Em geral, estes são também os fatores que determinarão se devemos usar 
( uma abordagem de identificação ou uma busca direta no espaço de parâmetros do 

controlador em função do índice de desempenho, que é discutido mais tarde sob o 
título de sistemas de controle otimalizantes. 

Decisão baseada na identificação do processo. Decisão se refere aqui a uma 
decisão baseada nas características do processo que foram identificadas e no valor 
calculado do índice de desempenho. 

Uma vez qu e o processo foi identificado , ele é comparado com as caracterí sticas 
ótimas (ou desempenho ótimo), e então uma decisão deve ser tomada de como os 
} :' parâmetros ajustáveis (características do controlador) devem ser variados para 

manter um desempenho ótimo. A decisão é tomada por um computador. 

Modificação baseada na decisão tomada. Modificação se refere à modificação 
de sinais de controle de acordo com os resultados da identificação e da decisão. Na 
maioria dos casos, a decisão e a modificação são conceitualmente uma única 
operação, com a modificação consistindo em um meio de mecanizar a transforma- 
ção de am sinal de saída dedecisão em um sinal de controle (a entradado processo). 

Este sinal de controle, o sinal de entrada para o processo, pode ser modificado 
de duas formas. O primeiro método é o de ajustar os parâmetros do controlador 
para compensar as mudanças na dinâmica do processo. Isto é chamado de modifi- 
cação de parâmetro do controlador. O segundo método é o de sintetizar o sinal de 
controle ótimo, baseado na função de transferência do processo, no índice de 
desempenho e na resposta transitória desejada. Isto é chamado de síntese de sinal 
de controle. 

« A escolha entre a modificação de parâmetros do controlador e a síntese de sinal 

de controle é primordialmente de hardware, uma vez que os dois métodos são 
conceitualmente equivalentes. Quando a confiabilidade é muito importante, como 
em aplicações aeroespaciais, o uso da adaptação por mudança de parâmetros é 
frequentemente favorecido ao invés da síntese de sinal de controle. (Isto acontece 
porque o sistema pode operar mesmo após a falha da malha adaptati va se o sinal de 
controle não é inteiramente dependente da porção adaptativado sistema.) Aperfei- 
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çoamentos em componentes, especialmente em equipamentos eletrônicos comple- 
xos, podem fazer a preferência passar para a síntese de sinais. 

Sistemas de controle otímalizantes. Os sistemas de controle otimalizantes se 
apoiam bastante em técnicas de otimização. De forma geral, a otimização consiste 
na busca no espaço de parâmetros variáveis do controlador em função de algum 
índice de desempenho para determinar onde este é maximizado ou minimizado. 
Está implícito na afirmação anterior o fato de que um índice de desempenho escalar, 
que é uma função das saídas do sistema, pode ser definido de tal forma que seu 
extremo representa o melhor desempenho possível do sistema. Isto é geralmente 
possível e necessário para qualquer sistema de controle adaptativo. 

Os métodos de achar o ponto de operação ótimo são basicamente procedimen- 
tos de tentativa e erro. No método de ‘'descida mais abrupta’" ( steepest-descent ), o 
gradiente da superfície do índice de desempenho é medido observando-se os efeitos 
de pequenas mudanças nos parâmetros variáveis. (Isto pode ser chamado de 
método de sentir a derivada.) O vetor de parâmetros é então movido em direção à 
máxima inclinação, ou de uma quantidade fixa. ou de uma quantidade determinada 
pelo gradiente da superfície. Nos locais onde os parâmetros variam lentamente, o 
gradiente pode ser calculado relativamente com pouca freqüência. Em condições 
de variações mais rápidas dos parâmetros, entretanto, um procedimento conhecido 
como polarização alternada é superior ao método de sentir a derivada. Com 
polarização alternada, o sistema nunca é operado na condição ótima, mas operado 
alternadamente a uma distância fixa em ambos os lados do ótimo calculado, e um 
novp ótimo é calculado a partir da diferença nos valores do índice de desempenho. 

Provavelmente a maior vantagem do método do controle otimalizante é que 
não se colocam restrições no processo. O processo pode ser não-linear, de múltipla 
entrada e múltipla saída, variante no tempo etc. Uma grande dificuldade deste 
método de otimização é que não se determinou nenhum método satisfatório para 
discriminar entre extremos locais e extremos globais. Portanto, esta abordagem é 
útil para qualquer processo físico cuja superfície de desempenho tem um único 
ótimo e cujas variações são lentas o suficiente para que o sistema de controle se 
acomode a elas. 

Sistemas com aprendizado. Uma diferença significativa entre um operador 
humano treinado e um controlador adaptativo discutido acima é que o operador 
humano reconhece entradas familiares e pode usar suas experiências passadas 
aprendidas para reagir de uma forma ótima. Sistemas de controle adaptativo são 
projetados para modificar o sinal de controle à medida que o meio externo ao 
sistema muda de tal forma a manter um desempenho ótimo. 

Um sistema que é capaz de reconhecer características e padrões familiares de 
uma situação e que usa suas experiências passadas aprendidas para se comportar de 
uma forma ótima é chamado de um sistema com aprendizado. 

Um sistema com aprendizado é um sistema de nível superior ao dos sistemas 
adaptativos. Gibson divide o espaço de todos os sistemas de controle em quatro 
níveis básicos de hierarquia: 

1 . malha aberta 

2. malha fechada 

3. malha adapta ti va 

4. malha de aprendizado 

onde cada nível é sensível a um índice de desempenho ou erro de controle medido 
no próximo nível mais baixo e onde existirão níveis mais altos do que o quarto para 
ambientes mais complexos. 


Um sistema com aprendizado respondendo a uma situação familiar não vai 
•i requerer a identificação do sistema. A abordagem para o projeto de tal sistema é a 

de “ensinar” ao sistema qual a melhor escolha para cada situação. Uma vez que o 
sistema aprendeu a lei de controle ótimo para cada situação possível, ele pode 
operar perto da condição ótima independentemente de mudanças ambientais. 

Um sistema com aprendizado, quando sujeito a uma nova situação, aprende 
como se comportar através de um método adaptativo. Se o sistema é sujeito a uma 
mesma situação que aprendeu antes, ele reconhecerá isto e se comportará de forma 
otima sem ter que passar pelo mesmo método adaptativo. Modelos de comporta- 
t ' mento humano que estão sendo desenvolvidos por muitos pesquisadores proverão, 

sem dúvida, resultados úteis para aplicações em sistemas com aprendizado. 

Comentários conclusivos. Desenvolvimentos recentes de veículos aeroespa- 
ciais de grande desempenho e processos de alta eficiência impõem restrições cada 
vez maiores nos seus sistemas de controle associados. Ao projetar tais sistemas de 
controle, nos preocupamos com o projeto de sistemas que satisfarão as especifica- 
ções impostas pelos usuários sob as condições antecipadas de operação. A maioria 
dos sistemas de controle que exigem grande desempenho para uma grande gama de 
condições de operação, serão necessariamente adaptativos até um certo grau. 
Quando um alto grau de adaptabilidade é claramente requerido, a maioria das 
especificações atuais serão obedecidas por um sistema do tipo identificação-deci- 
são-modificação com modificação sequencial ou contínua, dependendo da taxa de 
( variação dos parâmetros variantes. 

I , desenvolvimentos ma is fascinantes em sistemas de controle adaptativo 

estão na área de reconhecimento de padrões e de sistemas com aprendizado. As 
técnicas de reconhecimento de padrões poderão algum dia responder à necessidade 
de uma técnica geral de identificação. Quando acopladas com abordagens de 
aprendizado, eles podem reduzir consideravelmente a “barreira de tempo” que no 
momento atrapalha muitos sistemas de controle adaptativos. 

Esta seção apresentou apenas um esboço de sistemas de controle adaptativo. 
O leitor interessado em tais sistemas deve-se referir a resultados recentes de 
pesquisa disponível na literatura. 

Problemas Ilustrativos e Soluções 

Problema A. 16.1 Mostre que o seguinte sistema: 

x = Ax + B u 

y =,Cx 

j onde 


X = 

"*r 

*2 

, A = 

-1 

0 

-2 

-1 

- 2 ~ 

1 

> B = 

p o 


- * 3 - 


* 1 

0 

— 1 _ 


Lu 


C = [1 1 0] 


é de estado completamente controlável e completamente observável. 

Solução. Para controlabilidade completa de estado, os vetores B, AB e A 2 B devem ser 
linearmente independentes. Para este sistema, obtemos 
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Como 


2 -4 0 

0 1 0 - -10 

1 1 -5 

a caracteristica da matriz [B(ABjA*B] é 3, e o sistema é de estado completamente controlá- 
Para observabilidade completa, os vetores C\ A’C', e (A ') 2 C devem ser lineamente 


independentes. Para este sistema, 



note que 


1-10 
1 -3 5-5 

0 -1 0 

Portanto a característica da matriz [C'jA'C'j(A') 2 C'] é trés, e o sistema é completamente 
observável. 

Problema A. 16.2 Mostre que o sistema de tempo contínuo descrito por 





y~[ 1 oi 



(16.51) 

(16.52) 


é de estado completamente controlável e completamente observável. 

O sistema de tempo discreto, que é equivalente ao sistema de tempo continuo das Eqs. 
(16.51) e (16.52), é dado por 


xW + 1)711 = - 

x 2 ((k + 1)7) J . 


cos 7 sen T [Xi(kTy 
— sen7 cos 7 lx 2 (kT)\ 


y{kT) — [1 0] 


Xy(kT) 
x 2 (kT ). 


— cos T 
sen 7 .. 


[u(kT)} 


onde Té o período de amostragem. Mostre que o sistema de tempo discreto é de estado com- 
pletamente controlável e completamente observável se e apenas se T í nir (« — 0, 1, 2, . . .). 
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Para o sistema de tempo contínuo descrito peias Eqs. (16.51) e (16.52), 




A característica de [BjAB] é 2 e o sistema é de estado completamente controlável. Agora, 


ri 0] 

tCiA'C ]=[ 0 J 


A característica de [C'jA'C') também é 2 e o sistema é completamente observável. 
Para o «dste naa de tempo discreto, temos 


[HIGH] 


1 — cos 7 1 + cos T — 2 cos 2 7 

. sen 7 —sen 7 + 2 cos 7 sen 7 


A característica da matriz [HjGH] é 2 se e apenas se T í orr (n — 0, 1, 2, ...). A 
característica de 

ri cos T~\ 


TI cos 71 

(C' 1 G'C] » I 

1 LO sen 7 J 


é 2 se e apenas se T nir(n = 0,1 ^,...). Portanto, o sistema de tempo discreto é de estado com- 
pletamente controlável e completamente observável se e apenas se T 4= nv (n = 0, J , 2, . . .). 

É impo rtante ressaltar que o processo de amostragem piora a controlabilidade e a 
observabilidade. (Fisicamente, no caso presente o sinal de saída contínuo é um sinal senotdal, 
ma< o sinal de saída amostrado é zero se T — rnr.) Note que podemos evitar sempre a perda da 
controlabilidade e observabilidade pela escolha de períodos de amostragem suficientemente 
pequenos quando comparados com a menor constante de tempo do sistema. 

Problema A. 16.3 Considere o sistema de tempo discreto discutido no Exemplo 16.9. Vimos 
que q ua lquer estado inicial pode ser conduzido à origem no máximo em dois períodos de 
amostragem se a amplitude de u(kT) náo for limitada. Entretanto, se a amplitude de u(kT) é 
limitada, entào al guns estados iniciais não podem ser transferidos para a origem em dois 
períodos de amostragem. Eles podem requerer três, quatro ou mais períodos de amostragem. 

Suponha que a amplitude de u(kf) é limitada, ou 


I u(kT) | < 1 

Determine as règiões de estados iniciais no plano x , e x 2 que podem ser transferidas para a 
origem em um período de amostragem e dois períodos de amostragem, respectivamente. 
Suponha que 7 = 1 s. 

Solução. Se impusermos x(T) = 0, então, da Eq. (16.31), temos 



Como |u(0)j ^ 1, obtemos 

| ^(0)| <0,72, |x 2 (0)|< 1,72 
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A região limitada pelas Eqs. (46.53) a (16.56) é vista na Fig. 16.15* Se o estado inicial está 
dentro desta região, então ele pode ser transferido para a origem em dois períodos de 
amostragem, ou 2 s. 


Problema A.16.4 Considere o sistema de controle de tempo ótimo visto na Fig. 16.2. j 
Referindo-se à Fig. 16.4, obtenha a equação para a curva de chaveamento A OB. Se o torque 1 
máximo é aumentado, como se altera a forma da curva de chaveamento? ; 

Supondo que TU = 2 e que a condição inicial está no primeiro quadrante do plano e — é , 
faça um gráfico de curvas típicas de e versus t, e u versus t . 


Solução. A equação da curva AO na Fig. 16.4 é 


é* + 2ye = 0 


A equação da curva BO é 



A equação da curva de chaveamento pode ser escrita cômbinando-se as duas equações 
anteriores, como segue: 


\é\é +2^ = 0 


A mudança na forma da curva de chaveamento quando o torque máximo é aumentado 
pode ser descrita como segue: Quanto maior o torque máximo, mais perto está a curva de 
chaveamento do eixo de ordenada no plano de fase. A Fig. 16.16 mostra duas curvas de 
chaveamento para dois valores de T. 

Finalmente, a Fig. 16.17 mostra uma trajetória típica de tempo ótimo no plano e — é e as 
correspondentes curvas de e versus teu versus t. 



Fig. 16.16 Curvas de chaveamento para dois valores do torque máximo T. 
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Fig. 16.17 Trajetória típica de tempo ótimo no plano e—é e as correspondentes curvas de e 
versus teu versus t. 


Problema A.16.5 A curva de chaveamento para o sistema de controle ótimo visto na Fig. 16.2 
é a parabola AQfí, como visto na Fig. 16.4. O chaveamento de torque positivo para negativo 
pode ser conseguido através de um computador especializado. Entretanto, uma aproximação 
linear para a curva de chaveamento dá, em muitos casos, um resultado tão bom que não há 
mui ta justificativa para compbcarocontroiadorintFoduzindodispositivosdecomputaçãoafim 
de determinar o chaveamento ótimo. Portanto, em muitos casos práticos, pode ser suficiente 
se ter chaveamentos ocorrendo ao longo de uma linha reta ao invés de uma parábola. 

Considere o sistema visto na Fig. 16.18. Façaograficodacurvadechaveamentoedeuma 
trajetória típica. 



Flg. 16.18 Sistema de controle. 


Solução. Do diagrama de bloco, a equação da linha de chaveamento AOB pode ser escrita 
como 

é + 2e = 0 

A equação que descreve o processo é 

c = u = 2 para ê + 2e > 0 

= —2 paraé -+• 2e < 0 


Notando que r = 0, temos c — —e. Portanto, 


ê — — 2 para é +2e> 0 

= 2 paraé + 2e < 0 

A equação para as trajetórias é 

é 2 = db4e + K 

on de k é uma constante. Esta equação descreve duas famílias de parábolas no plano e - è . A 
Fig. 16.19 mostra a linha de chaveamento e uma trajetória típica. Note que alguém poderia 
pensar que a trajetória pára no ponto P. Na prática, entretanto, devido à existência de 
pequenos atrasos de tempo no chaveamento, ocorrem desvios na linha de chaveamento, e a 
trajetória converge para a origem do plano de fase como visto na Fig. 16.19. (Um sistema com 
tal linha reta de chaveamento não é de tempo ótimo. Mas o tempo de resposta é razoavelmente 
curto e adequado para as finalidades praticas.) 



Flg. 16.19 Linha de chaveamento e uma trajetória típica. 


Problema A. 16. 16 Considere o sistema 

x = Ax -F Bu 

onde x e u são vetores reais e A e B matrizes reais. Mostre que se o vetor de controle u é dado 
por 

u = — BTx < 16 - 57) 

onde P é uma matriz simétrica real positiva definida satisfazendo a condição de que 

AT + PA = -I 

ratão a origem do sistema é assintoticamente estável globalmente. 

Sotoção. Vamos escolher o seguinte V como uma possível função de Liapunov: 
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V = x'Px 
Então 

V — iTx 4- xPx 

= x'(A'P + PA)x + uBPx + xPBu (16.58) 

= — x'Ix -f 2xTBu 

Se a Eq. (16.57) é substituída na Eq. (16.58), vemos que 

V = -xlx - 2x'PBBTx 

Como PBB'P sempre é positiva definida ou positiva semidefinida, V sempre é negativa 
definida. Como V é positiva definida, V é negativa definida, e V -*■ <* para || x || -» », a origem 
do sistema é assinto ti camente estável globalmente. 

Problema A. 16.7 Considere o sistema de controle descrito por 

x — Ax Bu (15.59) 

onde 



Supondo uma lei de controle linear 


u Kx k\X\ k 2 x 2 (16.60) 

determine as constantes k l e k 2 de tal forma que o seguinte índice de desempenho é minimi- 
zado: 

J — J~ x x dt 

Considere apenas o caso onde a condição inicial é 

«Há 1 

Escolha a freqüência natural não amortecida como 2 rad/s. 

Solução. Substituindo a Eq. (16.60) na Eq. (16.59), obtemos 
x = Ax — BKx 

OU ■ ' '' • j 
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Portanto 


f 0 1 T 

A — BK = 

L— ki —k 2 . 


A eliminação de x 2 da Eq. (16.61) nos dá 
x j + Mi + k 1 x 1 = 0 

Como a freqüência natural não amortecida é especificada como 2 rad/s, obtemos 


kx =4 


Portanto 


A - BK 


_ r ° i * 

—4 —k 2 . 


A BK é uma matriz estável se k t > 0 N osso problema agora é o de determinar o valor de k 2 
de tal forma que o índice de desempenho 


J = J Q x'x dt = x'(0)Px(0) 

é minimizado, onde a matriz P é determinada de 

(A - BK) P + P(A - BK) = -I 


'0 —41 r /?, ! p l2 l Tp,,- Piziro 1 1 r-1 0- 

"1 ~k 2 ] I.P 12 p 22 J \-Pii p 22 J L — 4 — k 2 . L 0 — 1. 


Resolvendo para a matriz P, obtemos 


P 11 P 12 


P 12 P 22 


J, *i _L 

lk 2 ^ 8 8 


O índice de desempenho é então 

J = x'(0)Px<0) 


= íc 0] 


fPll Pl2 "C 
*-Pi2 P 22 -J LO- 


t ) c2 


Para mmimizar y , diferenciamos J com respeito a k 2 e o igualamos a zero como segue: 




Portanto 

k 2 = */2Õ 

Com e ste v alor de k 2 temos d 2 J/dk 2 > 0. Portanto o valor mínimo de J é obtido substituindo-se 
k t = V20 na Eq. (16.62), ou 

^ min. — J ^ 

O sistema projetado tem a lei de controle 
u — — 4x, — \/2Õx 2 

O sistema projetado é ótimo no sentido de que ele resulta em um valor mínimo para o índice de 
desempenho J sob a condição inicial suposta. 

Problema À.16.8 Considere o sistema de controle visto na Fig. 16.9. A equação para o 
processo é 

i = Ax + B« (16.63) 

onde 



Supondo a lei de controle linear 

u — — Kx = — k x x x — k 2 x 2 (16.64) 

determine as constantes k 2 e k 2 de tal forma que o seguinte índice de desempenho é minimi- 
zado: 

J = J 0 (x'x + u'u) dt 


Solução. Substituindo a Eq. (16.64) na Eq. (16.63), obtemos 


i ~ Ax — BKx = (A - BK)x = 




Se supusermos kiçk 2 constantes positivas, então A— BK se toma uma matriz estável e x(°°) = 
0. Portanto o índice de desempenho pode ser escrito como 


7= J“(x'x +x'K'Kx)dt 

= J^d + KTOxi* 

= x / (0)Px(0) 
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onde P é determinada de 


(A - BK)T + P(A - BK) - -(I + Kl í) 

ou 

ro -ktirpn p, 2 i rpn pui r o 1 i = _ri o-i r *1*2] 

Ll — k 2 . L/>j2 P22- -P12 P2Z- - ki — k 2 . LO lJ L&1&2 k\ J 

Esta equação matricial resulta nas seguintes três equações em p tí : 


-2kiPi2 = -1 - k\ 

Pi\ — k 2 p i2 — k\p 22 — —kik 2 

2Piz 2kzP2 2 = ~1 — k\ 

Resolvendo estas três equações para obter os p u , temos 


p " ” » _ +r) + Uh + k ') 


t (h + *■) 

T(^ + * 2 ) + à;(F- + <: ') 


/ = x'(0)Px(0) 

= [W t +r) + Uh + + ih + *') X ' (0)X2 <°> 

+ [t(^ + ki ) + sb(rr + *')]* 5(0) 


Para minimizar J, fazemos dJldki — 0 e dJ/dk 2 - 0, ou 

ih = [t(tef + h) + fe] xf(0) + (w + + 

+ \UU + = 0 

Êrr\-h(h ~ h) + U(h + *')] xf(0 ) + [tÍtf + ') ~ 

~ Uh + *0] x5(O) = 0 

Para quaisquer condições iniciais jcí( 0) e x*(0), o valor de J se toma mínimo quando 

k j = 1 , k 2 — */3 

Note que k t ek 2 são constantes positivas como supusemos na solução. Portanto, para a lei de 
controle ótimo. 
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K [k\ & 2 ] = [1 \Z~3~] 

O diagrama de bloco deste sistema de controle ótimo é visto na Fig. 16.10 com (i « 1. 
Problema A. 16.9 Considere o sistema 
i = f(x, u) 

que pode ser linear ou não-linear. Deseja-se determinar a lei de controle-ótimo u = eíx) tal oue 
o seguinte índice de desempenho, BV ’ M 

V = J~Z<x, n) dt 

é minimizado, onde u não é limitado. 

Se a origem do sistema descrito por 

i=f(r, g(x)) 

é assintoticamente estável, e portanto existe uma função de Liapunov V(x) tal oue VíxYé 
ótímo ^que W(x’ u^nde 05 ^ 6 ^ Um& condiçào “Ádcnte para um vetor de controle u, ser 

dv 

H(x,B)=- ãF - fL(x,u) (16.65) 

é mínimo com u = u,, ou 


mín.H(x, u) = mín.[^ -f I(x, u>] 


dV , rí ^ 
= Ul > 

■ = O i 




= -Ur, Oi) 


Solução. Vamos integrar ambos os lados da Eq. (16.67). Então, 

06.68) 

ÍS“?. a °7 Bem do »stema é assimoticameilte estável, x<~) - 0 e V(x(°o)) - 0. Então a Eq. 
tio.ooj se trama ^ 

nx(o)) = ),»,(/))* (|669) 

drt u P m v“„T e pe“qáé'od"?: Óum ° ' ° *» nos 


JJí(x(/), «,(()) * < j «,(/)) * 
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Note que da Eq. ( 16.66), o valor mínimo de //(x, u) ocorre emu = u. Note também que, da 
Eq. (16.67), este valor mínimo é igual a zero. Portanto, 

H(x, u) > 0 

para todo u. Assim, 

H(x, u 2 ) = + L(x, u 2 ) ^ 0 

Integrando ambos os lados desta desigualdade de 0a=c, obtemos 

K(x(oo» - V (x(0)) ^ - J“L(x(0, u 2 (0) dt 

Como V(x(oo)) = o, temos 

^(x(0)) < J~ L(x(t), u 2 (/)) dt ( 16.70) 

Então, das Eqs. (16.69) e (16.70), 

J“L(x(í), Uj(0) dt ^ \lUx{t), u 2 (f» dt 

Isto é uma contradição. Portanto u//) é o vetor de controle ótimo. 

Problema A. 16. 10 Considere o sistema 



Deseja-se achar a função de controle ótimo u tal que o seguinte índice de desempenho, 

J = í” (x'Qx + u’u) dt, Q = í 1 ° 

J0 LO ixJ 

seja minimizado. 

Referindo-se à condição suficiente para o vetor de controle ótimo apresentada no Pro- 
blema A. 16.9, determine o sinal de controle ótimo u(t). 

Solução. Vamos definir 

V = xPx 



V — Pt i*i + 2 / 1 , 2 x t x 2 -f p 22 x\ 
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e 


V = 2 px x x x x 2 + 2p 12 xi + (ZpnXi + 2p 22 x 2 )u 
A Eq. (16.65) se toma 

#(x, «) = ^ ^ (16.71) 

= 2p lí x i x 2 + 2pi 2 x\ + (2 /> 12 *i + 2p 22 x 2 )u + x}+ fixl + u* 

O sinal de controle ótimo u(t) é aquele que minimiza H(x,u). Portanto, diferenciamos //(x, u) 
com relação a u e igualamos a zero, ou 

y- = 2 jPj2^i 4- 2p 22 x 2 2u = 0 
ou 

de que obtemos 

u = -p l2 x t - p 22 x 2 06.72) 

Substituindo a Eq. (16.72) na Eq. (16.71) e igualando o resultado a zero, obtemos 

*?(1 .P 12 ) + ^ t x 2 (2p u — 2p i2 p 22 ) + x\ \(jl + 2^i 2 — p \ 2 ) = 0 

Esta última equação deve valer para qualquer jc, e x 2 . Portanto, impomos 

1 ~ P 12 = 0 
Pi 1 ~ P 12 P 22 = 0 
M + 2p i2 — p\ 2 — 0 

(Note que estas três equações em p u são idênticas àquelas obtidas no Exemplo 16.12.) 
Resolvendo estas três equações simultâneas parap n , p n e pn, impondo que P seja positiva 
definida, obtemos 

Pu — V M + 2, P 12 — 1» P 22 ~ */ fi + 2 

A lei de controle ótimo é então dada por 
u = -xi - + 2a: 2 

Com esta lei, a equação de estado do sistema se toma 

eh: MM'— 


EH-T -JHE:] 


Note que a matriz de coeficientes nesta última equação é estável. Portanto a origem do 
sistema é assintoticamente estável e a presente abordagem para a solução é válida. 
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Problemas 


Problema B.16.1 Determine a controlabilidade de estado e a observabiiidade do sistema 
descrito por 



Flg. 16.20 Diagramas de fluxo de sinais de sistemas. 

Problema B.16.2 Sáo os sistemas vistos nas Figs. 16.20(a) e (b) controláveis e observáveis? 
Pr o blema B.léJ Considere o sistema descrito por 

■jc,i rA, 1 0 ‘ir*i"| r«“ 

x 2 = 0 A| I JC 2 + b [u] 

Jt s j LO 0 AiJurjJ Lc. 
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Determine as condições em a, b, e c para controiabilidade completa de estado. 
Problema B.16.4 Considere o sistema descrito por 



Determine as condições ema, b.ced para controiabilidade completa de estado e observabili- 
dade completa. 


Problema B.16,5 Considere o sistema 



Mostre que a saída y é independente da função de controle u. 

Problema B.16.6 Suponha que um sistema mecânico vibratório é descrito por 

x = Ax + Ba 


onde 

x = vetor de estado {vetor n -dimensional) 
u = vetor de entrada (vetor r-dimensional) 

A = matriz constante n x n 

B = matriz constante n x r ' 

Determine a condição em A e B de tal forma que todos os modos de oscilação podem ser 
excitados. 


Problema B.16.7 Considere o sistema de controle de tempo ótimo visto na Fig. 16.21. 
Obtenha a equação da curva de chaveamento. Faça um gráfico da curva de chaveamento no 
plano e—ê e mostre algumas trajetórias de tempo ótimo típicas. 



Flg. 16.21 Sistema de controle de tempo ótimo. 
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Probtema B.16.8 Faça um gráfico de plano de fase do sistema visto na Fig. 16.22. 



± = Ax, x(0) = c 


onde 

0 10“ ~c x ~ 

0 0 1 , c = 0 

1 -2 -a] L0_ 

a — parâmetro ajustável > 0 

Determine o valor do parâmetro a de tal forma que minimize o seguinte índice de desempe- 

/= J~x'x<fr 

Problema B.16.10 Considere o sistema visto na Fig. 16.23. Determine o valor do ganho K de 
tal lorma que o coeficiente de amortecimento C do sistema a malha-fechada seja igual a 0,5. Em 
seguida calcule a frequência natural não-amortecidaa>„ do sistema a malha-fechada. Supondo 
que e(0) = 1 e que ê(0) = 0, calcule 





Probtema B. 16.11 Determine a função de controle ótimo u para o sistema descrito por 
x = Ax -F B« 



onde 



tal que o seguinte índice de desempenho seja minimizado: 

J — J 0 (x'x + u'u) dt 
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inversos, 480 

- - - para sistemas de controle, 

475 

- - - teorema do mapeamento, 

468 

- - de Routh, 286-292 

- - de Schur-Cohn, 734 

- de Sytvester, 814 

- ITAE 

- - forma ótima da função de 

transferência de malha- 
fechada, 342 

- - para sistemas de ordem n, 

341 

Curva 

- mostrando quantização, 703 

- -solução, 641 

1 - torque- velocidade, 149 

D 

Década, em relações de fre- 
quências, 433 

Decibel, na representação do 
módulo logarítmico, 431 
Deltas de Kronecker, 58 
Dependência 

- de condições iniciais, 607 

- frequência-amplitude, 604 
Detector de erro, 96 
Diagonalização de matrizes n 

x«, 757 
Diagramafs) 

- de biocos, 4, 96 

- - de sistemas de controle au- 

tomático, 178 

- - de um controlada’ integral, 

175 

* * de um sistema de malha- 

fechada, 97, 97 

- - procedimentos para cons- 

truir, 100 

- - redução de, 101 

- - regras da álgebra de, 101 

- de Bode, 430, 509 

- - determinação de funções de 

transferência de «taníiu? 
fase a partir de, 515 

* * i**a o compensador, 572 


- - para o sistema 

- compensado, 572 

- não co mp en sa do, 572 

- de lugar das raízes, 358-365 

- • condições de ângulo e ampli- 

tude, 358 

- • lugares de ganho constante, 

362 

- de Vazsonyi, 483 

- polar de uma rede em atraso, 

564 
Dial, 5 

Dirac, função delta de, 31 
Discretização de equações de 
estado de tempo contínuo, 
795 

Dispositivo 

- a fluidos, 219 
-amostrada, 706 

- biestável, 220 , 220 

- digitais com fluidos, 223 

- seguradores), 706 

- - de ontem zero, 721 

- - - características de resposta 

em frequência de, 721 
Distúrbiofs) 

- de torque 

- - resposta para, 210 

- externo, 3 

- interno, 3 

Domínio de atração, 812 
Dufling, equação de, 604 

E 

Efeito de parede, 219 
Elemento(s) 

- ativo, 84 

- de controladores automáticos 

industriais, 170 

- de um diagrama de bloco, 96 

- passivos, 84 
Entradas senoidais 

- obtenção de soluções em re- 

gime estacionário para, 425 
Equação(ões) 

- autônomas, 640 

- de competição de Volteira. 12 

- de diferença, solução, 791 

- de Duffing, 604 

- de estado, 752 

- - de tempo discreto 
resolução, 790 

transformada z para a so- 
lução de, 792 

- - homogêneas. 766 

- - invariante no tempo, solu- 

ção, 766-776 

- - lineares variantes no tempo, 

784 

- - não homogêneas, 773 

- - variantes no tempo, 782 

- de Riccad de matriz reduzida, 

885 

• de saída, 754 

- de Van der Pd, 608 
-diferencial 

- - linear, 77 


• - não linear, 78 

- - para sistemas térmicos, 128 

- para a assintota de alta fre- 

quência, 439 
Errofs) 

• de aceleração, 327 

- de posição, 327 

• de velocidade, 324, 327 

• estadooáriofs), 247, 322 

- • para respostafs) a rampa, 

273 

- correlação com a integral 

do erro na resposta a 
degrau, 328 

- estático 

- - coeficientes de, 321 
Espaços de estados, 751 

• análise de sistemas de con- 

trole 

- • funções de transferência, 

776 

• - matriz de transferência, 778 
de sistemas a roalha- 

fechada, 778-779 

- - sistemas lineares variantes 

no tempo, 782 

- representação de sistemas, 

752-766 

- - de tempo discreto, 786-790 
Espínda, 383 
Estabilidade 

- absoluta, 247 

• análise de, no plano com- 

plexo, 284 

- assintótica, 812 

- - global, 812 

- de Liapunov, para sistemas 

lineares invariantes no 
tempo, 820 

- de um ciclo limite, 622 

- no sentido de Liapunov, 811 

- relativa, 247, 484-501 

- • análise, via mapeamento 

conforme, 485 

- - margens de fase e de ganho, 

489 

Estabilização de sinal, 609 
Estado de equilíbrio do sis- 
tema, 811 

- estável, «12 

- uniformemente estável, 812 

F 

Fatores básicos, em uma fun- 
ção de transferência ar- 
bitrária, 431 

Fenômeno de aderência de pa- 
rede, 219 
Flapper, 180 
Flip-flop, 220 
Fluidos 

- leis de fluxo de, 116 
Foco 

• estável, 662 

- instável, 662 
Fonte, 133 

Fama de Jordan canônica, 759 


Fórmula de ganho de llaaon, 
133 

• para gráficos de fluxo de sisal. 

137 

Formulação de problemas de 
otimização, 849 
F re quência 

• de canto, 434 

- - do fator quadrático, 439 

- de corte, 499 

- de mudança de inclinação, 

434 

• de ressonância, 441 
Funçãofões) 

- complexa, 20 

- - analítica, 22 

- de Liapunov, 815 

• de quantização, 703 

- de resposta ao impulso, 248 

- de tempo «hscreto, 704 

- de transferência, 79 

- - analogia 

força-corrente, 86 

- força- tensão, 84 

- - circuito L-R-C, 82-83 

- - de elementos em cascata, 88 

- sem carregamento, 89 

- - de fase não- mínima, 444, 516 

- - de malha- aberta, 98 

- - de malha-fechada, 98 

- - de mínima fase, 444 

- - de sistemas físicos, dedu- 

ção, 103-129 

- - de um servomotor bifásico, 

107 

- - de um sistema de uma en- 

trada e uma saída, 776 

- - determinação experimental 

de, 514 

- - do ramo direto, 98 

- - impedância complexas, 83 

- - nos sistemas 

- de nível de líquido, 119 

- - - térmicos, 128 

- - pulsada, 719-731 

- de elementos em cascata, 

727 

- - - de sistemas a malha- 

fechada, 728 

procedimento para obten- 
ção de, 724 

- soma de convoiução, 722 
teorema da amostragem. 

720 

- degrau unitário, 28 

- delta de Dirac, 31 

- descritiva 

- - análise de sistemas de con- 

trole não lineares por 
603-638 

- - da não linearidade tipo ligar 

desliga, 615 

- - de entradas duais, 627 

- - de um elemento não linear, 

611 

- doublet unitária, 51 
• escalar 

- - forma quadrática, 814 


- indefin ida, 814 

- - negativa 

- - - definida, 813 

- - - semãtefintda, 813 

- • positiva 

- definida, 813 

- - - sqnktefinida, 813 

- excitação, 79 

• impulso unitário, 31 

- peso do sistema, 248 
-resposta, 79 

G 

Ganho, 174 

- da válvula de controle, 189 

- de laço, 134 

- do caminho direto, 134 

- do controlada, 189 

- K, 431 

- na região de baixa frequência, 

547 

Geração de funções senoidais, 
297 

Geradaes de sinais senoidais, 
514 

Gráficofs) 

- de fluxo de sinal, 133 , 134 

- - álgebra do, 135 

• - fórmula de ganho de Ifason 

para, 137 

- - para sistemas 
de controle, 137 

- - - lineares, 137 

- - propriedades dos, 134 

- de Nichols, 462 

- de Nyquist, 471 ,471 

• de plano de fase, 641 

- - de uma função de transfe- 

rência senotdal, 451 

- - e soluções temporais, 655- 

660 

- - simetria nos, 644 

- do log-módulo verm» fase, 462 

- - de funções de transferência 

simples, 463, 464 

- - vantagens, 462 

- do lugar das raízes 

- * do sistema compensado, 

556,581 

- logarítmicos, 430 

• - para sistemas de segunda- 

ordem, 359 
-polares, 451-462 ,451 

• • do atraso de transporte, 457, 

458 

- - fatores 

- de primeira-ordem, 453 

- integral e derivativo, 453 
quadráticos, 454 

- - formas gerais de, 459 

- - na faixa de alta-fleqüênda, 

461 

Grandezas análogas, 85 

- na analogia força 
-- -corrente, 88 

■ - -tensão, 85 
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H 

Hard spring, 604 

I 

Impedância, 222 
Indice(s) de desempenho, 337 

- características necessárías 

para, 337 

- de «To, 337 

- ISE 

- - computação direta dos, 342 

- - técnica da transformada de 

Laplace para a computa- 
ção de. 345 
Instabilidade, 812, 819 
Inlegral(is) 

- de convohição 

- - aproximação para, 249 

- de Lapiace, 26 
Interação de jato, 219 
Intervalo diferencial, 172 
Inversão de matriz, 65-70 
Isódina, 647 


K 

Krasovskii, método de, 831 
Kronecker, deltas de, 58 

L 

Laço(s), 134 

- que não se tocam, 134 
Laplace, transformada de, 20 

25-29 

Largura de faixa do sistema, 
500 
LeKs) 

- de controle, 13 

- - ótimo, 883 

- de fluxo de fluidos, 1 16 

- de Kirchhoff 

- - para correntes, 87 

- - para o sistema rotacional 

mecânico, 83 

- de Newton, 80 

- dos gases ideais, 123 
Liapunov, análise de estabili- 
dade de, 810-847 

Lugar(es) 

- das raízes 

- - e configurações de pólos e 

zeros, 402 

- - e técnicas de compensação 

- de avanço-atraso, 578 

- em atraso, 565 

- em avanço, 552 

- - regras para construções dos, 

377-385 

- de ganho constante 

- - ortogonal idade entre os lu- 

gares das raizes e os, 362 

- geométricos 

- - de ângulos de fase cons- 


tante, 504 

- - de módulo constante, 503 

M 

Mapeamento conforme, 24 
Margem de ganho de um sis- 
tema 

- de primeira-ordem, 492 

- de segunda-ordem, 492 
Mason, fórmula de ganho de 

133 

Matriz(es) 

- adição de, 62 

- adjunta, 66 

- anti-Hennitiana, 61, 62 

- anti-simétrica, 60 

- cancelamento de, 70 

- característica de, 65 

- cofator, A tí , 66 

- complexa, 61 

- conjugada, 60 

- de ordem n, 58 

- de transferência, 129 

- de transição de estados, 771 

- - para o caso variante no 

tempo, 783 

- - propriedades, 772, 784 

- de Vandermonde, 72 

- definição, 57 

- derivada de, 70 

- determinante de, 59 

- diagonal, 58 

- diferenciação de, 70 

- exponencial, 768 

- - propriedade, 769 

- Hermitiana, 61 

- identidade, 59 

- igualdade de duas, 58 

- integração de, 70 

- inversa de, 67 

- - fórmulas, 69 

- menor M 0 da, 66 
multiplicação de 

- - lei 

- associativa, 63 

- distributiva, 63 

- - por um escalar, 62 

- - por uma matriz, 63 

- não singular, 59 

* nula, 59 

* outras propriedades de, 64 

- potência de, 64 

- quadrada, 58 

* simétrica, 60 

- singular, 59 

- subtração de, 62 

- transposta da, 59 

- triangular, 74 

- unidade, 59 

- zero, 59 
Método(s) 

- da transformada de I -an la ce 

20 

- - vantagem do, 20 

- da transformada z 

- - na resolução de equações de 

diferença, 713 


- - teorema do valor 
---final, 715 

- inicial, 715 

- das isóclinas, 646 

- de gradiente variável, 833 

- de Krasovskii, 831 

- de resposta em frequência, 

424-539 

- de Schultz-Gibson, 830 

- delta, 651 

- dete rm i n a ç ão do coeficiente 

de erro , 

- - de aceleração estático, 450 

- - de posição estático, 448 

- - de velocidade estático, 448 

- - fatores 

- de primeira-otdem, 434 

- integral e derivativo, 432 
quadráticos, 437 

- - relação entre o tipo do sis- 

tema e a curva do ioc- 
módulo, 448 

- direto de Liapunov, 810 

- do higar das raízes, 357 

- - análise de sistemas de con- 

trole pelo, 385-402 

- do plano de fase, 640 

- - para análise de sistemas 

lineares, 666-671 

- resposta à degrau, 667 

- resposta em rampa, 668 

- para construir trajetórias, 

643-655 

Modelo matemático, 76 

- precisão, 77 

- simplicidade, 77 
Mola 

- dura, 604 

- macia, 604 

Motorfes) c.c. controlado(s) 

- por armadura, 109 

- - desempenho, 116 

- por campo, 1 13 

- - desempenho, 116 

N 

Não linearidade(s) 

- de duas posições, 613 

- de limiar, 616 

- inerentes, 609 

- intencionais, 609 

- tipo 

- - liga-desliga, 613 

- com histerese, 614 

- - saturação, 618 

- - zona morta, 616 
Nicbols, carta de, 508, 508 
Nó 

- de entrada, 133 

- de saída, 134 

- estável, 662 

- instável, 662 

- misto, 134 

- misturado, 134 
Norma Euclidiana, 811 
Nozzle, 180 
Nozzle-flapper, 180 
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O 

Observabilidade, 852 

- completa 

- - de sistemas de tempo 

- - - contínuo, 864 

- discreto, 863 

- - em funções de transferên- 

cia, 865 

- - em matrizes de transferên- 

cia, 865 

- - forma alternativa da condi- 

ção de, 867 

Obtenção da ação de controle 

- derivativa e integral em con- 

troladores eletrônicos, 206 

- proporcionai 

mais-derivativa-mais-inte- 

grai pneumática, 200 

- - -mais-integral 

- hidráulica, 205 

- - - pneumática, 199 
Oitava, em relações de fre- 

qüêndas, 433 
Oscilação(ões) 

- auto-excitada, 608 

- sub-hannônicas, 607 

- super-harmônicas, 606 

- tudo-ou-nada, 679 

P 

Phase-plane portrait, 641 
Plano 

- de estados, 640 

- de fase, 640 

- - análise por, 639-701 

- - gráficos de, 641 

- - método do, 640 
Planta, 2 
Plants, 2 
Pólo(s), 23 

- adição de, na função de trans- 

ferência de malha- aberta, 
545 

- de malha 

- - -aberta, 399 

- - -fechada 

- dominantes, 284 

- - - efeitos de variações de pa- 

râmetros nos, 398 

- de ordem n, 24 

- de segunda ordem, 24 

- de terceira ordem, 24 

- simples, 24 
Ponto(s) 

- de ajuste, 5 

- de sela, 662 

- isolado, 640 

- ordinário(s), 23, 640 

- singularfes), 23, 640, 660 , 663 

- - classificação de, 661 

- - real, 671 

- - virtual, 671 

Portas lógicas com fluidos, 223 
-e respectivas tabelas- verdade, 
224 

Posicionador de válvula, 188, 


188 

Potência de uma matriz, 64 
Primeiro método de Liapunov 
815 

Princípio 

- bangue-bangue, 874 

- da dualidade, 869 
Processo, 2, 3 

Q 

Quantização, 703 

R 

Raízes características, 755 
Ramo, 133 
Realimentação 

- em sistemas de controle, 215 

- modificações de constante de 

tempo pelo uso de, 217 

- por tacómetro, 275 

- positiva 

- - aumento de ganhos de malha 

pelo uso de, 217 

- redução de variações de pa- 

râmetros pelo uso de, 215 

- - eliminação de integração, 

218 

- uso de malhas de, 218 
Rede(s) 

-avanço-atraso, 575 

- - características da, 576 

- elétrica de atraso, 563 

- em atraso, 562 

- em avanço, 549 

- - características de, 550 

- mecânica de atraso, 563 
Relé(s) 

- de ação reversa, 181 

- pneumáticos, 181 

- tipo 

- - sangria, 182 

- - sem sangria, 182 
Representação de plano de fase 

da dinâmica do sistema, 639 
Resíduo, 43 

Resistência de sistemas 

- de nível de líquido, 116 

- de pressão, 122 

- térmicos, 125 
Resposta 

- em frequência, 424 

- - a partir de diagramas de 

pólos e zeros, 428 

- - de malha- aberta 

- informação obtenível, 547 
requisitos, 547 

- - de malha-fechada, 501-514 

- ajustes de ganho, 511 

- carta de Nichols, 508 

- de sistemas com realimen- 

tação unitária, 501 

- lugares geométricos 

- — de ângulos de fase cons- 

tante, 504 

de módulo constante, 503 

para sistemas com reali- 


m entaçáo n * n «mfária I 
509 ] 

- - e compensação em avanço- ’ 

atraso, 585 

- - e técnicas de compensação • 

- em atraso, 570 

- em avanço, 557 

- ' procedimento para constru- 

ção das curvas logarítmi- 
cas de, 442 

- estacionária, 247 

- para distúrbios de torque 

- - em controle proporcional, 

210 

- mais-integral, 211 

- transitória, 247 

- - especificações, 263, 265 
Ressonância com saltos, 607 
Reta de conversão número- 

decibel, 432 

Rotação em sentido anti- 
horário, 21 

Routh, critério de estabilidade 
de, 286-292 

S 

Schultz-Gibson, método de, 
830 

Schur-Cohn, critério de estabi- 
lidade de, 734 

Segundo método de liapunov, 
810, 815 

- e o comportamento de res- 

posta transitória de siste- 
mas dinâmicos, 826 

- otimização de sistemas de 

controle através do, 879 

- problemas de otimização de 

parâmetros resolvidos 
usando-se o, 880 
Sensibilidade proporcional, 174 
Separatrizes, 662 
Servomecanismo(s), 1, 3 

- com realimentação de veloci- 

dade, 277 
• de posição, 112 

- - controle derivativo no de- 

sempenho de, 387 

- - realimentação de velocidade 

no desempenho de, 387 
Servomotoites) 

- bifásicos, 106, 107 

- - efeito de carga na dinâmica 

de servomotores, 106 

- hidráulico, 92 , 193 

- - diagrama esquemático de, 

92 

- - linearizado, curvas caracte- 

rísticas, 94 

Shannon, teorema da amostra- 
gem de, 720 

Simetria nos gráficos de plano 
de fase, 644 
Sinal(is) 

- analógicos, 9 

- digitais, 9 

- elétricos, 9 


927 


- erro atuante, 4 
Sincronismo de frequência, 608 
Sismógrafo, 104 

- diagrama esquemáticode, 105 
Sistemafs) de controle 

- a dados amostrados. 702 

- abordagem 

- - básica em projetos de, 14 

- - de tentativa-e-erro para pro- 
jeto de. 541 

- - do lugar das raízes para pro- 

jetos de, 544 

- adaptativofs), 7, 8, 892-899 

- - decisão baseada na identifi- 

cação do processo, 897 

- - definição, 894 

- - identificação das caracterís- 

ticas dinâmicas do pro- 
cesso, 8% 

- - índices de desempenho, 895 

- - modificação baseada na de- 

cisão tomada, 897 

- análise. 14 

- - pelo- método do lugar das 

raízes, 385-402 

- - por espaço de estados, 749- 

809 

- análogos. 85, 86, -88 

- auto-organização do, 8% 

- auto-oscilatório, 665 

- biológicos, 12 

• classificação de, 321 

- com aprendizado, 898 

- com armazenamento de ener- 

gia, 263 

- com atraso de transporte, 394 

- com coeficiente de erro está- 

tico idênticos. 331 

- com erros dinâmicos diferen- 

tes. 331 

- com fluido, aplicação, 223 

- com ganhos não lineares, 671 

- - para entradas 
em degrau, 673 

- - - em rampa, 675 

- com tempo morto, 394 

- com um distúrbio de torque, 

210 

- comerciais, 12 

- compensação de, 541 

- completamente observável. 

862,868 

- complexos, projeto. 543 

- condicionalmente estáveis, 

392, 478 

- - gráfico polar de, 479 

- controlável, 852 

- de aceleração, 3 

- de aprendizado, 8 

- de equações consistente, 75 

- de estado 

- - completamente controlável. 

854 

- - controlável, 856 

- de estoque, 12 

- de fase 

- - mínima, 444 

ângulo de fase, 445 


- - não mínima, 393, 444 

- de laços múltiplos, 139 

- de múltiplas 

- - entradas e saídas 

- - - não-interação em, 779 

- - malhas, 479, 480 

- de nível de líquido, 116, 188, 

189 

- - capacitáncia de, 1 16 

- - com interação, 120 , 120 

- - controle integral de, 208 

- - resistência de, 1 16 

- de ordem superior, 280 

- - resposta 

- - - não-oscilatória de, 284 

- - - transitória de, 281 

- de posição, 3 

- de pressão, 8, 9, 122 

- - capacitáncia de, 122 

- - resistência de. 122 

- de primeira-ordem. 251-255 

- - resposta 

a degrau unitário de, 251 

a rampa unitária, 253 

aoimpulsounitáriode, 254 

- de processo, 4 

- de referência-modelo, 888- 

892 

- de segunda-ordem, 255-280, 

259 

- - atenuação, 259 

- - coeficiente de amorteci- 

mento, 259 

- - controle proporcional- 

mais-derivada de. 274 

- - e especificações de resposta 

transitória, 266-271 

- - efeitos de um zero nos luga- 

res das raízes de. 386 

- - equações diferenciais de 

primeira-ordem a partir 
de, 641 

- - frequência natural amorte- 

cida, 259 

- - gráficos de lugar das raízes 

para, 359 

- - relações entre a resposta 

transitória ao degrau e a 
resposta em frequência, 
493 

- - resposta 

- - - a degrau de, 258 

- - - impulsiva, 271 

- - servomecanismo, 255 

- de tempo 

- - discreto. 702 

- - - amostrador, 706 

- - - análise 

de estabilidade, no plano 

z, 732 

pda transformada z, 706 

por espaço de estados, 

706 

- - - controle de tempo ótimo 

de. 870 

- - ótimo, 850 

- de terceira-ordem 

- - resposta a degrau unitário 


de. 280 

- de tráfego, 1 1 

- de transmissão por engrena- 

gens. 143 

- de velocidade, 3, 8, 9 

- diagrama de blocos de um, 96 

- dinâmico 

- - estado de um, 750 

- - variáveis de estado. 750 

- efeitofs) 

- - de não linearidades ineren- 

tes na precisão estática. 
610 

- - do elemento de medida no 

desempenho do. 178 

- eletromecànicos. 104 

- em cascata 

- - função de transferência glo- 

bal da combinação, 452 

- em malha 

- - aberta, 6, 7 

- - fechada, 4,4 

- - - com realimentaçáo ma- 

nual, 5 

- manuais, 5 

- - - sujeito a um distúrbio, 99 
versus malha-aberta, 7 

- erro estacionário, 247 

- especificações de desempe- 

nho, 540 

- estabilidade 

- - absoluta, 247 

- - relativa, 247 

- estado de equilíbrio do, 81 1 

- físicos 
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